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Contenido

Contenido X

Introducción XII

1. Tomograf́ıa de Capacitancia Eléctrica 1
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Introducción

Los sistemas de imágenes tomográficos son diseñados para analizar la estructura y com-
posición de los objetos, examinándolos mediante el cálculo de información a lo largo de
secciones transversales virtuales a través de ellos; el interés principal es la imagen obtenida
con ayuda de la computadora, la cual representa la distribución espacial de un parámetro
f́ısico y se calcula a partir de mediciones realizadas en la frontera de la región de estudio.
En combinación con el sistema de medición electrónica, el procesamiento de la informa-
ción recopilada juega un papel crucial en la producción de la imagen final. La tomograf́ıa
complementa el rango de instrumentos de imagen dedicados a la observación, tales como el
radar, sonar, ecógrafo, sismógrafo o lidar (un sistema de detección que trabaja con el mismo
principio que el radar pero que usa luz de un láser). Actualmente, estos instrumentos se uti-
lizan en su mayoŕıa para detectar o localizar un objeto, por ejemplo un avión por su eco en
una pantalla de radar, o para medir alturas, densidad o grosor, por ejemplo de la superficie
de la tierra o de una capa geológica. Una parte importante de los sistemas de imágenes,
tales como cámaras, videograbadoras o microscopios es el sensor que entrega directamente
la imagen observada. En tomograf́ıa, el sensor realiza mediciones indirectas del objeto de
estudio mediante la detección de información de la respuesta del sistema al tipo de campo
inducido en él. Estas mediciones son descritas mediante ecuaciones, las cuales conducen a
lo que se denomina problema directo, es decir, la ecuación de medición o ecuación de señal.
Para obtener la imagen final, se aplican algoritmos apropiados para reconstruir las secciones
transversales virtuales a partir de los datos disponibles de la ecuación de señal, por lo tanto,
la reconstrucción resuelve el problema inverso ([1, 7, 11, 12]).

A partir de 1980 se han venido desarrollando diferentes técnicas para la medición de los
diferentes componentes de un flujo multifásico como el petróleo mientras fluye a través de una
tubeŕıa ([4, 15]). Algunas de estas técnicas son no invasivas de visualización, caracterización
y medición, y no requieren análisis de laboratorio, estas técnicas se conocen con el nombre
de tomograf́ıa de procesos.

Los pozos de petróleo normalmente no producen sólo aceite, sino una mezcla compleja
de múltiples fases que tienen cantidades variables de aceite, gas y agua. La determinación de
la cantidad de cada componente que se produce en realidad por cada pozo en espećıfico es
de mucha importancia para la explotación eficiente de los embalses o depósitos de petróleo.
La forma convencional de hacer esto es mediante la separación de la mezcla y la medición
de cada componente individual utilizando medidores de flujo monofásicos. Sin embargo, los
separadores de tres fases necesarios son excesivamente voluminosos y caros.

Las técnicas de medición de flujo multifásico que no requieren separación de la mezcla han
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Introducción

surgido en la última década ([8]). Entre los enfoques más prometedores en la actualidad bajo
investigación está la Tomograf́ıa de Capacitancia Eléctrica (TCE), basado en visualización de
flujo multifásico utilizando métodos tomográficos ([6]). La principal ventaja de los métodos
tomográficos yace en su inherente operación no invasiva y con régimen de flujo independiente
([11, 12]).

La técnica de la TCE es relativamente nueva con un mayor desarrollo en los últimos 15
años, actualmente se continúa investigando sobre los avances técnicos y áreas de aplicación.
Entre los problemas abiertos más importantes de atender se encuentran los siguientes:

1.- Determinar el número de mediciones necesarias para identificar la permitividad de un
medio.

2.- Proponer nuevos algoritmos de solución estables con una justificación teórica rigurosa
e implementación viable.

3.- Implementar los algoritmos recientes en la construcción de tomógrafos.
4.- Resolver el caso tridimensional con métodos justificados teóricamente.
5.- Mejorar el tamaño del mallado para resolver el problema inverso numéricamente y se

disminuya la influencia de la discretización del dominio, el cual es un proceso inestable.
En este sentido, el enfoque de este trabajo consiste en hallar una aproximación a la

solución del problema inverso, usando un algoritmo de reconstrucción de la permitividad.
El aporte principal de la tesis es exponer la deducción del modelo matemático de la

Tomograf́ıa de Capacitancia Eléctrica, además de realizar un análisis teórico del método
de solución propuesto en ([3, 4]) con el objetivo de obtener un panorama completo de la
Tomograf́ıa de Capacitancia Eléctrica y determinar la permitividad reduciendo el problema
a un problema de optimización cuadrática con restricciones cuadráticas.

La organización de este trabajo de tesis es como sigue.
En la primera parte de este trabajo damos un panorama general de la TCE, la deducción

del modelo, el planteamiento del problema inverso y la prueba de que dicho problema inverso
es mal planteado en sentido de Hadamard. Además de exponer un resultado de unicidad
de la solución del problema. En el caṕıtulo 2, se obtiene explicitamente la expresión para
el potencial en la región donde se encuentran colocados los electrodos y se obtienen las
relaciones entre el potencial generado por el campo eléctrico inducido y la permitividad
desconocida, de acuerdo al modelo planteado para el problema de la TCE. En el caṕıtulo 3
se plantean los pasos del algoritmo de solución y se justifican teóricamente, además se da la
forma expĺıcita de una aproximación a la solución del problema.

Armando Alcalá Vallejo
Instituto de F́ısica y Matemáticas,

Universidad Tecnológica de la Mixteca.
Marzo de 2017.
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Caṕıtulo 1

Tomograf́ıa de Capacitancia Eléctrica

En este caṕıtulo planteamos la deducción de un modelo matemático de la Tomograf́ıa de
Capacitancia Eléctrica (TCE) aśı como el problema que se va a resolver. Se muestra que el
problema es mal planteado en sentido de Hadamard, y se presenta un teorema de unicidad
de la solución débil del problema inverso.

1.1. Descripción f́ısica del problema de la Tomograf́ıa de Ca-

pacitancia Eléctrica

1.1.1. Conceptos básicos

Antes de deducir el modelo matemático, daremos la definición de algunos conceptos
importantes que se toman como hipótesis para nuestro modelo.

Medio Isótropo: Objeto o sustancia que tiene una propiedad o caracteŕıstica f́ısica
medible, la cual tiene el mismo valor cuando se mide en cualquier dirección a partir de un
punto (localmente).

En el caso del modelo de TCE, el medio en el cual se hacen las mediciones es heterogéneo;
y la caracteŕıstica a medir es la permitividad eléctrica ε. La permitividad depende del punto
en el que se hace la medición, pero como las sustancias presentes en el medio no se mezclan
completamente, se puede considerar que localmente nuestro medio es isótropo; aśı que al
ubicarnos en un punto y medir la permitividad, ésta tendrá el mismo valor en cualquier
dirección en una vecindad pequeña del punto.

Ejemplo de material isótropo es el acero, sus propiedades mecánicas y térmicas son las
mismas en todas las direcciones.

La anisotroṕıa (opuesta de isotroṕıa) es la propiedad de algunos materiales o sustancias,
según la cual, cualidades como: permitividad, conductividad, permeabilidad magnética, elas-
ticidad, temperatura, velocidad de propagación de la luz, etc., vaŕıan según la dirección en
que son examinadas. Algo anisótropo podrá presentar diferentes caracteŕısticas según la di-
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1. TOMOGRAFÍA DE CAPACITANCIA ELÉCTRICA

rección. La anisotroṕıa de los materiales es más común y perceptible en sólidos cristalinos,
debido a su estructura atómica y molecular regular ([16]).

Algunos ejemplos de materiales anisótropos son la madera, algunos cristales y los metales
laminados.

Medio homogéneo: Medio o sustancia con las mismas propiedades f́ısicas y qúımicas
en cualquier punto.

En nuestro caso cuando la permitividad no depende del punto de posición, el medio es
homogéneo.

En la mayoŕıa de los casos, los materiales usados para la experimentación muestran no
homogeneidad muy pequeña, por lo que se les da el tratamiento como materiales homogéneos.

La atmósfera es un ejemplo de medio no homogéneo, ya que su permitividad vaŕıa con
la altitud.

Nuevamente en nuestro caso, aunque dentro del modelo hay un medio heterogéneo, las
sustancias no se mezclan completamente, por lo tanto consideraremos que de manera local
nuestro medio se comporta como un medio homogéneo. Es decir que la permitividad no
cambia de un punto a otro en una vecindad, excepto tal vez en la frontera de dicha vecindad.

Medio lineal: Un medio lineal es aquel en que se mantiene la proporcionalidad causa-
efecto entre dos magnitudes relacionadas por una caracteŕıstica f́ısica.

Los materiales en los cuales sus parámetros constitutivos ε, µ y σ no están en función de
la intensidad del campo eléctrico, magnético, o de ambos (bianisotrópicos) se conocen como
lineales. En el caso contrario se conocen como no lineales.

En un medio lineal, la relación entre el campo eléctrico ~E y la densidad de flujo eléctrico
~D y también entre el campo magnético ~H y la densidad de flujo magnético ~B es lineal.

Un material dieléctrico en el que se aplica ~D = ε ~E es lineal si la densidad de campo
eléctrico ~D vaŕıa linealmente con la intensidad del campo ~E, y no lineal en caso contrario.

La permitividad y la permeabilidad son escalares cuando las cargas están en medios
homogéneos e isótropos. En medios isótropos y heterogéneos, en los cuales las sustancias
o materiales no se mezclan completamente, la permitividad y la permeabilidad aún siguen
siendo escalares, aunque dependen de la posición, pues la región de interés puede dividirse
en subregiones, en cada una de las cuales el medio puede considerarse homogéneo.

La TCE es una técnica emergente dirigida a la visualización interna no invasiva de mezclas
eléctricamente no conductoras en procesos industriales como mezclado, separación y flujo
multifásico ([9, 10]).

El principio básico de este método consiste en colocar un sensor que contiene un arreglo
de entre 8 y 24, algunas veces más de 24, electrodos de detección contiguos alrededor de la
tubeŕıa que transporta los fluidos en proceso, en la sección transversal a ser investigada. La
pared de la tubeŕıa debe ser eléctricamente no conductora en la zona de los electrodos. El
sensor también tiene una cubierta exterior ciĺındrica de metal que lo cubre por completo, la
cual se conserva siempre a un potencial eléctrico de cero volts, (ver Figura 1.1).

2



1. TOMOGRAFÍA DE CAPACITANCIA ELÉCTRICA

Figura 1.1: Tubo con sensores.

Los electrodos de detección están conectados a un equipo que permite la medición de
todas las capacitancias mutuas entre los diferentes pares de electrodos, y a partir de este
conjunto de medidas se obtiene la distribución de la permitividad eléctrica dentro del sensor,
usando un algoritmo de inversión adecuado, el sistema completo puede verse en la Figura
1.2 .

Figura 1.2: Sistema completo.

1 La distribución de la permitividad refleja el arreglo espacial de las fases en el flujo. La
reconstrucción de la imagen puede por lo tanto ser considerada como un problema inverso
de permitividad.

El problema directo consiste en determinar las capacitancias mutuas dada una distribu-
ción de permitividad conocida dentro de la tubeŕıa. El problema inverso implica hallar una
distribución de permitividad desconocida dentro de la tubeŕıa basándose en el conocimiento

1Figuras 1.1 y 1.2 tomadas de la página web de ITS UK.
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1. TOMOGRAFÍA DE CAPACITANCIA ELÉCTRICA

de las capacitancias mutuas (teniendo en cuenta que en la tubeŕıa misma y en el área entre
la tubeŕıa y el protector, se conoce la distribución de la permitividad).

Mediante un dispositivo electrónico se fija el cilindro exterior a tierra de manera que el
potencial eléctrico sobre dicho cilindro se puede considerar igual a cero. Este dispositivo está
conectado a los N electrodos dispuestos sobre la superficie del tubo, de manera que produce
un potencial igual a uno en el electrodo de referencia y cero en los restantes.

Cuando se produce este arreglo de potencial superficial, sobre los cilindros intermedio
y exterior, se mide la capacitancia mutua entre el electrodo de referencia y los restantes
electrodos. Para medir la capacitancia mutua Ci,j entre los electrodos i y j, se aplica un
voltaje sinusoidal de magnitud V al electrodo i (fuente), conservando el resto a potencial
cero, y se mide la carga eléctrica Qj inducida en el electrodo j (detector).

Entonces Ci,j se obtiene con la fórmula

Ci,j =
Qj

∆Vij
. (1.1)

donde ∆Vij es la diferencia de potencial entre los electrodos i y j.
El uso de las protecciones ciĺındricas en el extremo de los electrodos de detección (supo-

niendo que la distribución de fase cambia lentamente en la dirección axial) permite repre-
sentar al sensor con un modelo bidimensional ([8]).

Las mediciones de capacitancia mutua se repiten considerando como electrodo de refe-
rencia cada uno de los N electrodos del arreglo.

Existe una pequeña separación entre dos electrodos consecutivos, en la que se encuentra
un material aislante para disminuir los efectos capacitivos entre los electrodos, comunmente
se coloca aceite para contrarrestar la presión producida por el flujo multifásico en la pared
interior del tubo.

1.2. Modelo matemático de la TCE

Denotamos por Ω a la región que corresponde a una sección transversal de una tubeŕıa, la
cual está conformada por la unión de tres subregiones: un ćırculo Ω1 y dos anillos concéntricos
adyacentes Ω2 y Ω3 (ver Figura 1.3).

Ω1 representa el interior del tubo, donde fluye la mezcla o sustancia de la cual se intenta
obtener información. La región Ω2 representa el grosor del material del cual está hecho el
tubo, generalmente un material dieléctrico; la frontera interior de esta región representa
la superficie interior del tubo y la frontera exterior representa la superficie exterior del
tubo. Finalmente Ω3 representa la región comprendida entre la superficie exterior del tubo
y la protección de los electrodos, en esta región están colocados los N electrodos, fijos a la
superficie exterior del tubo, los electrodos son de igual longitud angular.

Los electrodos al ser muy delgados y tener huecos muy pequeños entre ellos, se pueden
modelar como superficies equipotenciales (ĺıneas en el modelo bidimensional) que cubren
toda la frontera entre Ω2 y Ω3. La protección de los electrodos se modela como una ĺınea
equipotencial en el peŕımetro exterior de Ω.

Aśı la región Ω se puede describir como

4



1. TOMOGRAFÍA DE CAPACITANCIA ELÉCTRICA

Figura 1.3: Sección transversal.

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3, donde Ω denota la cerradura de la región Ω y

Ω1 =
{
z ∈ R2 : |z| < R1

}
,

Ω2 =
{
z ∈ R2 : R1 < |z| < R2

}
,

Ω3 =
{
z ∈ R2 : R2 < |z| < R3

}
.

Debemos considerar que el electrodo i−ésimo se encuentra en el arco Si definido y deno-
tado por:

Si =

{
z ∈ R2 : |z| = R2 y

2π(i− 1)

N
≤ argz ≤ 2πi

N

}
.

De esta manera cuando el electrodo i−ésimo definido por Si se toma como electrodo de
referencia, se obtienen N − 1 mediciones de capacitancias mutuas Cij, 1 ≤ j ≤ N , j 6= i;
luego, al variar el electrodo de referencia Si con 1 ≤ i ≤ N , habremos efectuado un total
de N(N − 1) mediciones de capacitancia mutua. Como se cumple que Cij = Cji entonces

tendremos N(N−1)
2

mediciones independientes.
Las capacitancias se expresan matemáticamente como una integral sobre la superficie del
electrodo. Se puede ver que:

Cij = K

∫
Sj

ε(x, y)
∂V (i)

∂~n
ds, (1.2)

donde V (i) es el potencial generado en el interior de la región al inducir un potencial en la
superficie del electrodo i-ésimo, ε(x, y) es la permitividad del medio, Sj es la superficie del
electrodo j−ésimo y K es una constante conocida.

Denotemos por εk la permitividad en la región Ωk para k = 1, 2, 3 y por V
(i)
k (z), i =

1, 2, 3, ..., N , k = 1, 2, 3, al potencial producido en Ωk cuando el potencial en el electrodo i
está ajustado a 1 y en los electrodos restantes ajustado a cero.

5



1. TOMOGRAFÍA DE CAPACITANCIA ELÉCTRICA

1.2.1. Deducción de la ecuación div (ε∇u) = 0

Para nuestro problema, suponemos que el medio es homogéneo, lineal e isotrópico, por
las razones expuestas en la sección 1.1.

Suponiendo que el flujo cambia infinitesimalmente durante el tiempo requerido para un
conjunto de mediciones, y que la frecuencia del voltaje de excitación es tan pequeña que la
correspondiente longitud de onda es más grande que las dimensiones del sensor, se puede
considerar un modelo estático ([13, 14]).

Se conoce que las leyes de Maxwell son:
~∇ · ~D = ρv, Ley de Gauss para el campo eléctrico;
~∇ · ~B = 0, Ley de Gauss para el campo magnético;
~∇× ~E = −∂ ~B

∂t
, Ley de Faraday;

~∇× ~H = ~J + ∂ ~D
∂t

, Ley de Ampere - Maxwell;
donde las notaciones utilizadas son:
~E campo eléctrico [V olts/metros] ;
~H campo magnético [Amperes/metros] ;
~D densidad de flujo eléctrico [Coulombs/metros2] ;
~B densidad de flujo magnético [Weber/metros2] ;
~J densidad de corriente eléctrica [Amperes/metros2] ;
~ρ densidad volumétrica de carga eléctrica [Coulombs/metros3] .

Además ~D = ε ~E , ~B = µ ~H , ~J = σ ~E; donde ε, µ y σ son la permitividad eléctrica,
permeabilidad magnética y la conductividad respectivamente.

Estamos considerando que nuestro modelo representa un sistema aislado de cualquier
campo magnético exterior, además también todos los electrodos están aislados entre śı para
evitar inducción de campos magnéticos entre ellos, de tal manera que de existir un campo
magnético dentro del sistema, éste es tan pequeño que se puede descartar. Por ello podemos
considerar que ~∇ · ~B = 0.

Como el campo ~E es constante, entonces su rotacional es el vector cero, aśı ~∇× ~E = 0,
además en caso de existir densidad de flujo magnético esta debe ser constante y por lo tanto

−∂ ~B
∂t

= 0; pues la derivada parcial respecto a cualquier variable de un vector constante, es
el vector cero.

Como ~D = ε ~E y ~∇× ~E = 0, entonces existe una función potencial V tal que ~E = −∇V ,
por lo tanto

~∇ · ~D = ~∇ · (ε ~E) = ρv, luego ∇ · (ε(−∇V )) = ρv,

por tanto −∇ · (ε∇V ) = ρv. (1.3)

Como ρv representa la densidad volumétrica de carga eléctrica al interior del tubo y en el
interior hay un medio no conductor, en el cual no se ha introducido desde el exterior carga
adicional alguna, entonces la carga libre 2 total en todo el volumen del dieléctrico se conserva

2Las cargas libres son las cargas negativas presentes en los electrones libres de los átomos, es a estas
cargas a las que hace referencia la densidad volumétrica de carga presente en la Ley de Gauss para el campo
eléctrico, y como en los dieléctricos no hay electrones libres entonces la densidad volumétrica de carga es
cero.
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1. TOMOGRAFÍA DE CAPACITANCIA ELÉCTRICA

igual a cero ([23]), es decir que ρv = 0, otra manera de explicar que la divergencia dentro
de la región dieléctrica es cero, es que aunque hay cargas positivas dentro de la región, éstas
estan en reposo pues no hay electrones libres que las transporten de un punto a otro dentro
de la región, por lo tanto las cargas estan en reposo, en otras palabras en cada punto de
la región no hay fuentes ni sumideros y de esta manera no hay densidad de flujo eléctrico
y por lo tanto la divergencia del campo eléctrico es cero y si se induce un campo eléctrico
desde fuera de la región, entonces en cada superficie cerrada en una vecindad de cada punto
la cantidad de flujo eléctrico que entra es la misma que la que sale de la superficie. Por lo
tanto la ecuación (1.3) queda finalmente como

∇ · (ε∇V ) = 0.

1.2.2. Deducción de las condiciones en la frontera

Las condiciones en la frontera para los vectores de campo eléctrico, en la zona interfacial
entre dos medios pueden obtenerse aplicando la ley de Gauss.

Estos medios pueden ser dos dieléctricos con diferentes propiedades, un medio dieléctri-
co y un medio conductor o dos medios conductores. El vaćıo suele considerarse como un
dieléctrico de permitividad ε0.

Debido a que nuestra región de estudio esta conformada por medios dieléctricos, conside-
remos dos medios dieléctricos en contacto con permitividades ε1 y ε2 respectivamente. como
se muestra en la Figura 1.4.

Figura 1.4: Frontera entre dos medios dieléctricos.

3 Supondremos que hay una densidad superficial de carga externa, a la cual llamaremos
σ, que puede variar de un punto a otro en la zona interfacial. Construyamos ahora una
pequeña superficie S en forma de cilindro, (ver Figura 1.4), que corta a la zona interfacial
y encierra un área ∆S de dicha zona, siendo la altura del cilindro muy pequeña comparada
con el diámetro de las bases. La carga encerrada por S es:

σ∆S +
1

2
(ρ1 + ρ2)V,

3Figura 1.4 tomada de [14].
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donde el volumen V del cilindro es despreciablemente pequeño, de modo que el último
término puede despreciarse. Aplicando la ley de Gauss a S, vemos que

D2 · ~n2∆S +D1 · ~n1∆S = σ∆S =⇒ (D2 −D1) · ~n2 = σ

en este caso D1 = ε1
~E1 y D2 = ε2

~E2 son los desplazamientos eléctricos en ambos medios
dieléctricos.

Puesto que ~n2 es la normal exterior a la zona interfacial, entonces.

D2n −D1n = σ;

en esta igualdad D2n = D2 ·~n2 y D1n = D1 ·~n2 son las componentes normales a la superficie
interfacial de los vectores de desplazamiento eléctrico en los medios dieléctricos.

De modo que la discontinuidad en la componente normal de D está dada por la densidad
superficial de la carga externa sobre la zona interfacial. O, dicho de otra forma, si no hay carga
en la zona interfacial entre dos medios, entonces la componente normal de D es continua.

Es decir
D2n −D1n = 0; lo cual nos lleva a D2n = D1n

y como D2n = D2 · ~n2 y D1n = D1 · ~n2 y además D2 · ~n2 = ε2E2 · ~n2 = −ε2∇V2 · ~n2 = −∂V2
∂~n2

(definición de derivada normal), como consecuencia llegamos a ε1
∂V1
∂~n2

= ε2
∂V2
∂~n2

Debido a que el campo electrostático E puede obtenerse como menos el gradiente de un
potencial, la integral de ĺınea de E · dl alrededor de cualquier trayectoria cerrada se anula.
Apliquemos este resultado a la trayectoria rectangular ABCD de la Figura 1.4. Sobre esta
trayectoria, los segmentos AB y CD se considerarán iguales a ∆l y los segmentos AD y BC
se supondrán despreciablemente pequeños. Por consiguiente

E2 ·∆l + E1 · (−∆l) = 0 lo cual implica que (E2 − E1) ·∆l = 0,

donde E2 y E1 son los campos eléctricos en ambos medios.
En consecuencia, el resultado es

E2t = E1t;

que son las componentes tangenciales de los campos eléctricos.
Por lo tanto, la componente tangencial del campo eléctrico es continua al atravesar una

zona interfacial ([14]).
Por lo anterior, el potencial eléctrico V i

k (z), para i = 1, ..., N satisface la siguiente ecua-
ción:

div(εk(z)∇V i
k ) = 0, para z ∈ Ωk, k = 1, 2, 3, (1.4)

y las condiciones de frontera:

8
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V i
1 (z) = V i

2 (z), si |z| = R1; (1.5)

V i
2 (z) = V i

3 (z) = ψ
(i)
θ0

(θ), si |z| = R2; (1.6)

ε1(z)
∂V i

1

∂~n1

(z) = ε2(z)
∂V i

2

∂~n1

(z), si |z| = R1; (1.7)

V i
3 (z) = 0, si |z| = R3; (1.8)

Donde

ψ
(i)
θ0

(θ) =



0, si θ ≤ θ
(−)
i − θ0;

θ−θ(−)
i

θ0
+ 1, si θ

(−)
i − θ0 ≤ θ ≤ θ

(−)
i ;

1, si θ
(−)
i ≤ θ ≤ θ

(+)
i ;

θ
(+)
i −θ
θ0

+ 1, si θ
(+)
i ≤ θ ≤ θ

(+)
i + θ0;

0, si θ ≥ θ
(+)
i − θ0,

(1.9)

donde ~n1 es el vector unitario exterior al ćırculo |z| = R1.

En lo que sigue, nuestro modelo estará determinado por el problema con valores en la
frontera (1.4)-(1.9).

El problema directo consiste en calcular la solución V (i)(z) del problema con valor en la
frontera (1.4)-(1.9) y los valores de capacitancia mutua Cij para una permitividad conocida
ε1(z). El problema directo es un problema bien planteado en el sentido de Hadamard y es
numéricamente estable ([7]).

Podemos describir el problema inverso de la siguiente manera: A partir de (1.2), dados
N(N−1)

2
valores Cij i, j = 1, 2, ..., N , i < j, de las capacitancias mutuas entre los electrodos

Si y Sj, determinar aproximadamente el valor de ε1(z) usando el modelo (1.4)-(1.9). El
problema inverso es mal planteado en sentido de Hadamard, como exponemos más adelante.

Se debe resaltar que aunque las hipótesis básicas del trabajo están orientadas a resolver
un problema de la industria petrolera, este problema tiene muchas otras aplicaciones dentro
de la tomograf́ıa de procesos ([11, 12]).

1.3. Planteamiento del problema

Usando el Teorema de Green para integrales de ĺınea, se puede obtener de (1.2) la siguiente
relación ∫

S−j

∂V i
2

∂~n2

ds =
1

ε2

ε3

∫
S+
j

∂V i
3

∂~n2

ds− ci,j
K

 ; (1.10)

donde S−j y S+
j denotan el arco Sj obtenido como un conjunto de puntos ĺımite de Ω3 y Ω2,

respectivamente.
El hecho de que la función V

(i)
3 esté desacoplada en el modelo (1.4)-(1.9) y de que sea una

función armónica en Ω3, significa que podemos calcular V
(i)

3 de manera independiente, lo cual

9



1. TOMOGRAFÍA DE CAPACITANCIA ELÉCTRICA

nos permite obtener el valor del lado derecho de la ecuación (1.10) a partir del conocimiento
de los valores de capacitancia mutua ci,j medidos experimentalmente donde

ci,j =

∫
S−j

∂V
(i)

2

∂~n2

ds; (1.11)

entonces, el objetivo general es resolver un problema equivalente:
Dados N(N−1)

2
valores ci,j, i, j = 1, 2, 3, ..., N , i < j, obtenidos usando las

ecuaciones (1.10) y (1.11), determinar aproximadamente el valor de ε1(z) usando el modelo
(1.4)-(1.9).

Una de las principales caracteŕısticas de este trabajo, con respecto a los métodos tra-
dicionales de inversión por mı́nimos cuadrados, es el hecho que en este trabajo se resuelve
un problema de optimización, el cual no implica resolver una ecuación diferencial en cada
iteración ([5]). Además el algoritmo propuesto es estable en sentido de Hadamard y puede
ofrecer bajo costo computacional, lo cual es crucial en este tipo de problemas.

1.4. TCE, un problema inverso mal planteado en sentido de Hadamard

En esta sección veremos que al tratar de identificar ε nos encontramos con problemas de
estabilidad y por ello se dice que el problema es mal planteado, en sentido de Hadamard 4.

Para demostrar la inestabilidad del problema, usaremos conceptos de los espacios de
Sobolev.

Consideremos el problema de Dirichlet:{
div(ε∇u) = 0, en Ω;
u = f, en ∂Ω.

En [22] se muestra que si ε ∈ C1
(
Ω
)

y si f ∈ H 1
2 (∂Ω), entonces existe una única solución

débil, (ver definición A.1 en la página 49), u ∈ H1 (Ω) que cumple:

ε
∂u

∂~n

∣∣∣∣
∂Ω

∈ H−
1
2 (∂Ω) .

.
Además; en ese mismo trabajo, se muestra cómo se puede definir la transformación

Dirichlet-Neumann, (ver definición A.12 en la página 55) , denotada como Λε por :

Λε : H
1
2 (∂Ω) −→ H−

1
2 (∂Ω) ;

Λε (ϕ) = (ε∇u) · n|∂Ω = ε
∂u

∂~n

∣∣∣∣
∂Ω

∈ H−
1
2 (∂Ω) ,

4Un problema inverso es bien planteado en sentido de Hadamard si la solución existe, es única y depende
continuamente de los datos, si alguna condición no se cumple se dice que el problema es mal planteado en
sentido de Hadamard.

10
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y se demuestra que esta transformación es acotada.
Por lo anterior, el problema inverso de Tomograf́ıa de Capacitancia Eléctrica consiste

en hallar a la función de permitividad ε, a partir del conocimiento del operador Dirichlet-
Neumann para un número suficientemente grande de pares de datos de Cauchy de la forma(
u|∂Ω , ε

∂u
∂~n

∣∣
∂Ω

)
.

Para ver que el problema de identificar ε es mal planteado, debemos demostrar que el
operador inverso no es continuo, para ello basta con mostrar la existencia de una sucesión
Λi que converge a cero pero εi 6−→ 0 cuando i −→∞.

Sea entonces

εR =

{
1, en Ω1;
1 + q̂, en ΩR.

donde q̂ > 0 y 0 < R < 1.
En la región Ω1 la ecuación div (ε∇u) = 0 se puede escribir como 4u = 0 ya que ε es

constante. También 4u = 0 en ΩR.
Supongamos que u|∂Ω = f y ε∂u

∂~n

∣∣
∂Ω

= φ, donde ∂Ω es la circunferencia unitaria.
Denotemos por:

u =

{
u1, en Ω1;
uR, en ΩR.

Por la continuidad de los potenciales y de las corrientes normales, se cumple que:{
u1 = uR, en ∂Ω1;
ε1

∂u1
∂~n

= εR
∂uR
∂~n

en ∂Ω1.

Nota: En este caso la normal ~n coincide con el radio.
Resolveremos el problema directo, es decir calcularemos el potencial u a partir del cono-

cimiento de ε y f .
Como u es armónica, se le puede representar en serie de Fourier:

u(r, θ) =


∑
n∈Z
n6=0

(bn + cn)
(
r
R

)|n|
einθ, en ΩR;

∑
n∈Z
n 6=0

[
bn
(
r
R

)|n|
+ cn

(
r
R

)−|n|]
einθ, en Ω1.

Además, desarrollamos a f en serie de Fourier:

f(θ) =
∑
n∈Z
n 6=0

f̂(n)e
inθ, θ ∈ [0, 2π];

.
Usando las condiciones de compatibilidad en ∂ΩR y la condición en ∂Ω1 se tiene que

εR
∂u

∂~r
=
∂u

∂~r
, en ∂Ω1.

De aqúı que

∂u

∂~r
=
∑
n∈Z
n6=0

[
bn
|n|
R|n|

(r)|n|−1 − cnR|n||n| (r)−|n|−1

]
einθ; =⇒

11
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∂u

∂~r

∣∣∣∣
r=1

=
∑
n∈Z
n 6=0

[
bn
|n|
R|n|
− cnR|n||n|

]
einθ.

Por otro lado, por la condición de frontera u|r=1 = f(θ), debe cumplirse

u(1, θ) =
∑
n∈Z
n 6=0

[
bn
R|n|
− cnR|n|

]
einθ =

∑
n∈Z
n 6=0

f̂(n)e
inθ = f(θ) =⇒

bn
R|n|
− cnR|n| = f̂(n), ∀n ∈ Z ; n 6= 0. (1.13)

La ecuación (1.13) nos sirve para hallar las incógnitas bn y cn para completar la serie de
Fourier de la función u(r, θ). Para hallar otra ecuación usamos la continuidad de las corrientes
normales en ∂ΩR, en efecto,

(1 + q̂)
∂u−
∂~r

∣∣∣∣
∂ΩR

=
∂u+

∂~r

∣∣∣∣
∂ΩR

;

donde

u−(r, θ) =
∑
n∈Z
n 6=0

(bn + cn)
( r
R

)|n|
einθ , r < R;

u+(r, θ) =
∑
n∈Z
n6=0

[
bn

( r
R

)|n|
+ cn

( r
R

)−|n|]
einθ , r > R.

Derivando cada ecuación respecto a la variable r e igualándolas obtenemos

(1 + q̂)
∑
n∈Z
n 6=0

(bn + cn)

(
|n|
R|n|

r|n|−1

)
einθ =

∑
n∈Z
n 6=0

[
bn

(
|n|
R|n|

)
r|n|−1 − cn

(
|n|
R−|n|

)
r−|n|−1

]
einθ

(1 + q̂)
∑
n∈Z
n 6=0

(bn + cn) |n|
( r
R

)|n|
r−1einθ =

∑
n∈Z
n 6=0

[
|n|bn

( r
R

)|n|
r−1 − cn|n|

( r
R

)−|n|
r−1

]
einθ.

Si r = R entonces la igualdad queda de la forma siguiente:

(1 + q̂)
∑
n∈Z
n 6=0

(bn + cn) |n|r−1einθ =
∑
n∈Z
n 6=0

[
|n|bnr−1 − cn|n|r−1

]
einθ

Esto implica que:∑
n∈Z
n 6=0

(1 + q̂) (bn + cn) |n|r−1einθ =
∑
n∈Z
n 6=0

[bn − cn] |n|r−1einθ.
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Esta igualdad es verdadera si:

∀n ∈ Z; n 6= 0, (1 + q̂) (bn + cn) = bn − cn (1.14)

Con las ecuaciones (1.13) y (1.14) se forma el sistema siguiente
bn
R|n|
−R|n|cn = f̂(n),

(1 + q̂) (bn + cn) = bn − cn,
que es equivalente a 

bn
R|n|
−R|n|cn = f̂(n);

q̂bn + (2 + q̂) cn = 0.

La solución del sistema es

bn =
f̂(n) (2 + q̂)

(2+q̂)

R|n|
+ q̂R|n|

, cn =
−f̂(n)q̂

(2+q̂)

R|n|
+ q̂R|n|

;

que se puede escribir como

bn =
f̂(n) (2 + q̂)R|n|

(2 + q̂ (1 +R2|n|))
, cn =

−f̂(n)q̂R
|n|

(2 + q̂ (1 +R2|n|))
.

Luego

bn + cn =
f̂(n)(2 + q̂)R|n| − fnq̂R|n|

(2 + q̂(1 +R2|n|))
=

2f̂(n)R
|n|

(2 + q̂ (1 +R2|n|))
. (1.15)

Además

bn
r|n|

R|n|
+ cn

r−|n|

R−|n|
= bn

r|n|

R|n|
+ cnR

|n|r−|n|;

sustituyendo los coeficientes bn y cn obtenemos

bn
r|n|

R|n|
+ cnR

|n|r−|n| =
f̂(n)(2 + q̂)R|n|r|n|

(2 + q̂ (1 +R2|n|))R|n|
−

f̂(n)q̂R
|n|r−|n|

(2 + q̂(1 +R2|n|))R−|n|

bn
r|n|

R|n|
+ cnR

|n|r−|n| =
f̂(n) (2 + q̂) r|n|

(2 + q̂ (1 +R2|n|))
−

f̂(n)q̂R
2|n|r−|n|

(2 + q̂ (1 +R2|n|))
.

Finalmente bn
r|n|

R|n|
+ cnR

|n|r−|n| = f̂(n)

[
(2 + q̂)r|n| − q̂R2|n|r−|n|

2 + q̂(1 +R2|n|)

]
.

Si r = 1, se tiene

f̂(n)

[
2 + q̂ − q̂R2|n|

2 + q̂(1 +R2|n|)

]
= f̂(n)

[
2 + q̂ − q̂R2|n|

2 + q̂ + q̂R2|n|)

]
. (1.16)
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Dividiendo por q̂ la expresión entre corchetes en (1.16) obtenemos:

bn
r|n|

R|n|
+ cnR

|n|r−|n|
∣∣∣∣
r=1

= f̂(n)

1 +
2

q̂
−R2|n|

1 + 2
q̂

+R2|n|

 .
Si 1 + 2

q̂
= α entonces la expresión anterior se puede escribir como

bn
r|n|

R|n|
+ cnR

|n|r−|n|
∣∣∣∣
r=1

= f̂(n)

[
α−R2|n|

α +R2|n|

]
; (1.17)

al sustituir las expresiones (1.15) y (1.17) en u(r, θ) tenemos la forma de u(r, θ).

u(r, θ) =



∑
n∈Z
n6=0

2f̂(n)R
|n|

(2+q̂(1+R2|n|))

(
r
R

)|n|
einθ, en ΩR;

∑
n∈Z
n6=0

[
f̂(n)

α−R2|n|

α+R2|n|

]
einθ, en Ω1.

,

que finalmente queda como

u(r, θ) =



∑
n∈Z
n 6=0

2f̂(n)

(2+q̂(1+R2|n|))
r|n|einθ, en ΩR;

∑
n∈Z
n 6=0

[
f̂(n)

α−R2|n|

α+R2|n|

]
einθ, en Ω1.

Hasta aqúı queda resuelto el problema directo, esta información la usaremos para demos-
trar que el problema inverso es mal planteado.

Sean

(ΛεRf) (θ) =
∂u

∂~r
(1, θ) =

∑
n∈Z
n6=0

[
f̂(n)

α−R2|n|

α +R2|n|

]
einθ

y (Λ1f) (θ) =
∑
n∈Z
n 6=0

f̂(n)e
inθ, θ ∈ [0, 2π] .

Probaremos que ‖ΛεR − Λ1‖ −→ 0 cuando R −→ 0.

‖(ΛεR − Λ1)(f)‖2
L2(0,2π) =

∥∥∥∥∥∥∥
∑
n∈Z
n 6=0

[
f̂(n)

α−R2|n|

α +R2|n|

]
einθ −

∑
n∈Z
n 6=0

f̂(n)e
inθ

∥∥∥∥∥∥∥
2

L2(0,2π)

=

∥∥∥∥∥∥∥
∑
n∈Z
n 6=0

[
α−R2|n|

α +R2|n| − 1

]
f̂(n) e

inθ

∥∥∥∥∥∥∥
2

L2(0,2π)

=

∥∥∥∥∥∥∥
∑
n∈Z
n6=0

[
α−R2|n| − α−R2|n|

α +R2|n|

]
f̂(n) e

inθ

∥∥∥∥∥∥∥
2

L2(0,2π)
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=

∥∥∥∥∥∥∥
∑
n∈Z
n 6=0

[
−2R2|n|

α +R2|n|

]
f̂(n) e

inθ

∥∥∥∥∥∥∥
2

L2(0,2π)

=

2π∫
0

∑
n∈Z
n 6=0

[
4R4|n|

(α +R2|n|)2

] ∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 ∣∣einθ∣∣2 dθ;
y debido a que R < 1 y 4 ≤ 4|n|, ∀n ∈ Z, n 6= 0 se tiene R4|n| ≤ R4, por lo que

4R4|n| ≤ 4R4 ; además como
(
α +R2|n|)2

> 0, entonces 1

(α+R2|n|)
2 > 0 y

4R4|n|

(α +R2|n|)
2 ≤

4R4

(α +R2|n|)
2 , más aún α2 ≤ (α +R2|n|)2;

lo cual implica que
1

(α +R2|n|)2
≤ 1

α2
.

Por lo tanto
4R4|n|

(α +R2|n|)
2 ≤

4R4

α2
, lo cual nos lleva a lo siguiente:

2π∫
0

∑
n∈Z
n 6=0

[
4R4|n|

(α +R2|n|)
2

] ∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 ∣∣einθ∣∣2 dθ ≤ 2π∫
0

∑
n∈Z
n6=0

[
4R4

α2

] ∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 ∣∣einθ∣∣2 dθ
≤
[

4R4

α2

] 2π∫
0

∑
n∈Z
n6=0

∣∣∣f̂(n)

∣∣∣2 dθ =
4R4

α2
‖f‖2

L2(0,2π) .

De todo lo anterior concluimos que:

‖(ΛεR − Λ1)(f)‖2
L2(0,2π) ≤

4R4

α2
‖f‖2

L2(0,2π) =⇒ ‖ΛεR − Λ1‖2
L2(0,2π) ≤

4R4

α2

=⇒ ‖ΛεR − Λ1‖L2(0,2π) ≤
2R2

α
=⇒ ‖ΛεR − Λ1‖L2(0,2π) −→ 0 si R −→ 0.

Sin embargo ‖εR − ε1‖∞ = ‖εR − 1‖∞ = sup {0, q̂} = q̂ 6= 0.
Por lo tanto ‖εR − ε1‖∞ = q̂ 6−→ 0 cuando R −→ 0.
De lo anterior podemos concluir que el problema inverso es inestable y por lo tanto es

mal planteado.
El análisis anterior nos permite asegurar que el problema de identificar ε a partir de los

datos Λε, es inestable, esto es; pequeños errores en los datos pueden producir errores grandes
en la solución reconstruida.

Por otra parte, la discretización numérica del problema también puede conducir a des-
viaciones significativas en el cálculo de ε1(z), y en este caso se deben usar algoritmos de
regularización. En esta tesis se propone un algoritmo que tomará en cuenta el mal plantea-
miento y la inestabilidad numérica en la solución del problema inverso.
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1.5. Unicidad de la solución

Veamos ahora que la solución débil del problema de identificación de ε es única, en caso
de existir.

Consideremos el problema con valor en la frontera:

∇ · (εk(z)∇Vk(z)) = 0, en Ωk, k = 1, 2. (1.18)

V1(z) = V2(z), si |z| = R1; (1.19)

ε1
∂V1

∂~n1

(z) = ε2
∂V2

∂~n1

(z), si |z| = R1; (1.20)

V2(z) = φ(z), si |z| = R2. (1.21)

Recordemos que a todo ε(z) le corresponde un operador tipo Dirichlet-Neumann

Λε : H
1
2 (|z| = R2) −→ H−

1
2 (|z| = R2) que asocia a cada función φ(z) el valor de la

derivada normal de la función V (z) respecto al vector unitario normal ~n.

Λε(φ) =
∂V

∂~n
(z), (1.22)

donde V ∈ H1(Ω1 ∪ Ω2) y |z| = R2.

Teorema 1.1 Si los operadores Dirichlet-Neumann correspondientes a dos funciones conti-
nuas ε(z) y ε∗(z), coinciden para todas las posibles condiciones de frontera (1.21), y si el
campo ε(z)∇V (z) es irrotacional, entonces ε(z) = ε∗(z) en |z| ≤ R1.

Demostración:
Supongamos que tenemos el sistema para ε(z) y V (z):

div (ε1(z)∇V1(z)) = 0, en Ω1; (1.23)

∆V2(z) = 0, en Ω2; (1.24)

V1(z) = V2(z), si |z| = R1; (1.25)

ε1
∂V1

∂~n1

(z) = ε2
∂V2

∂~n1

(z), si |z| = R1; (1.26)

V2(z) = φ(z), si |z| = R2. (1.27)

y el sistema para ε∗(z) y V ∗(z):

div (ε∗1(z)∇V ∗1 (z)) = 0, en Ω1; (1.28)

∆V ∗2 (z) = 0, en Ω2; (1.29)

V ∗1 (z) = V ∗2 (z), si |z| = R1; (1.30)

ε∗1
∂V ∗1
∂~n1

(z) = ε∗2
∂V ∗2
∂~n1

(z), si |z| = R1; (1.31)

V ∗2 (z) = φ(z), si |z| = R2. (1.32)
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Si restamos (1.24) de (1.29) y (1.27) de (1.32) respectivamente, entonces para la función
armónica W2 = V ∗2 − V2 en R1 < |z| < R2, tenemos que W2(z) = ∂W2

∂ ~n2
(z) = 0 en |z| = R2.

Como consecuencia del teorema de continuación anaĺıtica para funciones armónicas, se
sigue que W2 ≡ 0, y por lo tanto V ∗2 (z) = V2(z) en R1 < |z| < R2.

Entonces, de (1.25) y (1.30) podemos concluir que:

V1(z) = V ∗1 (z), en |z| = R1; (1.33)

ε1(z)
∂V1

∂ ~n1

(z) = ε∗1(z)
∂V ∗1
∂ ~n1

(z), en |z| = R1. (1.34)

Recordemos que estamos suponiendo que J = ε1∇V1 es irrotacional, lo cual en la práctica
ocurre para los reǵımenes de flujo que se presenta en tubeŕıas verticales en las que el flujo
sube en forma de filamentos y no se presentan vórtices.

Por otro lado, como rotJ = 0, entonces existe una función potencial u tal que J = −∇u
en Ω1.

Además:

div(J) = ∆u y ∇u = ε∇V =⇒ ∇u · ~n1 = ε∇V · ~n1 =⇒ ∂u

∂~n1

= ε
∂V

∂~n1

Por lo anterior se obtiene el problema de contorno siguiente:

∆u = 0, en |z| < R1; (1.35)

∂u

∂~n1

= ε1
∂V1

∂~n1

, en |z| = R1. (1.36)

En [1] se encuentra la solución del problema de contorno (1.35) - (1.36) que es

u(z) = − 1

π

∫
|ξ|=R1

ε1(ξ)
∂V1

∂ ~n1

(ξ)∇ ln |ξ − z|dsξ. (1.37)

Aplicando la fórmula de Green a las funciones V1 y V ∗1 , y para la función de Green d(z, ξ)
correspondiente al problema de Dirichlet para el operador de Laplace en |z| < R1, se obtiene
la siguiente relación:

V (z) =

∫
|ξ|<R1

(1− ε(ξ))∇V (ξ)∇ξd(z, ξ)dξ −
∫

|ξ|=R1

V (ξ)
∂d

∂ ~n1

(z, ξ)dsξ; (1.38)

la cual es válida para los pares (V1, ξ1) y (V ∗1 , ξ
∗
1). Usando estas dos relaciones, una para

cada par, y (1.28), se obtiene la siguiente igualdad.

W1(z) =

∫
|ξ|<R1

∇W1(ξ)∇ξd(z, ξ)dξ; (1.39)
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para |z| < R1, donde W1 = V ∗1 − V1.
De (1.33), concluimos que W1(z) es armónica en |z| < R1, y, dado que W1(z) = 0 en

|z| = R1, entonces W1(z) = 0 en |z| < R1, lo cual nos lleva a la conclusión de que V1 = V ∗1 .
Pero entonces, restando convenientemente las ecuaciones (1.23) y (1.28), aśı como las

condiciones de frontera (1.26) y (1.31), obtenemos

∇ (|ε1(z)− ε∗1(z)|∇V1) = 0, en |z| < R1; (1.40)

|ε1(z)− ε∗1(z)|∂V1

∂ ~n1

(z) = 0, en |z| = R1. (1.41)

Por la fórmula de Green, concluimos que |ε1(z) − ε∗1(z)||∇V1|2 = 0 en |z| < R1. Aśı que
V1(z) debe ser constante en el conjunto abierto W de |z| < R1, compuesto por los puntos
donde ε1(z) 6= ε∗1(z), independientemente del valor de la condición de frontera φ(z) en (1.27).
Esto no puede pasar excepto si W es el conjunto vaćıo, es decir ε1 ≡ ε∗1. �
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Caṕıtulo 2

Justificación teórica de la solución

Como las permitividades ε3 y ε2 se conocen en Ω3 y Ω2 respectivamente, entonces en
esas regiones primero encontraremos V

(i)
3 y V

(i)
2 a partir de los datos de contorno, para

posteriormente hallar a ε1 en Ω1.

2.1. Cálculo de V
(i)

3

Debido a que el problema de hallar V
(i)

3 se puede desacoplar del sistema (1.4)- (1.8),

primero hallaremos una expresión para V
(i)

3 en Ω3.
Supondremos que hay N electrodos Si, i = 1, ..., N de igual longitud y equidistribuidos

sobre la circunferencia |z| = R2, con una separación angular θ0 > 0 entre cada par de
electrodos adyacentes; por ello se puede escribir:

Si =
{
re
√
−1 θ, θ

(−)
i ≤ θ ≤ θ

(+)
i

}
, (2.1)

donde θ
(−)
i =

2π(i− 1)

N
+
θ0

2
y θ

(+)
i =

2πi

N
− θ0

2
, i = 1, 2, ..., N.

Si suponemos que el potencial en cada electrodo tiene un “decaimiento lineal ”, podemos
definir a la función del potencial en |z| = R2:

ψ
(i)
θ0

(θ) =



0, si θ ≤ θ
(−)
i − θ0;

θ−θ(−)
i

θ0
+ 1, si θ

(−)
i − θ0 ≤ θ ≤ θ

(−)
i ;

1, si θ
(−)
i ≤ θ ≤ θ

(+)
i ;

θ
(+)
i −θ
θ0

+ 1, si θ
(+)
i ≤ θ ≤ θ

(+)
i + θ0;

0, si θ ≥ θ
(+)
i − θ0.

(2.2)

Debido a que buscaremos a la función V
(i)

3 en su forma de serie de Fourier, entonces repre-

sentamos a ψ
(i)
θ0

(θ) como un desarrollo en serie de Fourier de la forma:

ψ
(i)
θ0

(θ) =
A

(i)
0

2
+
∞∑
k=1

{
A

(i)
k (θ0) cos kθ +B

(i)
k (θ0) sen kθ

}
,
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donde

A
(i)
k (θ0) =

1

π

2π∫
0

ψ
(i)
θ0

(θ) cos kθdθ, k = 0, 1, 2, ...

B
(i)
k (θ0) =

1

π

2π∫
0

ψ
(i)
θ0

(θ) sen kθdθ, k = 1, 2, 3, ...

Al sustituir los valores de ψ
(i)
θ0

(θ) podemos calcular expĺıcitamente sus coeficientes de
Fourier:

A
(i)
0 (θ0) =

θ
(+)
i − θ(−)

i + θ0

π
=

2

N
. (2.3)

Además:

A
(i)
k (θ0) =

1

π

θ
(−)
i∫

θ
(−)
i −θ0

(
θ − θ(−)

i

θ0

+ 1

)
cos kθdθ +

1

π

θ
(+)
i∫

θ
(−)
i

cos kθdθ

+
1

π

θ
(+)
i +θ0∫
θ
(+)
i

(
θ

(+)
i − θ
θ0

+ 1

)
cos kθdθ

=
1

kπ

(
θ − θ(−)

i

θ0

+ 1

)
sen kθ

∣∣∣∣∣
θ
(−)
i

θ
(−)
i −θ0

+
1

kπ
sen kθ

∣∣∣∣θ
(+)
i

θ
(−)
i

+
1

kπ

(
θ

(+)
i − θ
θ0

+ 1

)
sen kθ

∣∣∣∣∣
θ
(+)
i +θ0

θ
(+)
i

− 1

kπθ0

θ
(−)
i∫

θ
(−)
i −θ0

sen kθdθ +
1

kπθ0

θ
(+)
i +θ0∫
θ
(+)
i

sen kθdθ

=
1

k2πθ0

[(
cos kθ

(−)
i − cos k

(
θ

(−)
i − θ0

))
+
(

cos kθ
(+)
i − cos k

(
θ

(+)
i + θ0

))]
=

1

k2πε
Re
[
e
√
−1kθ

(−)
i

(
1− e−

√
−1kθ0

)
+ e

√
−1kθ

(+)
i

(
1− e

√
−1kθ0

)]
=

2 sen kθ0
2

k2πθ0

Re i

[
e
√
−1k

(
θ
(−)
i − θ0

2

)
− e

√
−1k

(
θ
(+)
i − θ0

2

)]
=

2 sen kθ0
2

k2πθ0

(
sen k

(
θ

(+)
i +

θ0

2

)
− sen k

(
θ

(−)
i − θ0

2

))
=

2 sen kθ0
2

k2πθ0

(
sen

2πik

N
− sen

2π(i− 1)k

N

)
=

2β
(i)
k sen kθ0

2

k2πθ0

.

Luego,
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A
(i)
k (θ0) =

2β
(i)
k sen kθ0

2

k2πθ0

. (2.4)

Por otra parte:

B
(i)
k (θ0) =

1

π

θ
(−)
i∫

θ
(−)
i −θ0

(
θ − θ(−)

i

θ0

+ 1

)
sen kθ dθ +

1

π

θ
(+)
i∫

θ
(−)
i

sen kθ dθ

+
1

π

θ
(+)
i +θ0∫
θ
(+)
i

(
θ

(+)
i − θ
θ0

+ 1

)
sen kθ dθ

= − 1

kπ

(
θ − θ(−)

i

θ0

+ 1

)
cos kθ

∣∣∣∣∣
θ
(−)
i

θ
(−)
i −θ0

− 1

kπ
cos kθ

∣∣∣∣θ
(+)
i

θ
(−)
i

− 1

kπ

(
θ

(+)
i − θ
θ0

+ 1

)
cos kθ

∣∣∣∣∣
θ
(+)
i +θ0

θ
(+)
i

+
1

kπθ0

θ
(−)
i∫

θ
(−)
i −θ0

cos kθdθ − 1

kπθ0

θ
(+)
i +θ0∫
θ
(+)
i

coskθdθ

=
1

k2πθ0

[(
sen kθ

(−)
i − sen k

(
θ

(−)
i − θ0

))
+
(

sen kθ
(+)
i −

(
θ

(+)
i + θ0

))]
=

1

k2πθ0

Im
[
e
√
−1 kθ

(−)
i

(
1− e−

√
−1 kθ0

)
+ e

√
−1 kθ

(+)
i

(
1− e

√
−1 kθ0

)]
=

2 sen kθ0
2

k2πθ0

Im

[
e
√
−1 k

(
θ
(−)
i − θ0

2

)
− e

√
−1 k

(
θ
(+)
i +

θ0
2

)]
=

2 sen kθ0
2

k2πθ0

(
cos k

(
θ

(−)
i − θ0

2

)
−
(
θ

(+)
i − θ0

2

))
=

2 sen kθ0
2

k2πθ0

(
cos

2π(i− 1)k

N
− cos

2πik

N

)
=

2α
(i)
k sen kθ0

2

k2πθ0

.

Luego:

B
(i)
k (θ0) =

2α
(i)
k sen kθ0

2

k2πθ0

. (2.5)

Por lo tanto, de (2.3), (2.4) y (2.5) el desarrollo en serie de Fourier de ψ
(i)
θ0

(θ) es:

ψ
(i)
θ0

(θ) =
2

N
+

∞∑
k=1

{
2β

(i)
k sen kθ0

2

k2πθ0

cos kθ +
2α

(i)
k sen kθ0

2

k2πθ0

sen kθ

}
, (2.6)

donde

β
(i)
k = sen

2kπi

N
− sen

2π(i− 1)k

N
y
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α
(i)
k = cos

2π(i− 1)k

N
− cos

2kπi

N
.

A partir del conocimiento de ψ
(i)
θ0

(θ), ahora resolveremos el problema de contorno:

∆V
(i)

3 (z) = 0 en Ω3. (2.7)

V
(i)

3 (r, θ) =

{
0, si r = R3;

ψ
(i)
θ0

(θ), si r = R2.
(2.8)

Debido a que V
(i)

3 satisface ∆V
(i)

3 = 0 en Ω3, entonces buscamos a la función armónica

V
(i)

3 (r, θ) en el anillo R2 < r < R3 en la forma

V
(i)

3 (r, θ) = a
(i)
0 + b

(i)
0 lnr +

∞∑
k=1

{(
a

(i)
k r

k + b
(i)
k r
−k
)

cos kθ +
(
c

(i)
k r

k + d
(i)
k r
−k
)

sen kθ
}

(2.9)

que además cumpla las condiciones de contorno (2.8).
Por lo anterior en las fronteras |z| = R2 y |z| = R3 deben cumplirse las siguientes

relaciones:

a
(i)
0 + b

(i)
0 lnR3 = 0;

a
(i)
0 + b

(i)
0 lnR2 =

1

N
;

a
(i)
k R

k
3 + b

(i)
k R

−k
3 = 0;

a
(i)
k R

k
2 + b

(i)
k R

−k
2 =

2β
(i)
k sen kθ0

2

k2πθ0

;

c
(i)
k R

k
3 + d

(i)
k R

−k
3 = 0;

c
(i)
k R

k
2 + d

(i)
k R

−k
2 =

2α
(i)
k sen kθ0

2

k2πθ0

;

Se tiene aśı un sistema de 6 ecuaciones con 6 incógnitas que al resolverlo se obtiene:

a
(i)
0 =

1

N

lnR3

lnR3

R2

, b
(i)
0 =

1

N lnR2

R3

,

a
(i)
k =

−2

k2πθ0

sen
kθ0

2

Rk
2

R2k
3 −R2k

2

β
(i)
k ,

b
(i)
k =

2

k2πθ0

sen
kθ0

2

Rk
2R

2k
3

R2k
3 −R2k

2

β
(i)
k ,

c
(i)
k =

−2

k2πθ0

sen
kθ0

2

Rk
2

R2k
3 −R2k

2

α
(i)
k ,
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d
(i)
k =

2

k2πθ0

sen
kθ0

2

Rk
2R

2k
3

R2k
3 −R2k

2

α
(i)
k .

Al sustituir los coeficientes en la ecuación (2.9) se llega a una expresión para V
(i)

3 (r, θ).

2.2. Obtención de relaciones para hallar ε1

Hasta ahora, se ha obtenido una expresión para V
(i)

3 (θ); por lo tanto, nos falta resolver
el problema:

div
(
ε1(z)∇V (i)

1 (z)
)

= 0, si z ∈ Ω1; (2.10)

∆V
(i)

2 (z) = 0, si z ∈ Ω2; (2.11)

V
(i)

1 (z) = V
(i)

2 (z), si |z| = R1; (2.12)

V
(i)

2 (z) = V
(i)

3 (z), si |z| = R2; (2.13)

ε1(z)
∂V

(i)
1

∂~n1

(z) = ε2(z)
∂V

(i)
2

∂~n1

(z), si |z| = R1; (2.14)

donde los únicos valores conocidos, son ε2(z) en Ω2, y V
(i)

2 (z) si |z| = R2.

Por lo anterior, y debido a que no se puede desacoplar un problema para V
(i)

2 (z) o para

V
(i)

1 (z), debemos buscar relaciones entre las funciones desconocidas V
(i)

1 (z), V
(i)

2 (z) y ε1 que
nos permitan obtener a ε1 a partir de los datos Ci,j, i, j = 1, 2, ..., N , (i < j) dados en (1.2).

Clasificaremos las relaciones en dos tipos diferentes:
Tipo I: Aquellas que nos permitan obtener las condiciones en la frontera (2.12) y (2.14)

a partir de V
(i)

3 y de los datos Cij; y que además podamos asegurar que V
(i)

2 y
∂V

(i)
2

∂~n
son

la restricción y la derivada normal, respectivamente, de una función armónica en Ω2 que
satisface la condición de frontera (2.13) en |ξ| = R2.

Tipo II: Aquellas que nos permitan obtener V
(i)

1 y ε1 a partir de la minimización de un
funcional de tal forma que se satisfaga la ecuación (2.10) en Ω1 y las condiciones de frontera
(2.12) y (2.14) tomando en cuenta la información a priori que se tiene de ε1(z).

Relaciones de Tipo I:
Sea V2 una función armónica en Ω2 que se prolonga continuamente en la frontera de Ω2,

excepto a lo sumo en un número finito de puntos donde admite discontinuidades en forma
de salto finito. Entonces se cumple:

V∆V
(i)

2 = 0, en Ω2 y V
(i)

2 ∆V = 0, en Ω2.

Como fdiv(F ) = div(fF )− F · ∇f , entonces:

0 =

∫
Ω2

V∆V
(i)

2 dx =

∫
Ω2

V div(∇V (i)
2 )dx =

∫
Ω2

div
(
V∇V (i)

2

)
dx−

∫
Ω2

∇V (i)
2 · ∇V dx.
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Además:

0 =

∫
Ω2

V
(i)

2 ∆V dx =

∫
Ω2

V
(i)

2 div(∇V )dx =

∫
Ω2

div
(
V

(i)
2 ∇V

)
dx−

∫
Ω2

∇V · ∇V (i)
2 dx.

Por el teorema de la divergencia se cumple:

0 =

∫
∂Ω2

V∇V (i)
2 · ~nds−

∫
Ω2

∇V (i)
2 · ∇V dx; (2.15)

y 0 =

∫
∂Ω2

V
(i)

2 ∇V · ~nds−
∫
Ω2

∇V · ∇V (i)
2 dx. (2.16)

Si restamos (2.15) de (2.16) se obtiene:∫
∂Ω2

V
(i)

2 ∇V · ~nds−
∫
∂Ω2

V · ∇V (i)
2 · ~nds = 0. (2.17)

Debido a que
∂Ω2 = {ξ ∈ C : |ξ| = R1} ∪ {ξ ∈ C : |ξ| = R2}

y ∇F · ~n = ∂F
∂~n

entonces la ecuación (2.17) se puede escribir:

∫
|ξ|=R2

V
(i)

2

∂V

∂~n2

dsξ +

∫
|ξ|=R1

V
(i)

2

∂V

∂~n1

dsξ −
∫

|ξ|=R2

V
∂V

(i)
2

∂~n2

dsξ −
∫

|ξ|=R1

V
∂V

(i)
2

∂~n1

dsξ = 0.

Aśı ∫
|ξ|=R2

(
V

(i)
2

∂V

∂~n2

− V ∂V
(i)

2

∂~n2

)
dsξ +

∫
|ξ|=R1

(
V
∂V

(i)
2

∂~n1

− V (i)
2

∂V

∂~n1

)
dsξ = 0.

Por lo tanto∫
|ξ|=R2

(
V

(i)
2

∂V

∂~n2

− V ∂V
(i)

2

∂~n2

)
dsξ =

∫
|ξ|=R1

(
V

(i)
2

∂V

∂~n1

− V ∂V
(i)

2

∂~n1

)
dsξ. (2.18)

Por otra parte definamos G(z, ξ) como la función de Green, (ver A.11 en la página 53),
en Ω2 que satisface:

M G(z, ξ) = δ(z − ξ); para z, ξ ∈ Ω2; (2.19)

∂G

∂~n1

(z, ξ) = 0 en |z| = R1, ξ ∈ Ω2; (2.20)

G(z, ξ) = 0 en |z| = R2, ξ ∈ Ω2; (2.21)
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donde δ(z − ξ) es la delta de Dirac con soporte en z = ξ.
Aplicando la segunda identidad de Green, (ver A.10 en la página 53), para las funciones

G(z, ξ) y V
(i)

2 (z) se tiene:∫
Ω2

(
G(z, ξ)∆V2(z)− V2(z)∆G(z, ξ)

)
dz =

∫
∂Ω2

G(z, ξ)
∂V2

∂~n
(z)dsz −

∫
∂Ω2

V2(z)
∂G

∂~n2

(z, ξ)dsz −
∫
Ω2

V2(z)δ(z − ξ)dz

=

∫
|z|=R2

G
∂V2

∂~n2

ds−
∫

|z|=R1

G(z, ξ)
∂V2

∂~n1

(z)dsz −
∫

|z|=R2

V2(z)
∂G

∂~n2

(z, ξ)dsz +

∫
|z|=R1

∂V2

∂~n1

(z).

Luego

V
(i)

2 (ξ) =

∫
|z|=R1

G(z, ξ)
∂V2

∂~n1

(z)dsz +

∫
|z|=R2

V2(z)
∂G

∂~n2

(z, ξ)dsz; (2.22)

donde ξ ∈ Ω2 y z ∈ ∂Ω2.
Recordemos que G(z, ξ) es de la forma:

G(z, ξ) =
1

2π
ln|z − ξ|+ h(z, ξ);

donde h(z, ξ) es armónica en Ω2 y se elige de forma que se satisfagan las condiciones de
contorno (2.20) y (2.21).

Aśı, si se hace tender ξ a z0 donde |z0| = R1, entonces G(z, ξ) tendrá una singularidad
logaŕıtmica solamente en la integral sobre |z| = R1; y por lo tanto esta integral existe en
sentido de valor principal, (ver A.13 y 10 en la página 56), cuando ξ −→ z0, para |z0| = R1.

Finalmente de (2.22) se obtiene lo siguiente:

V
(i)

2 (z0) =

∫
|z|=R1

G(z, z0)
∂V2

∂~n1

(z)dsz +

∫
|z|=R2

V2(z)
∂G

∂~n2

(z, z0)dsz; (2.23)

para |z0| = R1.
Notemos que (2.23) describe la relación que debe existir entre los valores en la frontera

de una función armónica en Ω2 y su derivada normal sobre |z| = R1, si en |z| = R2 satisface
la condición de contorno (2.13).

Relaciones de tipo II
Ahora, para encontrar la relación entre ε1, ∇V (i)

1 (z) y V1(z) consideraremos el problema
de contorno

∇(ε1(z)∇V (i)
1 ) = 0, |z| < R1;
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ε1(z)
∂V

(i)
1

∂~n1

(z) = Ψ(z), |z| = R1.

con
∫
|ξ|=R1

Ψds = 0. Haciendo el cambio de variable

ε1(z)∇V (i)
1 (z) = ∇u(i)(z), (2.24)

se tiene que u(i) satisface el problema de contorno

∆u(i)(z) = 0, |z| < R1;

∂u(i)

∂n1

(z) = Ψ(z), |z| = R1;

cuya solución esta dada por

u(i)(z) = − 1

π

∫
|ξ|=R1

Ψ(ξ)ln|ξ − z|dsξ + c. (2.25)

con |z| < R1 y c es constante.

Si hacemos z = (x, y), ξ = R1e
iτ , podemos calcular ∂u(i)

∂x
y ∂u(i)

∂y
a partir de (2.25), y como

se cumple que

∂u(i)

∂x
= ε1(z)

∂V
(i)

1

∂x
y

∂u(i)

∂y
= ε1(z)

∂V
(i)

1

∂y
.

Aśı por la condición de contorno (2.14) se tiene que :

ε1(z)
∂V

(i)
1

∂x
= −ε2

π

∫
|ξ|=R1

∂V
(i)

2

∂~n1

(ξ)
x−R1 cos τ

|ξ − z|2
dsξ, (2.26)

ε1(z)
∂V

(i)
1

∂y
= −ε2

π

∫
|ξ|=R1

∂V
(i)

2

∂~n1

(ξ)
y −R1 sen τ

|ξ − z|2
dsξ, (2.27)

donde dsξ = R1dτ .
De las ecuaciones (2.26), (2.27) y (2.24) se tiene la forma vectorial equivalente:

ε1(z)∇V (i)
1 (z) = −ε2

π

∫
|ξ|=R1

∂V
(i)

2

∂~n1

(ξ)∇z ln|ξ − z|dsξ, para |z| < R1. (2.28)

Nuestro objetivo ahora es encontrar dos relaciones integrales para V
(i)

1 en términos de la

función
∂V

(i)
2

∂~n1
(ξ), |ξ| = R1 y que sean equivalentes al hecho de que V

(i)
1 satisface la ecuación

div
(
ε1(z)∇V (i)

1 (z)
)

= 0, en |z| < R1,
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y las condiciones de contorno (2.12) y (2.14).

Notemos que si aplicamos la fórmula de Green a la función V
(i)

1 y a cualquier función
W ∈ C2 (Ω1) se tiene:∫

|ξ|<R1

{
−W∇

(
ε1(ξ)∇V (i)

1

)
+ V

(i)
1 ∆W

}
dξ =

=

∫
|ξ|<R1

(ξ1 − 1)∇V (i)
1 ∇Wdξ −

∫
|ξ|=R1

{
Wε1

∂V
(i)

1

∂~n1

(ξ)− V (i)
1

∂W

∂~n1

}
dξ. (2.29)

Consideremos las funciones de Green d(ξ, z) y n(ξ, z) correspondientes a los problemas
de Dirichlet y Neumann en el ćırculo |ξ| < R1, es decir:

∆d (z, ξ) = δ (z − ξ) , en |ξ| < R1;

d (z, ξ) = 0, en |z| = R1;

∆n (z, ξ) = δ (z − ξ) , en |ξ| < R1;

∂n

∂~n1

(z, ξ) =
1

2πR1

, en |z| = R1.

Se sabe que si z = reit, ξ = ρeiτ , entonces

d (z, ξ) = − 1

4π
ln

(
R2

1 − 2ρr cos(t− τ) + ρ2r2R−2
1

r2 − 2ρr cos(t− τ) + ρ2

)
=

1

4π

[
ln
(
r2 − 2ρr cos(t− τ) + ρ2

)
− ln

(
R2

1 − 2ρr cos(t− τ) + ρ2r2R−2
1

)
. Ch

η (z, ξ) =
1

2π
ln
(
r2 − 2ρr cos(t− τ) + ρ2

)
+

1

2π
ln

(
R4

1

ρ2
− 2

R2
1r

ρ
cos(t− τ) + r2

)
− 1

π
ln

(
R1

ρ

)
=

1

2π

[
ln
(
r2 − 2ρr cos(t− τ) + ρ2

)
+ ln

(
R2

1 − 2ρr cos(t− τ) + ρ2r2R2
1

)
, Ch

y además η (z, ξ) = 1
π
ln|z − ξ| si |ξ| = R1.

Si aplicamos la fórmula de Green a la función V
(i)

1 y las funciones de Green d(z, ξ) y η(z, ξ)
respectivamente en |z| = R1, tenemos que de acuerdo a la ecuación (2.29) se obtienen:
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2. JUSTIFICACIÓN TEÓRICA DE LA SOLUCIÓN

V
(i)

1 (z) =

∫
|ξ|<R1

(ξ1 − 1)∇V (i)
1 (ξ)∇ξ d(z, ξ)dξ

+

∫
|ξ|=R1

V
(i)

2 (ξ)
∂d

∂~n1

(z, ξ)dsξ,

(2.30)

V
(i)

1 (z) =

∫
|ξ|<R1

(ξ1 − 1)∇V (i)
1 (ξ)∇ξ η(z, ξ)dsξ

− ε2

∫
|ξ|=R1

η(z, ξ)
∂V

(i)
2

∂~n1

(ξ)dsξ +
1

2πR1

∫
|ξ|=R1

V
(i)

2 (ξ)dsξ, (2.31)

Si en (2.30) y (2.31) sustituimos el término ε1∇V (i)
1 (ξ) dado en (2.28), obtenemos una ex-

presión para V
(i)

2 (ξ) en función de
∂V

(i)
2

∂~n1
(ξ). Utilizando la relación (2.23) se obtiene finalmente

para |ξ| = R.

−V (i)
1 (z) =

∫
|ξ|<R1

∇V (i)
1 (ξ) · ∇ξ d(z, ξ)dξ

+

∫
|ψ|=R1

ε2

π

∫
|ξ|<R1

∇ξ ln|ξ − ϕ| · ∇ξ d(z, ξ)dξ

−
∫

|ψ|=R1

N(ψ, ϕ)
∂d

∂~nψ
(z, ψ)dsψ

 ∂V
(i)

2

∂~n1

(ϕ)dsϕ

−
∫
Si


∫

|ψ|=R1

∂d(z, ψ)

∂~nψ

∂N

∂~nξ1
(ψ, ξ1)dSψ

 dSξ1 (2.32)
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− V
(i)

1 (z) =

∫
|ξ|<R1

∇V (i)
1 (ξ) · ∇ξ η(z, ξ)dξ

+

∫
|ϕ|=R1

ε2

π

∫
|ξ|<R1

∇ξ ln|ξ − ϕ| · ∇ξ η(z, ξ)dξ + ε2η(z, ϕ)

− 1

2πR1

∫
|ψ|=R1

N(ψ, ϕ)dSψ

 ∂V
(i)

2

∂~n1

(ϕ)dSϕ

− 1

2πR1

∫
Si


∫

|ψ|=R1

∂N

∂~nξ1
(ψ, ξ1)dSψ

 dSξ1 . (2.33)

Las relaciones (2.32) y (2.33) se escriben en la forma

− V
(i)

1 (z) =

∫
|ξ|<R1

∇V (i)
1 (ξ)∇ξ d(z, ξ)dξ +

∫
|ϕ|=R1

F (z, ϕ)
∂V

(i)
2

∂n1

(ϕ)dsϕ + hi(z) (2.34)

− V
(i)

1 (z) =

∫
|ξ|<R1

∇V (i)
1 (ξ)∇ξη(z, ξ)dξ +

∫
|ϕ|=R1

G(z, ϕ)
∂V

(i)
2

∂n1

(ϕ)dsϕ + ai (2.35)

donde

F (z, ϕ) =
ε2
π

∫
|ξ|<R1

∇ξ ln |ξ − z|∇ξd(z, ξ)dξ −
∫
|ψ|=R1

G(ψ, ϕ)
∂d

∂nψ
(z, ψ)dsψ (2.36)

G(z, ϕ) =
ε2
π

∫
|ξ|<R1

∇ξ ln |ξ − z|∇ξη(z, ξ)dξ + ε2η(z, ϕ)− 1

2πR1

∫
|ψ|=R1

G(ψ, ϕ)dsψ (2.37)

hi(z) = −
∫
Si

{∫
|ψ|=R1

∂d

∂nψ
(z, ψ)

∂G

∂nξ1
(ψ, ξ1)dsψ

}
dsξ1 (2.38)

y

ai = − 1

2πR1

∫
Si

{∫
|ψ|=R1

∂G

∂nξ1
(ψ, ξ1)dsψ

}
dsξ1 (2.39)

Las relaciones (2.28), (2.34) y (2.35) son de tipo II.

Teorema 2.1 Para cada función estrictamente positiva y continuamente diferenciable ε1(z)
en |z| ≤ R1, la solución para el problema con valores en la frontera (2.10)-(2.14) es única
y coincide, para cada i = 1, 2, ..., N , con la solución del sistema de relaciones integrales
(2.23),(2.28),(2.34) y (2.35).
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Demostración. Usando la fórmula de Green de manera conveniente, las relaciones inte-
grales (2.23),(2.28),(2.34) y (2.35) se obtienen para la solución del problema con valores en
la frontera (2.10)-(2.14). Se puede verificar que la solución para este problema es única para
cada i = 1, 2, ..., N .

Supongamos ahora que V (i) satisface las relaciones integrales (2.23),(2.28),(2.34) y (2.35).
Se puede ver que, (2.10) se obtiene de (2.23) y (2.28).

Si suponemos que V
(i)

2 (z) = g(z) en |z| = R2, entonces a partir de la fórmula de Green y
de (2.28) se obtiene∫

|ξ1|=R2

[g(ξ1)− χi(ξ1)]
∂G

∂nξ1
(z2, ξ1)dsξ1 = 0, en |z| = R2. (2.40)

donde χi es la función caracteŕıstica del arco Si.

Si consideramos a la función armónica W
(i)
2 en R1 < |z| < R2 que satisface la condición de

Dirichlet g−χi en |z| = R2 y la condición nula de Neumann en |z| = R1, entonces, aplicando
la fórmula de Green a W i

2 y para la función de Green G(z, ξ) en el anillo R1 < |z| < R2,

y usando (2.40) se deduce que W
(i)
2 ≡ 0 y, por lo tanto, g ≡ χi, de donde se obtiene la

condición de frontera (2.13) en |z| = R2.
Para obtener las condiciones de frontera (2.12) y (2.14), las igualdades (2.23) y (2.28) se

sustituyen en (2.34) y (2.35), resultando las siguientes relaciones

V
(i)

1 (z) =

∫
|ξ|<R1

(1− ε1)∇V (i)
1 (ξ)∇ξd(z, ξ)dξ −

∫
|ξ|=R1

V
(i)

2 (ξ)
∂d

∂n1

(z, ξ)dsξ (2.41)

V
(i)

1 (z) =

∫
|ξ|<R1

(1− ε1)∇V (i)
1 (ξ)∇ξη(z, ξ)dξ

+ ε2

∫
|ξ|=R1

η(z, ξ)
∂V

(i)
2

∂n1

(ξ)dsξ −
1

2πR1

∫
|ξ|=R1

V
(i)

2 (ξ)dsξ. (2.42)

A partir de (2.41) y (2.42), y aplicando convenientemente la fórmula de Green a la función

V
(i)

1 , se deducen las siguientes igualdades en |z| < R1:∫
|ξ|=R1

[
V

(i)
2 (ξ)− V (i)

1 (ξ)
] ∂d
∂n1

(z, ξ)dsξ = 0 (2.43)∫
|ξ|=R1

[
ε1(ξ)

∂V
(i)

1

∂n1

(ξ)− ε2
∂V

(i)
2

∂n1

(ξ)

]
η(z, ξ)dsξ

− 1

2πR1

∫
|ξ|=R1

[
V

(i)
1 (ξ)− V (i)

2 (ξ)
]
dsξ = 0. (2.44)

Repitiendo la misma idea usada con (2.40), las condiciones en la frontera (2.12) y (2.14)
se pueden obtener a partir de (2.43) y (2.44). �
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Caṕıtulo 3

Esquema del Algoritmo para la
Solución del Problema Inverso

3.1. Algoritmo para la solución del problema inverso

El algoritmo para resolver el problema, se plantea en términos de las relaciones del tipo
I y tipo II, y consta de los siguientes pasos:

Paso 1.- Obtener la expresión general de las funciones armónicas en el anillo Ω2 y en

particular, la expresión que deben tener V
(i)

2 y
∂V

(i)
2

∂ ~n1
en |ξ| = R1, partiendo del hecho que

V
(i)

2 satisface las mediciones (1.11)y las condiciones de contorno (2.13).

Paso 2.- Usar las expresiones (2.28), (2.34) y (2.35) para calcular simultáneamente V
(i)

1

y ∇V (i)
1 .

Paso 3.- Obtener los valores aproximados para
∂V

(i)
2

∂ ~n1
(ξ) en |ξ| = R1 y ∇V (i)

1 (z) en |z| <
R1.

Paso 4.- Encontrar los coeficientes de Fourier de la aproximación a V
(i)

1 , minimizando
un funcional apropiado.

Paso 5.- Obtener la aproximación a ε1(z).

3.1.1. Primer paso: Obtención de la expresión general de V
(i)

2 y ∂V
(i)
2

∂~n en
|ξ| = R1.

Se conoce que las funciones armónicas en anillos se pueden expresar de la forma:

V
(i)

2 (r, θ) = a
(i)
0 + b

(i)
0 ln r +

∞∑
n=1

(a(i)
n r

n + b(i)
n r
−n) cosnθ +

∞∑
n=1

(c(i)
n r

n + d(i)
n r
−n) sennθ. (3.1)

Por otra parte, sabemos que V
(i)

2 cumple las condiciones:

V
(i)

2 (r, θ) = ψ
(i)
θ0

(θ), sobre |z| = R2. (3.2)
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INVERSO

ci,j =

∫
S−j

∂V
(i)

2

∂~n2

ds, i < j; i, j = 1, 2, ..., N. (3.3)

Por ello, se cumplen las ecuaciones:

a
(i)
0 + b

(i)
0 lnR2 =

1

N
, i = 1, 2, ..., N y n = 0; (3.4)

a(i)
n R

n
2 + b(i)

n R
−n
2 =

2β(i)
n sen nθ0

2

n2πθ0

; i = 1, 2, ..., N, n ≥ 1; (3.5)

c(i)
n R

n
2 + d(i)

n R
−n
2 =

2α
(i)
n sen nθ0

2

n2πθ0

; i = 1, 2, ..., N, n ≥ 1; (3.6)

donde

α(i)
n = cos

2π(i− 1)n

N
− cos

2nπi

N
y

β(i)
n = sen

2nπi

N
− sen

2π(i− 1)n

N
.

De la expresión de V
(i)

2 (r, θ) en serie de Fourier se tiene:

∂V
(i)

2

∂~n2

(R2, θ) =
∂V

(i)
2

∂~r
(R2, θ)

=
b

(i)
0

R2

+
1

R2

∞∑
n=1

n
[(
a(i)
n R

n
2 − b(i)

n R
−n
2

)
cosn θ

+
(
c(i)
n R

n
2 − d(i)

n R
−n
2

)
sennθ

]
.

Por otro lado,

ci,j =

∫
S−j

∂V
(i)

2

∂~n2

(R2, θ) ds =

θ+j∫
θ−j

∂V
(i)

2

∂~n2

(R2, θ) dθ,

donde

θ−j =
2π(j − 1)

N
+
θ0

2
y θ+

j =
2πj

N
− θ0

2
, j = 1, 2, ..., N.

Aśı:

ci,j =
b

(i)
0

R2

(
θ+
j − θ−j

)
+

+
1

R2

∞∑
n=1

[(
a(i)
n R

n
2 − b(i)

n R
−n
2

)
sennθ −

(
c(i)
n R

n
2 − d(i)

n R
−n
2

)
cosnθ

]∣∣∣∣∣
θ+j

θ−j

. (3.7)
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Calculando separadamente

sen(nθ+
j )− sen(nθ−j ) y cos(nθ+

j )− cos(nθ−j )

obtenemos

sen(nθ+
j )− sen(nθ−j ) = senn

(
2πj

N
− θ0

2

)
− senn

(
2π(j − 1)

N
+
θ0

2

)
= sen

2nπj

N
cos

nθ0

2
− cos

2nπj

N
sen

nθ0

2
− sen

2nπ(j − 1)

N
cos

nθ0

2

− cos
2nπ(j − 1)

N
sen

nθ0

2

= β(j)
n cos

nθ0

2
−
[
cos

2nπj

N
+ cos

2nπ(j − 1)

N

]
sen

nθ0

2
,

donde

β(j)
n = sen

2nπj

N
− sen

2nπ(j − 1)

N
.

Luego,

sen(nθ+
j )− sen(nθ−j ) = β(j)

n cos
θ0

2
− 2 cos

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2
. (3.8)

Por otra parte:

cos(nθ−j )− cos(nθ+
j ) = cosn

(
2π(j − 1)

N
+
θ0

2

)
− cosn

(
2πj

N
− θ0

2

)

= cos
2nπ(j − 1)

N
cos

nθ0

2
− sen

2nπ(j − 1)

N
sen

nθ0

2
− cos

2nπj

N
cos

nθ0

2

− sen
2nπj

N
sen

θ0

2
= α(j)

n cos
nθ0

2
−
[
sen

2nπj

N
+ sen

2nπ(j − 1)

N

]
sen

nθ0

2

donde

α(j)
n = cos

2nπ(j − 1)

N
− cos

2nπj

N
.

Por lo tanto,

cos(nθ−j )− cos(nθ+
j ) = α(j)

n cos
nθ0

2
− 2 sen

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2
. (3.9)
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Sustituyendo (3.8) y (3.9) en (3.7) se obtiene:

ci,j = b
(i)
0

(
2π

N
− θ0

)
+ 2

n∑
n=1

{(
a(i)
n R

n
2 −

β(j)
n sen nθ0

2

n2πθ0

)(
β(j)
n cos

nθ0

2
− 2 cos

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2

)

+

(
c(i)
n R

n
2 −

α
(i)
n sen nθ0

2

n2πθ0

)(
α(j)
n cos

nθ0

2
− 2 sen

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2

)}
; (3.10)

Equivalentemente

b
(i)
0

(
2π

N
− θ0

)
+ 2

∞∑
n=1

Rn
2

{
a(i)
n

(
β(j)
n cos

nθ0

2
− 2 cos

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2

)
+ c(i)

n

(
α(j)
n cos

nθ0

2
− 2 sen

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2

)}
= ci,j +

2

πθ0

∞∑
n=1

sen nθ0
2

n2

{
β(i)
n

(
β(j)
n cos

nθ0

2
− 2 cos

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2

)
+ α(i)

n

(
α(j)
n cos

nθ0

2
− 2 sen

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2

)}
. (3.11)

Se puede desarrollar el término derecho en la última igualdad, notando que:

β(i)
n

(
β(j)
n cos

nθ0

2
− 2 cos

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2

)

+ α(i)
n

(
α(j)
n cos

nθ0

2
− 2 sen

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2

)

=
(
β(i)
n β

(j)
n + α(i)

n α
(j)
n

)
cos

nθ0

2
− 2 cos

nπ

N
sen

nθ0

2

(
β(i)
n cos

nπ

N
(2j − 1) + α(i)

n sen
nπ

N
(2j − 1)

)
= 4 cos

2nπ

N
(i− j) sen2 nπ

N
cos

nθ0

2
− 2 cos

nπ

N
sen

nθ0

2

(
sen

nπ

N
(2i− 2j + 1)− sen

nπ

N
(2i− 2j − 1)

)
= 4 cos

2nπ

N
(i− j) sen

nπ

N

[
sen

nπ

N
cos

nθ0

2
− cos

nπ

N
sen

nθ0

2

]
= 4 cos

2nπ

N
(i− j) sen

(
nπ

N
− θ0

2

)
sen

nπ

N
. (3.12)

Por otra parte, del hecho que:

β(j)
n = sen

2nπj

N
− sen

2πn(j − 1)

N
= Im

{
ei

2nπj
N − ei

2nπ(j−1)
N

}
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= Imei
2nπj
N

(
1− e−i

2nπ
N

)
= Ime

nπi
N

(2j−1)
(
e
nπi
N − e−

nπi
N

)
= 2 sen

nπ

N
cos

nπ

N
(2j − 1).

Se tiene:

β(j)
n cos

nθ0

2
− 2 cos

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2
=

= 2 cos
nπ

N
(2j − 1) sen

(
nπ

N
− nθ0

2

)
. (3.13)

De la misma forma:

α(j)
n = cos

2nπ(j − 1)

N
− cos

2nπj

N
= Re

{
ei

2nπ(j−1)
N − ei

2nπj
N

}
=

−Re
(
ei

2nπj
N

)(
1− e−i

2nπ
N

)
= −Re

(
ei
nπ
N

(2j−1)
) (
e
nπi
N − e−

nπi
N

)
= 2 sen

nπ

N
(2j − 1) sen

nπ

N
.

y, por lo tanto, se llega a:

α(j)
n cos

nθ0

2
− 2 sen

nπ

N
(2j − 1) cos

nπ

N
sen

nθ0

2
=

= 2 sen
nπ

N
(2j − 1) sen

(
nπ

N
− nθ0

2

)
. (3.14)

Sustituyendo (3.13) y (3.14) en (3.12) se llega finalmente al sistema de ecuaciones:

b
(i)
0

(
2π

N
− θ0

)
+ 4

∞∑
n=1

Rn
2 sen

(
nπ

N
− nθ0

2

){
a(i)
n cos

nπ

N
(2j − 1) + c(i)

n sen
nπ

N
(2j − 1)

}
=

= ci,j + 8
∞∑
n=1

sen nθ0
2

n2
cos

2nπ

N
(i− j) sen

(
nπ

N
− nθ0

2

)
sen

nπ

N
. (3.15)

Aśı el sistema (3.15) para i 6= j con i, j = 1, 2, 3, ..., N junto con las relaciones (3.4), (3.5)
y (3.6) es equivalente al sistema de relaciones (3.4), (3.5), (3.6) y (3.10).

El problema del sistema (3.15) es que, para cada i fijo, nos da un sistema de N − 1
ecuaciones lineales con una cantidad infinita de incógnitas que son los coeficientes de Fourier
b

(i)
0 , a

(i)
n , c

(i)
n , con n = 1, 2, ..., es decir, es un sistema sobredeterminado.

La forma en que utilizaremos el sistema (3.15) y las relaciones (3.4), (3.5) y (3.6) para

obtener algunos coeficientes de Fourier de la función V
(i)

2 y con ello una expresión aproximada

de la función V
(i)

2 es la siguiente:
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Truncaremos la serie de la parte derecha de (3.15) de manera que si δ es el error que se
comete en la medición de ci,j entonces, el resto de dicha serie no introduzca un error mayor
que δ.

De esta manera, en la parte derecha de (3.15) se define:

c̃i,j = ci,j +
8

πθ0

n(δ)∑
k=1

sen kθ0
2

k2
cos

2kπ

N
(i− j) sen

(
kπ

N
− kθ0

2

)
sen

kπ

N
; (3.16)

donde n(δ) se elige de tal forma que satisfaga la desigualdad:∣∣∣∣∣∣ci,j +
8

πθ0

∞∑
k=n(δ)+1

sen kθ0
2

k2
cos

2kπ

N
(i− j) sen

(
kπ

N
− kθ0

2

)
sen

kπ

N

∣∣∣∣∣∣ ≤ δ.

Del hecho que la expresión

8

πθ0

∞∑
k=n(δ)+1

1

k2

se puede acotar y se puede elegir n(δ) para que se cumpla:

∞∑
k=n(δ)+1

1

k2
≤ πθ0δ

8
. (3.17)

y como
∞∑
k=1

1
k2

= π2

6
, se tiene que si definimos rn =

n(δ)∑
k=1

1
k2

, entonces (3.17) es equivalente

a:

rn(δ) ≥
π2

6
− πθ0δ

8
. (3.18)

Luego, (3.18) nos da el criterio para elegir n(δ).
Por lo anterior, en lugar de resolver el sistema (3.15) resolveremos el sistema simplificado:

c̃i,j = b
(i)
0

(
2π

N
− θ0

)
+

+ 4

N−2
2∑

n=1

Rn
2 sen

(
nπ

N
− nθ0

2

){
a(i)
n cos

nπ

N
(2j − 1) + c(i)

n sen
nπ

N
(2j − 1)

}
. (3.19)

Donde c̃i,j se define según (3.16) utilizando el criterio (3.18) para determinar n(δ).
Al resolver el sistema (3.19) para cada i fijo con j = 1, 2, ...N ; i 6= j se obtienen los

coeficientes aproximados b̃
(i)
0 , ã

(i)
n , c̃

(i)
n para n = 1, 2, ..., N−2

2
. Posteriormente, se utilizan las

relaciones (3.4), (3.5) y (3.6) para obtener ã
(i)
0 , b̃

(i)
n , d̃

(i)
n , para n = 1, 2, ..., N−2

2
, y
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con todo ello se obtiene una aproximación para V
(i)

2 (r, θ) en la forma

Ṽ
(i)

2 (r, θ) = ã
(i)
0 + b̃

(i)
0 ln r +

+

N−2
2∑

n=1

{(
ã(i)
n r

n + b̃(i)
n r
−n
)

cosnθ +
(
c̃(i)
n r

n + d̃(i)
n r
−n
)

sennθ
}
. (3.20)

Con la expresión (3.20) se calculan Ṽ
(i)

2 (R1, θ) y
∂Ṽ

(i)
2

∂r
(R1, θ) y el problema completo se reduce

a resolver:
∇ ·
(
ε̃1∇Ṽ (i)

1

)
= 0 en |z| < R1; (3.21)

Ṽ
(i)

1 (R1, θ) = Ṽ
(i)

2 (R1, θ) ; (3.22)

ε̃1
∂V1

∂r
(R1, θ) = ε2

∂V
(i)

2

∂r
(R1, θ) . (3.23)

A partir de resolver el problema (3.21)- (3.23) se debe determinar ε̃1 que es una aproxi-
mación a ε1.

Observar que, de esta manera obtenemos una aproximación de V
(i)

2 (R1, θ) y
∂V

(i)
2

∂~n1
(R1, θ)

como una combinación lineal del sistema trigonométrico usando solamente la información de
la condición de frontera (1.9) y los datos (1.11).

3.1.2. Segundo paso: Planteamiento del funcional a minimizar.

Una vez que encontramos estos coeficientes que determinan V
(i)

2 , estamos listos para

calcular V
(i)

1 y ∇V (i)
1 aproximadamente usando las igualdades (2.28),(2.34) y (2.35) y ese es

el segundo paso de nuestro algoritmo.
A partir de (2.24) concluimos que V

(i)
1 debe satisfacer que si z = (x, y), ξ = R1e

iτ ,
entonces

∂V
(i)

1

∂y
(z)

∫
|ξ|=R1

∂V
(i)

2

∂n1

(ξ)
x−R1cos(τ)

|ξ − z|2
dsξ

=
∂V

(i)
1

∂x
(z)

∫
|ξ|=R1

∂V
(i)

2

∂n1

(ξ)
y −R1sen(τ)

|ξ − z|2
dsξ. (3.24)

Vamos a encontrar la función vectorial V 1 = (V
(1)

1 , V
(2)

1 , ..., V
(N)

1 ) en alguna clase de
funciones υ de manera que se minimice el funcional

l(V 1) =
N∑
i=1

{‖fi(z)
∂V

(i)
1

∂y
(z)− gi(z)

∂V
(i)

1

∂x
(z)‖2

+ ‖V (i)
1 (z)−

∫
|ξ|<R1

∇ξV
(i)

1 (ξ)∇ξd(z, ξ)dξ − Fi(z)‖2

+ ‖V (i)
1 (z)−

∫
|ξ|<R1

∇ξV
(i)

1 (ξ)∇ξη(z, ξ)dξ −Gi(z)‖2}. (3.25)
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Nota: La norma considerada en el funcional (3.25) es la norma en L2(Ω1) con las res-
tricciones

0 ≤ εmin ≤ ε1(z) ≤ εmax. (3.26)

La función V
(i)

1 (z), la cual minimiza el funcional (3.25) es una solución aproximada del
sistema de ecuaciones (2.28), (2.34) y (2.35).

Donde

d(z, ξ) = − 1

4π
ln

(
R2

1 − 2ρr cos(t− τ) + ρ2r2R−2
1

r2 − 2ρr cos(t− τ) + ρ2

)
(3.27)

y

η(z, ξ) =
1

2π
ln
(
r2 − 2ρr cos(t− τ) + ρ2

)
+

+
1

2π
ln

(
R4

1

ρ2
− 2

R2
1r

ρ
cos(t− τ) + r2

)
− 1

π
ln

(
R1

ρ

)
, (3.28)

son las funciones de Green de los problemas de Dirichlet y Neumann en Ω1, respectivamente,
y para z = (x, y) y ξ = R1e

iτ , las funciones

fi(z) =

∫
|ξ|=R1

∂V
(i)

2

∂n1

(ξ)
x−R1 cos τ

|ξ − z|2
dsξ, (3.29)

gi(z) =

∫
|ξ|=R1

∂V
(i)

2

∂n1

(ξ)
y −R1 sen τ

|ξ − z|2
dsξ, (3.30)

Fi(z) =

∫
|ϕ|=R1

F (z, ϕ)
∂V

(i)
2

∂n1

(ϕ)dsϕ + hi(z), (3.31)

Gi(z) =

∫
|ϕ|=R1

G(z, ϕ)
∂V

(i)
2

∂n1

(ϕ)dsϕ + ai, (3.32)

Donde

F (z, ϕ) =
ε2
π

∫
|ξ|<R1

∇ξln|ξ − z|∇ξd(z, ξ)dξ

−
∫
|ψ|=R1

G(ψ, ϕ)
∂d

∂nψ
(z, ψ)dsψ, (3.33)

G(z, ϕ) =
ε2
π

∫
|ξ|<R1

∇ξln|ξ − z|∇ξη(z, ξ)dξ

+ ε2η(z, ξ)− 1

2πR1

∫
|ψ|=R1

G(ψ, ϕ)dsψ, (3.34)

y hi, ai están dadas en (2.38) y (2.39).
Sea z = reiθ. Después de algunos cálculos se obtiene.
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fi(r, θ) = −π
N−2

2∑
q=1

q

[
1 +

(
R2

R1

)2q
]
rq−1

[
aiq cos(q − 1)θ + ciq sen(q − 1)θ

]

+
R2

R2
1

N−2
2∑

q=1

(
rR2

R2
1

)q−1 [
βiq cos(q − 1)θ + αiq sen(q − 1)θ

]
. (3.35)

gi(r, θ) = π

N−2
2∑

q=1

q

[
1 +

(
R2

R1

)2q
]
rq−1

[
aiq sen(q − 1)θ − ciq cos(q − 1)θ

]
+

+
R2

R2
1

N−2
2∑

q=1

(
rR2

R2
1

)q−1 [
αiq cos(q − 1)θ + βiq sen(q − 1)θ

]
. (3.36)

Fi(r, θ) =
b

(i)
0

2
ln

(
R2

R1

)

+

(N−2)
2∑

q=1

1

2Rq
1

{[
a(i)
q R

q
1 − b(i)

q R
−q
1

] [
1 + πR1

(
R2q

2 −R
2q
1 − 2R2q

1 R2

R2q
1 +R2q

2

)]
rq cos qθ

+
[
c(i)
q R

q
1 − d(i)

q R
−q
1

](
1 +

2πRq−1
1

R2q
1 +R2q

2

(
R2q

2 −R
2q
1 − 2R2q

1 R2

2Rq−2
1

− 2Rq+1
1 R2

n−1∑
s=1

(
R2

R1

)2s
))

rq sen qθ

}

− R2
2 − 1

N
+R2r

[
1

2π
+

R2
1 + 3R2

2

R2
1 (R2

1 +R2
2)

2 +
R1 (R4

1 + 2R2
1R

2
2 −R4

2)

R3
2 (R2

1 +R2
2)

2

]
β
′

1 cos θ

−R2r

[
R1 (R4

2 −R4
1 − 2R2

1R
2
2)

R3
2 (R2

1 +R2
2)

2 − 1

2π

]
α
′

1 sen θ

−
∑∞

q=2
R2rq

q(R2q
1 +R2q

2 )
2

{(
R1

R2q+1
2

(
R4q

2 −R
4q
1 − 2R2q

1 R
2q
2

)
− 1

Rq−1
1

(
R2q

1 + 3R2q
2

))
βiq cos qθ

+

(
R1

R2q−1
2

(
R4q

2 −R
4q
1 − 2R2q

1 R
q
2

))
αiq sen qθ

}
. (3.37)

Gi(z) = b
(i)
0

(
2ε2 −

1

2

)
lnR1 +

(
b

(i)
0

2
− R2

NR1

)
lnR2 +

R1 −R2

NR1

+ ai. (3.38)

En las expresiones (3.35)-(3.38), los coeficientes a
(i)
n , b

(i)
n , c

(i)
n y d

(i)
n , 0 ≤ n ≤ (N−2)

2
, son los

obtenidos para las series (3.1). Observe que las expresiones (3.35) y (3.36) están compuestas
por un número finito de términos, (3.38) es una constante y la serie en (3.37) no depende de

los coeficientes a
(i)
n , b

(i)
n , c

(i)
n y d

(i)
n .

Si consideramos R1 = 1, debemos tomar R2 = 1 + δ con 0 < δ << 1 para considerar la
situación real.
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Por esta razón podemos tomar R1 = R2 = 1 como una primera aproximación para
obtener una simplificación de las fórmulas (3.35)-(3.38). En particular tenemos Gi(z) = 0,
y una expresión muy simple para (3.37) teniendo una suma finita además de un error de
truncamiento que depende del orden de truncamiento y de δ.

3.1.3. Tercer paso: Aproximación de la función V
(i)

1 .

En la expresión del funcional (3.25) consideraremos que la norma utilizada es la norma
en H1(Ω1).

Para el tercer paso podemos considerar una base ortonormal {Wk(z)}∞k=1 en L2(Ω1) y la

base ortogonal en el espacio de Sobolev H1(Ω1) y buscamos una aproximación de V
(i)

1 de la
forma

V
(i)

1 (z) =
M∑
k=1

A
(i)
k Wk(z); (3.39)

donde M debe ser elegida apropiadamente suponiendo que (3.39) es una aproximación para

V
(i)

1 en H1(Ω1).
Del hecho que a priori se conoce que la función ε1(x, y) está acotada inferiormente por

una constante γ estrictamente positiva, y como la integral satisface∫
|z|<R1

ε1(z)
∣∣∣∇V (i)

1 (z)
∣∣∣2 dz <∞.

se concluye que V
(i)

1 ∈ H1(Ω1). De esta manera, garantizamos que
∑M

k=1 A
(i)
k ∇Wk(z) es una

aproximación de ∇V (i)
k (z).

Como un ejemplo de una base con estas propiedades, podemos tomar las eigenfunciones
de un operador diferencial eĺıptico de segundo orden para el segundo problema de frontera
[8,p. 200].

Sustituyendo (3.39) en el funcional (3.25) se llega a:

l(V 1) =
N∑
i=1


∥∥∥∥∥
M∑
k=1

a
(i)
k

[
fi(z)

∂Wk

∂y
(z)− gi(z)

∂Wk

∂x
(z)

]∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥
M∑
k=1

a
(i)
k

[
Wk(z) +

∫
|ξ|<R1

∇ξWk(ξ) · ∇ξd(z, ξ)dξ

]
+ Fi(z)

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥
M∑
k=1

a
(i)
k

[
Wk(z) +

∫
|ξ|<R1

∇ξWk(ξ) · ∇ξη(z, ξ)dξ

]
+Gi(z)

∥∥∥∥∥
2
 . (3.40)
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Desarrollando las funciones:

f ik(z) = fi(z)
∂Wk

∂y
(z)− gi(z)

∂Wk

∂x
(z); (3.41)

Dk(z) = Wk(z)−
∫
|ξ|<R1

∇ξWk(ξ)∇ξd(z, ξ)dξ; (3.42)

Nk(z) = Wk(z)−
∫
|ξ|<R1

∇ξWk(ξ)∇ξn(z, ξ)dξ; (3.43)

y las funciones Fi y Gi en el sistema {Wk(z)}∞k=1 hasta que k = M en L2(Ω1), obtenemos

f ik(z) =
M∑
k=1

f ijkWj(z); (3.44)

Dk(z) =
M∑
k=1

Djk(z)Wj(z); (3.45)

Nk(z) =
M∑
k=1

Njk(z)Wj(z); (3.46)

Fi(z) =
M∑
k=1

F i
j (z)Wj(z); (3.47)

Gi(z) =
M∑
k=1

Gi
j(z)Wj(z); (3.48)

donde f ijk, Djk, Njk, F
i
j y Gi

j son los coeficientes de Fourier en L2(Ω1), de las funciones f ik(z),
Dk(z), Nk(z), Fi(z), Gi(z), respectivamente.

Si tomamos como la base {Wk(z)}∞k=1 a las eigenfunciones del operador de Laplace para
el segundo problema de frontera en Ω1, correspondiendo al eigenvalor λk, tenemos

Dk(z) =

∫
∂Ω1

Wk(ξ)
∂d(z, ξ)

∂n
dξ y Nk(z) = 0.

Por lo tanto, y dado que Gi(z) es constante, el tercer término del lado derecho de (3.25) es
eliminado.

Después de calcular los coeficientes de Fourier, sustituimos (3.44), (3.45) y (3.47) en
(3.40) y de esta manera, obtenemos un nuevo funcional:

L
((
Aik
)

1≤k≤M,1≤i≤N

)
=

N∑
i=1

M∑
j=1

{
‖

M∑
k=1

Aikf
i
jk‖2 + ‖

M∑
k=1

AikDjk − F i
j‖2

}
. (3.49)

Para acabar de plantear el problema de optimización para el funcional (3.49), con el

objetivo de determinar los coeficientes de Fourier A
(i)
k , k = 1, 2, 3, ...,M , i = 1, 2, ...N .

debemos definir las restricciones para ε1.
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De la ecuación (2.28), tenemos

1

ε1(z)
= − π

ε2

1

fi(z)

∂V i
1

∂x
(z) = − π

ε2

1

gi(z)

∂V i
1

∂y
(z); (3.50)

donde las funciones fi(z) y gi(z) i = 1, 2, ..., N , están definidos en (3.27) y (3.28).
Usando (3.26) y (3.50) obtenemos las siguientes restricciones

− ε2
πεmin

≤ 1

fi(z)

∂V i
1

∂x
(z) ≤ − ε2

πεmax
; (3.51)

− ε2
πεmin

≤ 1

gi(z)

∂V i
1

∂y
(z) ≤ − ε2

πεmax
; (3.52)

donde i = 1, 2, ..., N y z ∈ Ω1.

3.1.4. Cuarto paso: Minimización del funcional.

En el cuarto paso debemos encontrar los coeficientes Aik de (3.39), y para conseguirlo
minimizaremos (3.49) sujeto a las restricciones (3.51)-(3.52). Si sustituimos (3.39) en (3.51)
y (3.52) llegamos a

− ε2
πεmin

≤
M∑
k=1

A
(i)
k

(
1

fi(z)

∂Wk

∂x
(z)

)
≤ − ε2

πεmax
, (3.53)

− ε2
πεmin

≤
M∑
k=1

A
(i)
k

(
1

gi(z)

∂Wk

∂y
(z)

)
≤ − ε2

πεmax
. (3.54)

A partir de (3.53) y (3.54) obtenemos

ε22
π2εmax

≤

∣∣∣∣∣
M∑
k=1

A
(i)
k

(
1

fi(z)

∂Wk

∂x
(z)

) ∣∣∣∣∣
2

≤ ε22
π2εmin

; (3.55)

ε22
π2ε2max

≤

∣∣∣∣∣
M∑
k=1

A
(i)
k

(
1

gi(z)

∂Wk

∂y
(z)

) ∣∣∣∣∣
2

≤ ε22
π2ε2min

. (3.56)

Luego, si escribimos

1

fi(z)

∂Wk

∂y
(z) =

M∑
k=1

α
(i)
jkWk(z), (3.57)

1

gi(z)

∂Wk

∂y
(z) =

M∑
k=1

β
(i)
jkWk(z), (3.58)
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donde

αijk =

〈
1

fi(z)

∂Wk

∂y
(z),Wj

〉
y βijk =

〈
1

gi(z)

∂Wk

∂y
(z),Wj

〉
;

son los coeficientes de Fourier de las funciones

1

fi(z)

∂Wk

∂y
(z) y

1

gi(z)

∂Wk

∂y
(z) respectivamente.

Si sustituimos (3.57) y (3.58) en (3.55) y (3.56), de forma respectiva, e integramos sobre Ω1

en cada lado de las desigualdades, obtenemos

ε22R
2
1

2π2εmax
≤

M∑
j=1

∣∣∣∣∣
M∑
k=1

A
(i)
k α

(i)
jk

∣∣∣∣∣
2

≤ ε22R
2
1

2π2εmin
; (3.59)

ε22R
2
1

2π2εmax
≤

M∑
j=1

∣∣∣∣∣
M∑
k=1

A
(i)
k β

(i)
jk

∣∣∣∣∣
2

≤ ε22R
2
1

2π2εmin
; (3.60)

para i = 1, 2, ..., N .
De tal forma que la minimización del funcional (3.61) sujeto a las restricciones (3.59) y

(3.60) es equivalente a resolver los siguientes N problemas:

mı́n
v∈RM

|Fi~ai|2M + |D~ai −~bi|2M ; (3.61)

sujetos a las restricciones

ε2R1√
2πεmax

≤ |Ai~ai|M ≤
ε2R1√
2πεmin

; (3.62)

ε2R1√
2πεmax

≤ |Bi~ai|M ≤
ε2R1√
2πεmin

; (3.63)

donde | · |M denota la norma de un vector en RM , Fi =
(
f

(i)
mn

)
, D = (Dmn), Ai =

(
α

(i)
mn

)
,

Bi =
(
β(i)
mn

)
, ~ai = (Ai1, A

i
2, ..., A

i
M), ~bi =

(
F

(i)
1 , F

(i)
2 , ..., F

(i)
M

)
, i,m, n = 1, 2, ..., N .

Los datos dados en (1.11) han sido utilizados para encontrar los coeficientes de V
(i)

2

en (3.1) hasta (N−2)
2

. Los elementos de las matrices y vectores dados antes contienen estos
coeficientes. Cuando εmin se supone suficientemente pequeño y εmax suficientemente grande,
el problema de optimización (3.61)-(3.63) se transforma en un problema de optimización sin
restricciones. Se puede verificar que el gradiente del funcional en (3.61) está dado por

2
{

(F ∗i Fi +D∗D +N∗N) ~ai −
(
D∗~bi +N∗~ci

)}
; (3.64)

donde el ı́ndice superior ∗ denota a la matriz transpuesta.
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Como la matriz F ∗i Fi +D∗D+N∗N es definida positiva, excepto en el caso poco común
cuando los determinantes de Fi, D y N son simultáneamente cero, entonces generalmente
(3.64) tiene solución única donde el funcional (3.61) alcanza su mı́nimo global.

En la quinta etapa, después de calcular los coeficientes de Aik, por medio de la solución del
problema (3.61)-(3.63), ε1(z) puede ser obtenido a partir de (2.28) y para cada i = 1, 2, ..., N
tenemos

ε
(i)
1 (z) =

ε2
π

∣∣∣∣ ∫|ξ|=R1

∂V
(i)
2

∂n1
(ξ)∇ξ ln |z − ξ|dsξ

∣∣∣∣
|∇V (i)

1 (z)|
. (3.65)

Ahora, podemos definir

ε1(z) =
N∑
i=1

αiε
(i)
1 (z); (3.66)

donde los números αi son elegidos a partir de las condiciones 0 ≤ αi ≤ 1 ,
∑N

i=1 αi = 1.∑N
i=1 αiε

(i)
1 (z) es la combinación convexa de ε

(i)
1 que mejor aproxima a los datos expe-

rimentales. Una manera sencilla de recuperar a ε1 es tomando αi = 1
N

, i = 1, 2, ..., N en
(3.66).

Si tenemos la partición (Wk)
M̃
k=1 de |z| < R1, entonces la expresión (3.66) puede ser

utilizada para obtener un valor promedio εk1 de ε1(z) para cada elemento de la partición.
Es posible comprobar que podemos tomar M = M̃ e igual al máximo número de elemen-

tos de una partición en la cual cada componente Wk es tal que el instrumento usado para
medir las capacitancias mutuas puede detectar el cambio de εk1 en Wk.
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Conclusiones

En esta tesis se presentó un método alternativo de solución para el problema inverso
de TCE para flujos bifásicos, el cual es un problema que tiene aplicaciones importantes en
el área de ingenieŕıa llamada tomograf́ıa de procesos, este método pretende ser una buena
alternativa que mejore en tiempo y exactitud a los métodos tradicionales de solución del
mismo problema de TCE, por ejemplo algunos métodos son iterativos y en su método de
solución el problema directo debe ser resuelto en cada iteración, mientras que en el método
propuesto la mayoŕıa de los cálculos se realizan sólo una vez, como resultado se obtiene un
algoritmo no iterativo.

La forma de la función ψ
(i)
θ0

(θ) se puede modificar, ya que su forma depende del voltaje
inducido en el electrodo i-ésimo. En este caso el algoritmo de solución propuesto continúa
siendo válido.

Entre los posibles trabajos que se pueden realizar a futuro estan los siguientes:
La implementación numérica del método propuesto.
Saber si se pueden utilizar otro tipo de espacios diferentes a los espacios de Sobolev donde

se pueda plantear la solución del problema.

Buscar otras formas para aproximar a las funciones ψ
(i)
θ0

(θ), V
(i)
k ,

∂V
(i)
k

∂ ~nk
k = 1, 2, 3 y por

lo tanto a ε1. En este sentido, establecer criterios para obtener el valor n(δ) de la ecuación
3.18.

Aplicar el algoritmo propuesto para casos particulares de la distribución de la permiti-
vidad y, en esos casos, obtener la cantidad necesaria del número de mediciones que hacen
falta para resolver el problema inverso.
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Apéndice A

Espacios de Sobolev.

Los siguientes conceptos se utilizan a lo largo de la tesis y pueden consultarse de manera
detallada en [17], [18], [19], [20] y [21].

A.1. Derivada débil o generalizada

Antes de definir a los espacios de Sobolev, definiremos el concepto de derivada débil.

Definición A.1 Supongamos que u, v ∈ L1
loc(U), U ⊂ Rn, U abierto y que α es un mul-

tíındice. Diremos que v es la α-ésima derivada débil de u y la denotaremos como Dαu = v
si satisface la siguiente igualdad:∫

U

uDαφdx = (−1)|α|
∫
U

vφdx

para cualquier función test φ ∈ C∞c (U). Donde α = (α1, ..., αn) es un multi-́ındice de orden
k = α1 + α2 + · · ·+ αn = |α|.

Proposición A.1 ( Unicidad de las derivadas débiles ). Una α-ésima derivada débil de u,
si existe, entonces es única casi en todas partes (o equivalentemente es única excepto en un
conjunto de medida cero ).

Demostración: Suponga que existen v y ṽ ∈ L1
loc(U) que satisfacen la igualdad∫

U

uDαφdx = (−1)|α|
∫
U

vφdx = (−1)|α|
∫
U

ṽφdx,

para toda función φ ∈ C∞c (U). Entonces∫
U

(v − ṽ)φdx = 0

para toda función φ ∈ C∞c (U); de donde v− ṽ = 0 casi en todas partes. Lo cual implica que
v = ṽ.
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A.1.1. Propiedades elementales de las derivadas débiles

Teorema. A1 (Propiedades de las derivadas débiles)
Si u, v ∈ W k,p(U), |α| ≤ k. Entonces
(i) Dαu ∈ W k−|α|,p(U) y Dα(Dβu) = Dβ(Dαu) = Dα+βu para cualesquiera multi-́ındices

α, β con |α|+ |β| ≤ k.
(ii) Para cualesquiera λ, µ ∈ R, λu + µv ∈ W k,p(U) y Dα(λu + µv) = λDαu + µDαv,

|α| ≤ k.
(iii) Si V es un subconjunto abierto de U , entonces u ∈ W k,p(V ).

A.2. Definición de espacios de Sobolev

Sea 1 ≤ p ≤ ∞ y sea k un entero no negativo, U ⊂ Rn, U abierto. Definiremos ciertos
espacios de funciones, cuyos elementos tienen derivadas débiles de varios ordenes incluidas
en varios espacios Lp.

Definición A.2 El espacio de Sobolev W k,p(U) consiste de todas las funciones localmente
sumables u : U → R tales que para cada multi-́ındice α con |α| ≤ k, Dαu existe en el sentido
débil y pertenece a Lp(U).

Y se denotan de la siguiente manera:

W k,p(U) = {u ∈ Lp(U) : Dαu ∈ Lp(U), para toda α tal que |α| ≤ k}

De la misma manera

W k,p
loc (U) = {u ∈ Lploc(U) : Dαu ∈ Lploc(U), para toda α tal que |α| ≤ k}

Definición A.3 Espacio de Sobolev en el conjunto (0, 2π).
Para r ≥ 0, el espacio de Sobolev Hr(0, 2π) de orden r se define como el conjunto:

Hr(0, 2π) =

{∑
k∈Z

ak exp(ikt) :
∑
k∈Z

(1 + k2)r|ak|2 <∞

}
Donde

ak =
1

2π

∫ 2π

0

f(s) exp(−iks)ds, k ∈ Z, f(s) ∈ L2(0, 2π).

Notar que H0(0, 2π) = L2(0, 2π).

Teorema. A2 El espacio de Sobolev Hr(0, 2π) es un espacio de Hilbert con el producto
interno definido por:

〈x, y〉Hr :=
∑
k∈Z

(1 + k2)rakbk
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donde:

x(t) =
∑
k∈Z

ak exp(ikt) y y(t) =
∑
k∈Z

bk exp(ikt)

La norma en Hr(0, 2π) está dada por:

‖x‖Hr =

(∑
k∈Z

(1 + k2)r|ak|2
) 1

2

Definición A.4 Para r ≥ 0, se denota por H−r(0, 2π) al espacio dual de Hr(0, 2π), es decir
el espacio de todas las funcionales lineales y acotadas sobre Hr(0, 2π)

Teorema. A3 Para r > s, Hr(0, 2π) es un subespacio denso de Hs(0, 2π). El operador
inclusión de Hr(0, 2π) en Hs(0, 2π) es compacto.

Observaciones
En el caso particular en que k = 0, se tiene

W 0,p(U) = Lp(U) =

{
u : U ⊂ Rn → R :

(∫
U

|u|p
) 1

p

<∞

}
.

Si k = 1

W 1,p(U) =

{
u ∈ Lp(U) :

∂u

∂xi
∈ Lp(U), para toda 1 ≤ i ≤ n

}
.

Si k = 2

W 2,p(U) =

{
u ∈ Lp(U) :

∂u

∂xi
∈ Lp(U),

∂2u

∂xi∂xj
∈ Lp(U), para toda 1 ≤ i ≤ n

}
.

El caso p = 2, es un caso importante ya que la norma ‖u‖Wk,2(U) procede del producto
escalar

〈u, v〉Hk(U) =
∑
|α|≤k

〈Dαu,Dαv〉L2(U) .

Notación: Se acostumbra escribir

Hk(U) = W k,2(U) k = 0, 1, 2, ...

La letraH se usa debido a queHk(U) es un espacio de Hilbert. Notar queH0(U) = L2(U).

Definición A.5 Si u ∈ W k,p(U), se define su norma como el número

‖u‖Wk,p(U) :=


( ∑
|α|≤k

∫
U
|Dαu|pdx

) 1
p

, si 1 ≤ p <∞;∑
|α|≤k

maxU |Dαu|, si p =∞.
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Definición A.6 (i) Sean {um}∞m=1, u ∈ W k,p(U). Diremos que um converge a u en W k,p(U),
y se escribirá

um → u en W k,p(U) siempre que

ĺım
m→∞

‖um − u‖Wk,p(U) = 0.

(ii)Escribiremos
um → u en W k,p

loc (U),

para indicar que
um → u en W k,p(V ),

para cada V ⊂ U

Definición A.7 Se define la clausura del conjunto C∞c (U) en W k,p(U) como el conjunto
W k,p

0 (U).

De esta forma u ∈ W k,p
0 (U) si y solamente si existen funciones um ∈ C∞c (U) tales que

um → u en W k,p(U). Interpretaremos al conjunto W k,p
0 (U) como el conjunto formado por

aquellas funciones u ∈ W k,p(U) tales que

Dαu = 0 en ∂U para toda |α| ≤ k − 1.

Notación Se acostumbra escribir Hk
0 (U) = W k,2

0 (U).
Observación : Si n = 1 y U es un intervalo abierto en R, entonces u ∈ W 1,p(U) si

y solamente si u es igual, casi en todas partes a una función absolutamente continua cuya
derivada ordinaria (la cual existe casi en todas partes) pertenece a Lp(U). Tal caracterización
es solamente para n = 1. En general una función puede pertenecer a un espacio de Sobolev
y ser discontinua, no acotada o ambas cosas a la vez.

Teorema A.1 Los espacios de Sobolev satisfacen las siguientes proposiciones.
Sea U un abierto tal que U ⊂ Rn ; 0 ≤ k y 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces:

1.- W k,p(U) es un espacio de Banach, además si p = 2 entonces
W k,2(U) = Hk(U) es un espacio de Hilbert.

2.- W k,p(U) es un espacio separable si 1 ≤ p <∞

Definición A.8 Un espacio X se dice que es separable si contiene un subconjunto D nume-
rable y denso en X, esto es: D = X

3.- W k,p(U) es un espacio reflexivo si 1 < p <∞

Definición A.9 Se dice que un espacio X es reflexivo, si existe un isomorfismo isométrico
entre X y X∗∗, es decir diremos que X es reflexivo si es isométricamente isomorfo a su doble
dual.
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4.- Si k < l entonces W l,p(U) ⊂ W k,p(U)

Observación Si k = 0 se acostumbra escribir W 0,p(U) = Lp(U) y entonces de acuerdo
a la proposición (4) del teorema anterior, se cumple lo siguiente:

Para 0 ≤ k W k,p(U) ⊆ W o,p(U) = Lp(U)

Las demostraciones estan basadas en gran medida en las propiedades de los espacios
Lp(U) Por ejemplo para probar que W k,p(U) es reflexivo se debe hallar un isomorfismo
isométrico entre Lp(U) y (Lp(U))∗∗ el cual al restringirlo al subespacio W k,p(U) también sea
isomorfismo isométrico entre W k,p(U) y

(
W k,p(U)

)∗∗
Definición A.10 Identidades de Green en R2:

Sea D una superficie de R2 con frontera Γ contenida en un abierto U . Sean u, v funciones
de clase C2 definidas en U . Se verifica,

∫
D

v∆udS +

∫
D

〈gradu, gradv〉dS =

∫
Γ

v
du

d~n
ds,∫

D

(v∆u− u∆v)dS =

∫
Γ

v
du

d~n
ds−

∫
Γ

u
dv

d~n
ds,∫

D

∆udS =

∫
Γ

du

d~n
ds.

Donde du
d~n

= D~nu = 〈gradu, ~n〉 es la derivada normal de u a lo largo del vector unitario
~n normal a S.

Definición A.11 Función de Green para el problema de Dirichlet para la ecua-
ción de Laplace en el disco de radio a.

Mediante el método de las imagenes en un disco de radio a, centrado en el origen del
sistema de coordenadas polares, tomando los puntos interiores M(r, ϕ) y A(%, ψ) y el punto
C(a, ϕ) en la circunferencia del disco.

G(r, ϕ, %, ψ) =
1

4π
ln

(
a4 − 2a2r% cos(ϕ− ψ) + r2%2

a2(r2 − 2r% cos(ϕ− ψ) + %2)

)

Sea r la transformación restricción tal que

r : C∞(Ω) −→ C∞(∂Ω)

u −→ u|∂Ω.
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Teorema. A4 La transformación restricción r se extiende a una transformación acotada y
sobreyectiva R tal que:

R : H t(Ω) −→ H t− 1
2 (∂Ω) ∀ t >

1

2
.

El núcleo de la transformación restricción R es el conjunto H1
0 (Ω) ∩H t(Ω). Más aún la

transformación R tiene transformación inversa derecha la cual es acotada, es decir, dada
cualquier f ∈ H t− 1

2 (∂Ω) existe un elemento u ∈ H t(Ω) tal que Ru = f , y

‖ u ‖ |Ht(Ω) ≤ C ‖ f ‖ |
Ht− 1

2

.
Donde H t

0(Ω) = C∞0 (Ω) con la norma de H t(Ω).
Es esencial que t > 1

2
ya que no hay una extensión continua correspondiente a t ≤ 1

2
.

En el caso particular t = 1 se tiene el siguiente resultado.

Teorema. A5 Teorema de la traza:
El operador traza τ tiene una extensión a un operador acotado de H1(Ω) hacia H

1
2 (∂Ω),

donde H
1
2 (∂Ω) se identifica con el espacio de Sobolev H

1
2 (0, 2π) de funciones periódicas (ver

definición A.3).

τ : H1(Ω) −→ H
1
2 (∂Ω)

τ es sobreyectiva y además posee inversa por la derecha, es decir existe un operador lineal
acotado E tal que:

E : H
1
2 (∂Ω) −→ H1(Ω)

y que cumple τ oE = I en H
1
2 (∂Ω), es decir E es inversa por la derecha de τ .

Teorema. A6 Sea Γ un subconjunto abierto no vaćıo de ∂Ω. Existe una constante
C = C(Ω,Γ) tal que ∀ u ∈ H1(Ω)

‖u‖2
L2(Ω) ≤ C

(
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ ‖Ru‖2
L2(∂Ω)

)
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Teorema de representación de Riesz (o teorema de representación para espacios de Hil-
bert).

Teorema. A7 Sea H un espacio de Hilbert con producto interno < ·, · >H ; entonces la
transformación de H hacia su espacio dual H∗, definida por

GH : H −→ H∗

f −→ GHf =< ·, f >H

Es un isomorfismo.

Teorema. A8 La transformación

F : H1(Ω) −→ H−1(Ω)×H
1
2 (∂Ω)

u −→ F(u) =

(
Lεu

Ru

)
Es un isomorfismo. Esto es, para cualesquiera F ∈ H−1(Ω) y f ∈ H

1
2 (∂Ω) existe una

única u ∈ H1(Ω) tal que

F(u) =

(
F

f

)
Esta solución u satisface la desigualdad

‖u‖H1(Ω) ≤ C
(
‖F‖H−1(Ω) + ‖f‖

H
1
2 (∂Ω)

)
donde H−1(Ω) es el espacio dual de H1

0 (Ω).
A la función u se le llama la solución débil del problema de Dirichlet.

Definición A.12 La transformación Dirichlet-Neumann se define de la siguiente manera.

Λε : H
1
2 (∂Ω) −→ H−

1
2 (∂Ω)

f −→ Λεf = (ε∇u) · ~n|∂Ω = ε
∂u

∂~n

∣∣∣∣
∂Ω

donde ~n denota el vector unitario normal exterior a ∂Ω.

Teorema. A9 Si Suponemos que ε ∈ C1(Ω). Entonces la transformación Dirichlet-
Neumann, Λε, se extiende a una transformación acotada

Λε : H
1
2 (∂Ω) −→ H−

1
2 (∂Ω)

.
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Definición A.13 Se define el valor principal de una función f(x) la cual tiene una singu-
laridad real x0 ∈ R como:

v.p.

∫ +∞

−∞
f(x)dx := ĺım

ε→0+

∫ x0−ε

−∞
f(x)dx+ ĺım

ε→0+

∫ +∞

x0+ε

f(x)dx

en caso de que dicho ĺımite exista.

Teorema. A10 Valor Principal de una función definida en C.
Sea f : Ω −→ C una función anaĺıtica en un dominio abierto Ω, donde:

{z ∈ C/Imz ≥ 0} − {z1, z2, . . . , zn} ⊆ Ω

y z1, z2, . . . , zn son singularidades de f , ubicadas en el eje real y todas son polos simples.
Si existen constantes R > 0, c > 0 y a > 1, tales que:

|f(z)| ≤ c

|z|a
para Imz ≥ 0 y |z| ≥ R,

entonces el valor principal de Cauchy de f(x) denotado por v.p.
∫ +∞
−∞ f(x)dx existe, y su

valor esta dado por la siguiente fórmula de residuos.

v.p.

∫ +∞

−∞
f(x)dx = 2πi

∑
Imzj>0

res(f ; zj) + πi
∑

Imzj=0

res(f ; zj), j = 1, 2, . . . , n

Definición A.14 Residuo de una función f(z)
Supongamos que f(z) es una función anaĺıtica definida en una vecindad de z0 ∈ C ( no

necesariamente en z0) con expansión en serie de Laurent.

f(z) =
+∞∑

n=−∞

anz
n, 0 < |z| < r

Se define el residuo de f(z) ( más correctamente de la forma diferencial compleja f(z)dz)
como el coeficiente de 1

z
en la serie de Laurent de f(z), es decir:

res(f(z)dz; z0) = res(f(z); z0) :=
1

2πi

∮
Γ

f(z)dz = a−1

donde Γ denota cualquier curva cerrada simple, la cual rodea a z0 en sentido positivo, y
donde no hay otra singularidad de f(z) dentro y sobre la curva Γ.
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Mc Graw Hill, (2006).

[14] John R. Reitz, Frederick J. Milford, Robert W. Christy Fundamentos de la Teoŕıa
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