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Espacios con distancias no simétricas

Resumen

En los espacios asimétricos la distan-
cia entre dos puntos tiene orientacién, es
decir, la distancia de A a B, puede diferir
de la distancia de B a A. En forma similar,
en un espacio normado asimétrico, la
norma o magnitud de un vector v puede
no coincidir con la norma del vector -v

En este trabajo exploramos algunas
de las consecuencias de este cambio y
establecemos resultados topolégicos bdsi-
cos para estos espacios, damos algunas
de las definiciones y resultados principales
sobre espacios cuasi-semimétricos y semi-
normados asimétricamente, ilustrando con
ejemplos el comportamiento topolégico
de éstos. Entre los resultados importantes
que se presentan estdn: la caracterizacién
de las bolas con respecto a la semimétrica
ps, generada por la cuasisemimétrica
p, asi como la caracterizacién de la to-
pologia generada por p®, en funcién de
las topologias generadas por p y p. Los
ejemplos de espacios normados asimé-
tricamente que se dan aqui ilustran de
manera gréfica las bolas con respecto a
p, p*y p mostrando la relacién entre ellas.
Esta es un drea de estudio en vigoroso
desarrollo, pues el andlisis funcional asi-
métrico no ha sido llevado adn hasta los
limites que ha llegado en el caso simé-
trico, tarea pendiente y necesaria dadas
las aplicaciones que ya han encontrado
en algunas dreas como el andlisis de
complejidad de algoritmos y en teoria de
aproximacién, por citar sélo dos de ellas.
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Abstract

In asymmetric spaces the distance
between two points has orientation, i.e.,
the distance from point A to point B
may differ from the distance from point
B to point A. Similarly, in an asymmetric
normed space, the norm or magnitude of
a vector v may not coincide with the norm
of the vector -v.

In this paper we explore some con-
sequences of this change, establish basic
topological outcomes for these spaces,
and give some definitions and main out-
comes on asymmetric quasi-semimetric
spaces and semi-normed spaces, provid-
ing examples of their topological behavior.
Among the important results shown here
are the following: the characterization of
the balls with respect to the semimetric p*
generated by the quasi-semimetric p, as
well as the characterization of the topol-
ogy generated by p* as a function of the
topologies generated by p and p. The
examples of asymmetric normed spaces
given here graphically illustrate the balls
with respect to p, p*y p showing the rela-
tionship between them. This area of study
is developing vigorously, since asymmetric
functional analysis still has yet to reach the
limits aftained by the symmetric case. This
is a necessary task, given the applications
that have been found in areas such as the
analysis of the complexity of algorithms
and in approximation theory, to cite two
examples.

Résumé

Dans les espaces asymétriques la
distance entre 2 points a une orientation,
c'est-a-dire, que la distance de A & B peut
étre différente de celle de B a A. De la
méme maniére, dans un espace normé
asymétrique, la norme ou magnitude d'un
vecteur peut ne pas coincider avec la
norme du vecteur -.

Dans ce travail, nous explorons
certaines des conséquences de ce chan-
gement et nous éfablissons des résultats
topologiques de base pour ces espaces.
Nous donnons également quelques dé-
finitions ainsi que les principaux résultats
sur les espaces quasi-semi-méfriques et
semi-normés asymétriquement, en illus-
trant avec des exemples le comportement
topologique de ces derniers. Parmi les
résultats importants présentés, on a: la
caractérisation des boules en rapport
a la semi-métrique p* générée par la
quasi-semi-métrique p ainsi que la carac-
térisation de la topologie générée par p*
en fonction des topologies générées par
py p. Les exemples d’espaces normés
asymétriquement donnés ici illustrent de
maniére graphique les boules en relation
ap, p°y p et la relation entre celles-ci.
C’est un domaine d’études en plein essor,
vu que "analyse fonctionnelle asymétrique
n'a pas encore atteint les limites atteintes
par I'analyse symétrique. Le travail reste
a faire et il est nécessaire étant données
les applications dans certains domaines
comme |'analyse de la complexité des
algorithmes et la théorie d’approximation,
pour ne citer que 2 d’entre elles.
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Introduccion

Es ampliamente conocida la relevancia de los espa-
cios métricos y de los espacios normados en dife-
rentes areas de las matematicas. Con una métrica
formalizamos y generalizamos nuestra idea de distan-
cia entre dos puntos o dos elementos de un conjunto.
El concepto de norma hace lo propio con respecto a
la magnitud o tamario de un vector. También sabemos
que puede definirse una métrica partiendo de la nor-
ma de un espacio. De modo que estos objetos estan
intimamente relacionados. En trabajos recientes se
ha abordado el estudio de espacios méas generales,
donde se prescinde de la condicién de simetria.

Las distancias no simétricas (o asimétricas) fueron
ya consideradas por Hausdorff en su libro sobre Teoria
de Conjuntos (Hausdorff, 2005). En (Kiinzi, 2001), se
menciona que existi6 mucho progreso en espacios
cuasi-uniformes entre los anos 1966 y 1982. Este es
justamente el periodo en que diferentes autores dan
los primeros pasos en aproximacioén asimétrica. Sin
embargo, motivados no sélo por las aplicaciones en
la Teoria de Aproximacioén, sino también en Ciencias
de la Computacién, especificamente en Analisis de
Complejidad de Algoritmos, asi como por el propio
interés tedrico, existen hoy en dia muchos trabajos so-
bre espacios normados asimétricamente, asi como en
los méas generales espacios cuasi-métricos (también
llamados espacios pseudométricos).

Los primeros trabajos sobre normas asimétricas
fueron tempranamente esbozados por Krein y des-
pués utilizados por él y Nudelman en (Krein y Nu-
delman, 1973), donde se pueden encontrar algunas
referencias importantes. Las ideas de Krein fueron
seguidas en varios trabajos sobre aproximaciéon con
peso sensible al signo por matematicos rusos, por
ejemplo (Simonov, 2003).

El estudio sistematico de las propiedades de los
espacios lineales normados asimétricamente se inicié
de manera mas general y abstracta, con los trabajos
de Romaguera, de la Universidad Politécnica de Valen-
cia (Romaguera, 2000), asi como de sus colaborado-
res en la misma universidad y en otras universidades
de Espana: Alegre, Ferrer, Garcia Raffi, Sdnchez Pérez,
Sanchez Alvarez, Sanchis y Valero, entre otros. Algunos
de los trabajos de los investigadores mencionados
se citan en (Alegre, 2009), (Alegre, Ferrando, Garcia
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y Sanchez, 2008) y (Mayor y Valero, 2010), donde se
puede seguir la evolucién de algunos de los resultados
obtenidos en los ultimos anos.

Un trabajo un poco mas reciente y extenso sobre
espacios cuasi-métricos, normados asimétricamente
y uniformes es realizado por Cobzas (2010), donde la
presentacion sigue las ideas de la teoria de espacios
normados (topologia, operadores lineales continuos,
funcionales lineales continuos, dualidad, geometria
de espacios normados asimétricamente, operadores
compactos, etc.), ahora con un enfoque asimétrico,
enfatizando similitudes, pero también las diferencias
que surgen por la carencia de simetria. Muchos de
los resultados obtenidos para el caso asimétrico se
enmarcan en la teoria de los espacios bitopoldgicos
(Kelly, 1963).

Definicion 1.1 Sea X un conjunto no vacio, a una
aplicacién
p X x X — R que cumple que para cualesquiera x,y,z
eX:
a) p(x,y) =0y p(x,x)=0
b) p(xy)=p(x,2)+p(zy)
se le llama cuasi-semimétrica sobre X.
Si ademas se tiene
) p(xy)=p(y,x)=0
implica que x=y, entonces a p se le llama una cuasi-
métrica.
Cuando se cumplen a), b) y
d) p(xy)=p(y,x)
a p se le llama una semimétrica.
El par (X,p) recibe el nombre de espacio cuasi-semi-
métrico y espacio cuasi-métrico, respectivamente.
Ejemplos 1:
Sea R el conjunto de los niimeros reales, definamos
las aplicaciones:
p;RXR—R,i=1,2, mediante
D op(xy)=
k>0, x>y
y
i) p, (x,y)=max{y-x,0}.
No es dificil probar que p, y p, cumplen con los incisos

y-x,XSy{

a) y b) de la definicién 1.1, méas atn, para i=1,2, p,
(x,y)=p, (y,x)=0 s6lo ocurre cuando x=y; asi, tanto
p, COmMO p, son cuasi-métricas.

Ensayos



Dada una cuasi-semimétrica p sobre un conjunto X,
siempre es posible construir otra cuasi-semimétrica
p definida por

pY)=p(y.x) (1.1

a la cual se le conoce como cuasi-semimétrica con-
jugada de p. A partir de p y p se define la semimétrica
p® mediante

p* (x,y)=max{p(x,y), p(x,y)} (1.2)

Note que p es una cuasi-métrica siy s6lo si p®es una
métrica. En efecto, si p es una cuasi-métrica 'y

0=p* (x,y)=max{p(x,y),p(x,y)},

esto implica que p(x,y) =p(y,x)=0, luego x=y. Se tiene
entonces que p* (x,y)=0siy so6lo si x=y, asi p*esuna
métrica. Reciprocamente, supongamos que p* (X,y)
es una meétrica y que p(x,y)=p(y,x)=0, entonces p*
(x,y)=0, de donde x=y, luego, p es una cuasi-métrica.

Definicién 1.2 Sea X un espacio lineal. Una apli-
cacion p:X—R tal que para cualesquiera x,y, z€ X,y
a=0 cumple

a) p(ax)=a p(x)

b) px+y)= p(x)+p(y)
se le llama seminorma asimétrica sobre X. Si ademas
de las propiedades a) y b), se verifica

¢) p(x)=p(-x)=0 implica que

x=0,
entonces a p se le conoce como norma asimétrica.
A un espacio lineal dotado de una seminorma asimé-
trica se le llama espacio seminormado asimétrica-
mente y en el caso de que p sea norma asimétrica,
espacio normado asimétricamente.

Dada una seminorma asimétrica p, siempre es posible
definir una cuasi-semimétrica p, mediante
p, (y)=p (y-x).

Como en el caso de cuasi-semimétricas, se pue-
de definir p, la seminorma asimétrica conjugada
de p por p (x)=p(-x). De igual forma, se define p*
()=max{p(x),p(x)}.

Dado un espacio cuasi-semimétrico (X,p), para x € X,

r>0 se define la bola abierta con centro en x y radio r
Bp ()={yeX:plxy)<r},

y la bola cerrada

Bp [xr]={y €X: p(x,y)<r}.

Se dice que un subconjunto G de X es abierto respec-
to a p o que es p- abierto, si para cada x € G, existe
r>0 tal que Bp (x,r) CG.

Espacios con distancias no simétricas

Un subconjunto C de X es cerrado respecto a p (p-
cerrado), si es complemento de algun p - abierto.

Proposiciéon 1.1: En un espacio cuasi-semimé-
trico (X,p), toda bola abierta Bp (x,r) es un conjunto
p-abierto.

Demostracion:
Basta con mostrar que para caday € Bp(x,r), existe un
namero real 7’ tal que Bp ,r )EBp (x,r).
Seany€B (x,n)y
r=r-p(x,y)>0.
Paraz € Bp (y,r’), se tiene que p(x,2) <p(x,y)+p(y,2)
<plxy)+r
=pey)+r-p(xy)=r,
porlo que z€B_ (x,r)y asi
B (yr')cB, (xr).m

Proposicion 1.2: En un espacio cuasi-semimétrico
(X,p), toda bola B [x,r] es un conjunto p - cerrado.
Demostracion:

Probemos que X - Bp [x,r] es p-abierto. Para esto, sea
yEXB, [xr]ysea r=p(x,y)+r>0,
paraz € B_(y,) se cumple p(x,2) =p(x,y)-p(zy)
=p(x,y)-p(y,2)
>p(xy)-r’
=p(x,y)-p(x,y)+r=r,
luego, Bﬁ y,r)c X-Bp [xr]. m

En un espacio cuasi-semimétrico (X,p), pueden defi-
nirse las topologias T,V T correspondientes a las
cuasi-semimétricas p, p y p%, respectivamente. Si G
es un p-abierto entonces para cada x € X, existe r>0,
tal que Bp (x,r) € G, pero como p(x,y)<p® (x,y), se
tiene que Bps (x,r) c Bp (x,r) € G. Asi, G es también p*-
abierto, esto es, T es mas fina que T,. Andlogamente
puede verse también que t * es mas fina que T,.

Proposiciéon 1.3: Sea (X,p) un espacio cuasi-
semimétrico, para cualquier x € X, se cumple que BPS
x,r) =B, ) n B (x,0).

Demostracion:

En efecto, siy € Bps (x,r), entonces

p* (xy)=max{p(x,y),p(x,y)} <ry por tanto,

BpS xy c Bp xnn B‘3 (x,r). Ahora, siy € Bp ()N B‘3
(x,r) se tiene que p(x,r), p(x,r)<r, luego p* (x,y)<r, y
asiy € BpS (x,r). Con lo anterior,
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Bp ) n B‘i (x,r)=Bps (x,r). De ambas contenciones
tenemos la igualdad.m

Mas aun, tenemos la siguiente:

Proposicion 1.4: Sea p una cuasi-semimétrica en
X. Si T,,T,y T’ son las topologias respectivas inducidas
por p, py p’, entonces t *es la minima topologia que
contiene a T,UT,, estoes,

=(, Ut )=n{utgutct
donde T representa una topologia de X.
Demostracion: Una de las contenciones es clara,
dado que T,T, S T’ entonces T U T S T°y por tanto
(‘rp Ut )y S T,
Ahora, si Bps (xr) e rps entonces por los argumentos
que anteceden al enunciado de esta proposicion,
B* (x,1) =B, xnn B, (x,r) € (t,ut,)
y por tanto (BpS (x,r)) € (‘rp uT, ), de modo que

S —
T, —(TPUTﬁ).I

Ejemplos 2:

i) Sea X={a,b,c} definamos

p:XxX—[0,+ ) por

p(b,a)=0, p(a,b)=p(b,c)

=p(c,b)=p(c,a)
=pla,c)=1,

Claramente p es una cuasi métrica, y

B (anN={X, r>1

{a}, r=l,
B, b)={X, r>1

{ab}, r<1,
B, (enN={X, r>1

{c}, r=1l.

De modo que,

T, ={0.X{a} {c}{ab}{ac}},

T,=1{0.X,{b},{c}{a,c} bty

T, ={(@X{a}{c}{b},
fab}fact{be})l.

Esta tltima es precisamente la topologia discreta de X.

ii) Sila aplicacion p:R—R esta dada por
py)={(x, x=y
1, x>y,
las bolas abiertas son de la forma:
B, (x)={(lx, x+r), r<l
(-o0,x+1), r=1,

B‘3 x0={0cr,xH, r<l
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(x-r,+®), r=I.
Con esto ultimo las bolas abiertas de p* son:
B, (x0)={({x},

(x-rx+r), r=1

Como se ve, T, es la topologia de la linea de Sorgen-

r<l1

frey, mientras que TS es la topologia discreta en el
conjunto de los nimeros reales.

iii) Enii) de los ejemplos 1, las bolas abiertas son de
la forma

Bp (x,r)=(-, x+r) mientras que B‘i ;) =(x-r, +),
luego

BpS o) =0¢r, x+r).

Aqui la topologia 1 ® es la topologia inducida por la
métrica del valor absoluto.

iv) En el plano, el funcional
p:R™2—R

p(x,y)=max{y-x,y+x,0}, es una norma asimétrica ya

dado por

que si A=0,
pA(x,y))=max{\y-AxAy+Ax,0}
=Amax{y-x,y+x,0} =Ap(x,y)

Ademas, siu=(x,y) y v=(a,b), entonces
p(u+v)
=max{y+b-x-a,y+b+x+a,0}
=max{y-x+b-a,y+x+a+b,0}
s=max{y-x,y+x,0}
+max{b-a,b+a,0}
=p)+p ().
Con esto, p es una seminorma asimétrica. Ademas, si
px.y)=p(x,"y)=0,
entonces y+x=0=y-x,
luego x=0=y, porlo que p esuna norma asimétrica.
En este ejemplo,
B, ((0,0),)={Cey):y-xx+y<r},
mientras que
B‘3 (0,00, =1{(xy):x-y,x-y<r}.

Geométricamente

Fig. 1B, ((0,0),r)
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Fig. 2 B, ((0,0).)

De donde
B, ((0,0),)={(xy): lyx],|x+y| <r}

Fig. 3B ((0,0),)

v) En el conjunto M, - (R) de
matrices de tamafio mxn con componentes reales,
definimos
M. (R)—R mediante
p(A) =max{Al.j,0}.
Mostremos que p es una norma asimétrica. Para a=0,
tenemos:
plaA)=max i, {aA;0}
=a (max),; {A,,0} =ap(A).

Ahora, siA,BeM_ - (R), entonces
p(A)+p(B)=max,; {A;0}

+ (max)ij {B,.I.,O}

> (max)l.d,{ (A+B)

=p(A+B)
Por ltimo, si p(A)=p(-A)=0,
obtenemos
0= (max)iJ{Al.j,O} ZA,;
y
0= (max)ij{-A,j,O} > 'A,j
de lo anterior, A=0.

0}

i

Un caso particular de este ejemplo lo tenemos con

p:R*>—>R, definida por p(x,y)=max{x,y,0}. Aqui las
bolas abiertas centradas en el origen son de la forma:
Bp ((0,0),)={(x,y):x<r, y<r}, mientras que

B, ((0,0),)={y): Fx,y>-r}.

Asi,

Espacios con distancias no simétricas

B ((0,00,N={(x,y): r<x,y<r}.
Nétese que p* es la norma del supremo en R%
Geométricamente:

Fig.4 B, ((0,0).r)

0

Fig. 5 B, ((0,0),)

0

Fig. 6 B* ((0,0),)

vi) Consideremos al conjunto de las funciones conti-
nuas definidas en el intervalo [a,b]SR. Definimos el
funcional p:Cla,b] >R mediante

p(H)=max {f(x),0}.

asx<b

En este caso,
p(H=max {-f(x),0}.

asx<b

y
B, (f)={g:g(x) <f(x)+r},
Blj (fr)={g:f(x)-r<g(x)}.

Geométricamente, las bolas abiertas son ahora:
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Fig. 9B* (f;)

vii) Sea

X={{x_}el :>" _ x, /25 =0}

definamos p(x)=sup,{x,,0}. Es facil ver que p es una
norma asimétrica.

Si X es un espacio con una semimétrica d y a su
vez con una cuasi- semimétrica p, entonces se puede
probar facilmente que d+p es también una cuasi-
semimétrica, mas aun, si p es una cuasi-métrica, d+p
es una cuasi-métrica; esta es una forma de generar
mas cuasi-métricas en X. En efecto, sea p,=d+p,
entonces es claro que para cualesquiera x, y, z € X.
p, (Y)=0y p, (x,x)=0. Ademas,

Pt y)=d(x,y) +p(x,y)
=d(x,z2)+d(z,y)+px,2)+p(z,y)
=p, ,2)+p, ,2)
Finalmente, si
po (Y =p, (y,¥)=0,
entonces
d(xy)+p(xy)
=d(y,x)+p(yx)=0,
de donde p(x,y)=p(y,x)=0, lo cual implica que x=y.
Mas aun, es facil ver qué p *=d+p°.
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Conclusiones:

Partiendo de los espacios semimétricos y de los es-
pacios seminormados que se estudian en los cursos
basicos de un programa de Matemadticas, se ve que al
no exigir la propiedad de simetria en una distancia, los
espacios resultantes tienen caracteristicas diferentes
en su estructura topoldgica, a estos espacios se les ha
llamado espacios cuasi-semimétricos y seminorma-
dos asimétricamente, respectivamente; esto abre toda
una gama de posibilidades para trasladar y comparar
conceptos y resultados que se tienen en los espacios
con simetria.

En este trabajo se han dado las definiciones y
conceptos basicos de los espacios cuasi-métricos y
seminormados asimétricos, los cuales son una gene-
ralizacién de los espacios semimétricos y los espacios
seminormados, respectivamente. También se han
establecido algunas de sus propiedades topoldgicas,
ademas se dieron varios ejemplos de espacios intere-
santes e ilustrativos junto con las gréaficas de las bolas
correspondientes a las distintas topologias generadas.
Se mostré como a partir de un espacio carente de la
propiedad de simetria puede derivarse otro que si la
tiene y que tiene una topologia mas fina. A partir de
una norma conocida ||*||, se determiné una norma asi-
métrica p tal que p*=||-||. Este campo es muy extenso y
aqui solo se han delineado algunos resultados basicos
y algunos ejemplos @)

Este trabajo fue parcialmente financiado por PRO-
MEP, proyecto UTM-EXB-025.
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