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académicos y personales, que fueron fundamentales para mi desarrollo personal.

A mis grandes amigos de la familia Sandoval Luna, que me consideraron parte de su
familia y me abrieron las puertas de su casa desde que me conocieron, y que me apoyaron
en varios aspectos de mi vida.

v



vi

Un especial agradecimiento a Selene, que me apoyó en la carrera, maestŕıa y doctorado.
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ya que sin este apoyo no hubiera sido posible mi estad́ıa en el doctorado.



Resumen

El presente trabajo de tesis trata sobre el desarrollo de un control distribuido mediante
una comunicación aśıncrona disparada por eventos aplicado al problema de consenso y forma-
ción en el plano de un grupo de robots móviles tipo péndulo invertido (RMPI). Se presenta el
modelo matemático no lineal de los RMPI que incluye la dinámica de los actuadores cuando
solo se desplaza en linea recta y en el plano, aśı como el modelo lineal alrededor de un punto
de operación en ambos casos. De ah́ı, mediante la parametrización diferencial proporcionada
a través de la salida plana, se propone una ley de control distribuida tipo descentralizada, y
se desarrolla un algoritmo disparado por eventos que permite decidir si es necesario que el
agente i-ésimo comunique su estado a sus vecinos. La estrategia propuesta resuelve el proble-
ma de consenso en su configuración ĺıder-seguidor. La topoloǵıa de comunicación se basa en
grafos direccionados y fuertemente conectados. Simulaciones computacionales y resultados
experimentales y validan la capacidad de la estrategia propuesta.
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3.24. Enerǵıa consumida en la comunicación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.25. Datos obtenidos transmitidos por el RMPI y datos obtenidos por el sistema
Optitrack. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.1. Diagrama de cuerpo libre del RMPI. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.2. Respuesta de los estados x1,x3,x5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.3. Comportamiento del RMPI en las coordenadas x y y. . . . . . . . . . . . . . 84

4.4. Comportamiento de los controles y la perturbación aplicada al péndulo. . . . 85
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Caṕıtulo 1

Introducción

El desarrollo que ha tenido en los últimos años la robótica ha resaltado la importancia
del uso de sistemas autónomos móviles en aplicaciones como la automatización, tareas de re-
conocimiento, supervisión de zonas de desastre, el transporte de cargas industriales, etc. Sin
embargo, en algunos casos el uso de un solo robot autónomo no resuelve una tarea en común
de manera eficiente o resulta con un costo elevado. Recientemente se ha optado por resolver
dichas aplicaciones con varios robots, lo cual resulta en ocasiones una solución mas eficiente
y más económica. El presente trabajo se enfoca en la investigación de nuevas estrategias de
control para la cooperación entre un conjunto de robots. Se muestra un estudio relacionado
con los controles que han sido aplicados a los robots móviles. Además, se muestra un es-
tudio de los diferentes trabajos realizados para obtener el control cooperativo de sistemas
multiagentes, aśı como las ventajas y desventajas de las diferentes topoloǵıas utilizadas.

1.1. Estado del arte

Dentro de las ramas que comprende la robótica se encuentran los denominados robots
manipuladores y la robótica móvil. Los robots manipuladores tuvieron sus oŕıgenes en la
robótica industrial, en la mayoŕıa de los casos cuando se habla de un robot industrial hacen
referencia a un robot manipulador [1]. Es por esto que la mayoŕıa de los libros de robótica
abarcan temas exclusivamente sobre los robots manipuladores. Sin embargo, desde los años
ochenta y noventa del siglo pasado, los llamados robots móviles han ido tomando gran im-
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

portancia. A diferencia de los robots manipuladores, los robots móviles se caracterizan por
no estar sujetos o fijos, es decir, pueden desplazarse por la tierra, en el agua o incluso volar
libremente. Los aspectos más relevantes de la robótica móvil son los que están relacionados
con el desplazamiento autónomo o navegación del robot.
La robótica móvil tiene como meta principal lograr que el robot sea cada vez más indepen-
diente del operador, de modo que el operador sólo realice tareas de supervisión del comporta-
miento normal del robot, efectuar ajustes y correcciones [2]. Aśı pues, la problemática de un
robot móvil es la navegación e interacción con el entorno, es decir, encontrar una trayectoria
desde un punto de inicio a un objetivo basándose en sensores, planeación y control [3].

Figura 1.1: Robots móviles de dos
ruedas de autobalanceo

La mayoŕıa de los robots móviles terrestres usan
tres o más ruedas, debido a que éstos por su natura-
leza resultan ser estables, aún sin tener control sobre
ellos. Sin embargo, están limitados en su movilidad
para desplazarse en un ambiente humano. Un robot
de dos ruedas proporciona una movilidad excelente, ya
que puede realizar movimientos rápidos y suaves, tales
como girar instantáneamente sobre su propio eje [4]. A
pesar de ello, este tipo de sistemas son de naturaleza
inestable, ya que son sistemas subactuados , es decir,
tiene menos actuadores que grados de libertad [5]. Es-
te tipo de robots corresponden al principio del péndulo
invertido, el cual es un problema clásico en la teoŕıa de
control de sistemas sub-actuados. Los robots de dos
ruedas auto-balanceables contienen un sistema iner-
cial, el cual permite monitorear posición, velocidad y
aceleración, para poder implementar técnicas de con-
trol que estabilicen a este tipo de robots (ver Figura
1.1). Dicho sistema inercial es la base para diferentes
aplicaciones tales como robots móviles aéreos, subma-
rinos, sistemas anti-sismos, entre otros, donde la tarea
radica en estabilizar la posición del sistema inercial.
El péndulo invertido sobre base móvil es uno de los
sistemas más conocidos y estudiados por la comuni-
dad de robótica y control automático, ya que además
de ser un sistema no lineal es un sistema subactuado y con restricciones holónomas [6,7]. Por
lo anterior, el péndulo invertido sobre base móvil representa un gran reto para los investiga-
dores pasando desde los diferentes enfoques para la obtención de un modelo matemático, la
identificación de parámetros, hasta la aplicación de diferentes técnicas de control y observa-
ción, dando lugar al desarrollo de nuevos e innovadores veh́ıculos conocidos como RMPI los
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cuales constituyen un desaf́ıo para la teoŕıa e ingenieŕıa de control [8–10] y una inspiración
para cient́ıficos y tecnólogos [11–13]. La movilidad urbana es un tópico de interés actual y
en ese sentido los RMPI están jugando un papel muy importante, [14].

De ah́ı, surge el interés por lograr la construcción de un robot auto-balanceable de menor
costo que sirva para el transporte personal [15–22], aśı como de tamaño a escala que sirva
para implementar diferentes técnicas de control [23–27].

Figura 1.2: Segway
Transporte Personal

En el caso particular de [15] y [16] en Australia, lograron la
construcción de un robot móvil auto-balanceable de dos ruedas,
al que llamaron ”EDGAR CAR” capaz de transportar a una per-
sona, se inspiraron en diseñar y construir un robot móvil que tu-
viera caracteŕısticas similares a las del Segway Personal Transpor-
ter (Segway PT) (ver Figura 1.2) , reduciendo el costo del móvil,
mejorando el rendimiento de la enerǵıa e implementaron diferentes
tipos de controladores con la ayuda de un giroscopio. Otro estu-
dio realizado a este tipo de robot es el trabajo presentado por Umar
Draz et al. [19], donde muestran el diseño, construcción y control del
robot, aśı como el análisis de deflexión del material cuando el móvil
está sujeto a una carga de 200 N, implementando el controlador en
un dispositivo ATMega16.

En el 2014 en China, Muhammad et al. [20], presentaron un
trabajo relacionado con la fabricación y modelación de un robot
móvil de dos ruedas usando el principio de estabilidad dinámica.

Aplicaron un controlador clásico Proporcional Integral Derivativo (PID) para estabilizar
la postura del veh́ıculo de auto-balanceo. Para la tracción eléctrica del robot utilizaron
motores Brushless DC Machine (BDCM), controlaron el sentido de giro mediante un inversor
trifásico y determinaron la posición del rotor mediante sensores de efecto Hall integrados en
la estructura del motor.

En el 2019 en México, Curiel et al. [28] presentaron el diseño, construcción y control
para el veh́ıculo eléctrico de dos ruedas de auto-balanceo. Este control se calcula a través
de la propiedad de planitud diferencial del sistema (controlabilidad). De ah́ı, la salida plana
calculada linealiza al sistema entrada-salida alrededor del punto de operación del veh́ıculo,
el cual se mide a través de un inclinómetro. A conocimiento del autor, este trabajo es uno
de los pocos que se basan en la propiedad de planitud diferencial para el veh́ıculo eléctrico
de dos ruedas de auto-balanceo.
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Como se mencionó anteriormente, se han estado implementando diversos métodos y técni-
cas de control para mejorar la estabilidad de este tipo de robot tales como controles clásicos
Proporcional Integral (PI), Proporcional Derivativo (PD), PID [15–20,22, 23, 25, 26], Técni-
cas Modernas de Control [9], Espacio de Estados [11], [26], Control Adaptable [29], Control
Óptimo (Linear Quadratic Regulator (LQR)) [23], aśı como la implementación de técnicas de
control en el módulo NXTway-GS de LEGO Ltd. [23–25,27]. Aprovechando los recursos del
módulo, tal como: motores, sensores (ultrasónicos, de color, inclinómetro, magnetómetro) y
comunicación Bluetooth, se consiguen mejoras importantes para el perfeccionamiento en la
unidad de control, para el auto-balanceo y sentido de giro.

Por otro lado, en la década pasada la comunidad de robótica y control enfocó su atención
en el control de un conjunto o red de veh́ıculos que permitan desarrollar tareas de manera
grupal y colaborativa, permitiendo de esta manera cumplir funciones que seŕıa imposible
llevar a cabo de manera individual, [30–32]. Cuando se considera el control de forma grupal
de tales veh́ıculos, cada uno de estos veh́ıculos es considerado un agente y el control de los
mismos se suscribe en el marco de trabajo más general del control de Sistemas Multiagentes
(SMA), [33] o redes de sistemas robóticos, [34]. Un problema de control cooperativo de
mucho interés es el consenso. De manera general, consenso significa llegar a un acuerdo
respecto a una cantidad o un punto de interés y depende del estado de cada uno de los
agentes implicados. Un algoritmo o protocolo de consenso es una interacción que especif́ıca
la manera en que la información debe ser intercambiada entre un agente y sus vecinos, los
cuales a su vez están contenidos en la red e interconectados mediante una cierta topoloǵıa
de comunicación. Las estrategias de control cooperativo distribuido o descentralizado para
el consenso de SMA han generado especial atención ya que proveen una solución atractiva
al control de sistemas de gran escala, tanto en términos de complejidad en la formulación
del problema, como en términos de la carga computacional requerida, [35].

Los sistemas robóticos grupales surgen de la observación del comportamiento social de
los animales, tales como los peces, hormigas, aves, entre otros (ver Figura 1.3). Una apli-
cación importante del problema de consenso es lograr la formación de un grupo de robots,
debido al comportamiento coordinado que esto requiere. Se han realizado estudios sobre di-
versos enfoques de algoritmos para el control de formaciones, tales como ĺıder-seguidor, por
comportamiento, ĺıder virtual y teoŕıa de grafos, etc. [36].

Existen dos principales clasificaciones para las arquitecturas de control, centralizada y
descentralizada (ver Figura1.4). La arquitectura centralizada supone que cada miembro
de la red tiene la capacidad de comunicarse con una ubicación central o enviar información
a través de una red completamente conectada. Sin embargo, el esquema centralizado puede
resultar con algunas complicaciones, requiriendo la interrupción del sistema completo cuando
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(a) (b) (c)

Figura 1.3: El movimiento colectivo de los animales depende del comportamiento individual
de cada unos de los miembros y es diferente para las diferentes especies: a) Cardumen
respondiendo a un depredador. b) Parvada de patos en migración. c) Manada de Ñus en
migración.

ocurre una falla en cualquier punto de la red, de tal manera que los sistemas no se adaptan
con eficiencia a los cambios del ambiente. Por otro lado, en un esquema descentralizado cada
uno de los integrantes de la red contienen su propio control, lo que hace que se comporten
como agentes autónomos. El control descentralizado se puede clasificar como distribuido, el
término distribuido se refiere a que cada agente contiene su propio control, los agentes pueden
ser homogéneos o heterogéneos. El jerárquico donde se presenta un orden de importancia
en los niveles de control de los agentes permitiendo la existencia de un ĺıder, quien impondrá
señales de referencia deseados para que los demás agentes generen sus acciones de control [37].

La idea fundamental del control de consenso es que cada agente determine su entrada de
control basada en los estados de sus vecinos locales, de tal manera que los estados de todos
los agentes converjan a un mismo valor. En los últimos años, se han presentado diversos
resultados interesantes para resolver el problema de consenso en diferentes tipos de dinámicas
de agentes y para diferentes tipos de tareas. A continuación se comentan algunos de estos
trabajos.

En 1995 Vicsek et al. [38] proponen un modelo de tiempo discreto simple de agentes
autónomos (como puntos o part́ıculas) que se mueven todos en un mismo plano con la
misma velocidad, pero con diferentes estados de posición. Los estados de cada agente se
actualizan utilizando una regla local basada en el promedio de las posiciones de sus ”ve-
cinos”más su propia posición. Demuestran que la regla del vecino más cercano que están
estudiando, puede causar que todos los agentes eventualmente se muevan en la misma direc-
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Figura 1.4: Esquemas de arquitecturas de control

ción, a pesar de la ausencia de la coordinación centralizada y a pesar de que cada conjunto
de vecinos más cercanos cambien con el tiempo a medida que el sistema evoluciona [39]. En
el 2003 Jadbabaie et al. [39], usan herramientas de la teoŕıa del grafo algebraico para dar una
explicación teórica del comportamiento de consenso, observado en los sistemas de part́ıculas
reportados en el trabajo de Vicsek [38]. Dos años mas tarde, Moreau [40] propone un enfoque
de Lyapunov para tratar el problema del consenso con enlaces de comunicación unidireccio-
nales dependientes del tiempo. Los trabajos antes mencionados pueden considerarse como
referencias clave que marcaron el camino para los avances en el concepto de consenso de los
sistemas en red.

Existen dos problemáticas principales que se estudian en los algoritmos de consenso: sin
liderazgo, es el que se refiere a que no existe un ĺıder en la red y con liderazgo, el cual se refiere
a que existe un ĺıder que indica un estado deseado para los agentes que componen la red. En
los últimos años, se han presentado estudios en problemas de consenso bajo una topoloǵıa de
red fija y una topoloǵıa de red cambiante, en presencia o falta de retrasos de comunicación,
con flujo de información de red dirigida y no dirigida. Estas suposiciones son presentadas en
los trabajos de Olfati [41], Ren [42] y Murray [43] por mencionar algunos. Cabe mencionar
que en la mayoŕıa de los trabajos citados se centran en agentes con dinámicas de primer
orden o de segundo orden. Los trabajos recientes de consenso para sistemas dinámicos de
primer orden ampĺıan más los resultados considerando ajustes más generales. Por ejemplo en
el 2013, Terelius et al. [44] estudian el control de consenso para un sistema multiagente con un
nodo defectuoso. En el mismo año Hu et al. [45] investigan un problema de consenso grupal
con transmisiones discontinuas de información entre diferentes grupos de agentes dinámicos.
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Por otro lado, el problema de consenso también se ha estudiado para sistemas de segun-
do orden que permiten utilizar dinámicas más complicadas. A diferencia de los sistemas de
primer orden, los sistemas de segundo orden pueden fallar a pesar de utilizar una topoloǵıa
de grafo dirigido [46]. En [47] y [48] hacen un estudio de las condiciones suficientes que se
deben cumplir para conseguir el consenso en un sistema de segundo orden. En los últimos
años se han presentado algunos trabajos relacionados con sistemas de dinámica de segundo
orden, por ejemplo [49–54]. De ah́ı, se observa que los algoritmos de consenso, revisados para
el caso de los agentes dinámicos no lineales, no son sencillos, y en la literatura publicada
existen pocos trabajos que tratan este problema. Prestando particular atención a los siste-
mas robóticos, se ha estudiado el problema de consenso en sistemas multi-robot mediante la
topoloǵıa ĺıder-seguidor. De ah́ı, en el 2004 Rodŕıguez [55], propone un control por retroali-
mentación cuando sólo se dispone de mediciones de posición y un conjunto de observadores
no lineales. En el 2011 Nuño et al. [56], consideran los retardos de tiempo constantes y ellos
proponen un controlador adaptable. Del mismo autor, dos años posteriores Nuño et al. [57]
y [58] presentan una solución para el caso de una red que no cuente con un ĺıder, mediante
controladores clásicos del tipo proporcional y proporcional derivativo.

La mayoŕıa de las obras publicadas sobre el control de consenso de sistemas multiagentes
se centran en sistemas lineales con dinámicas de primer orden y de segundo orden, y en
lo que se refiere al control por consenso basado en agentes con dinámica no lineal existen
pocos trabajos publicados. Una razón podŕıa ser la dificultad de implementar los métodos
clásicos de control de consenso aplicados en sistemas lineales a sistemas no lineales, debido
a la existencia de incertidumbres paramétricas en los modelos.

En el 2009, Khoo S. et. al. [59] realizan el seguimiento de tiempo finito de un siste-
ma multi-robot utilizando un control por modos deslizantes. Configuran la red mediante la
teoŕıa de grafos y demuestran la estabilidad del controlador propuesto mediante la teoŕıa de
Lyapunov. De manera similar en el 2015, Bin Lei et. al. [60] se basan en la teoŕıa de grafos
con una topoloǵıa de control descentralizado proponiendo un algoritmo de control para el
consenso de un enjambre de 5 robots. Demostraron la estabilidad del algoritmo mediante el
criterio de estabilidad de Lyapunov considerando restricciones de entrada. Muestran resul-
tados de simulación del algoritmo propuesto para el problema de formación. En el mismo
año Ahmad Baranzadeh [61] consideran un control descentralizado para coordinación de
movimiento en un grupo de 5 robots móviles, tal que los robots eventualmente se mueven en
un patrón geométrico dado desde una posición inicial evitando obstáculos sobre sus rutas.
Utilizan la teoŕıa de grafos considerando que cada robot usa la información proporcionada
de sus vecinos más cercanos. Justifican el desempeño de su algoritmo de control propuesto
mediante resultados de simulación. Otro trabajo interesante es el presentado en el 2016 por
Ching-Chih Tsai [62], donde utilizan la teoŕıa de grafos con una topoloǵıa ĺıder-seguidor,
obteniendo un control de consenso con la cual lograron la formación de 4 drones evitan-
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do colisiones y obstáculos. Mediante resultados de simulación verifican que las técnicas de
control por modos deslizantes y Lyapunov consiguen el control de la formación.

Si bien los trabajos mencionados resuelven el problema de consenso, no consideran posi-
bles problemas en la comunicación entre los agentes debido a su implementación en simula-
ción.

Por otro lado, existen trabajos que se han dado a la tarea de implementar de forma
experimental este tipo de algoritmos de consenso. Tal es el caso del trabajo presentado por
Joshua Cook et. al. [63], donde presentan un control cooperativo mediante estimación de
estados para el control de la formación basada en visión de robots móviles. Donde cada
robot sólo puede medir parte de la información del estado relativo, mientras que el resto
de la información es medida mediante los otros robots. Cada robot fue equipado con una
computadora y una cámara abordo, para realizar una formación triangular.

Algunas de las aplicaciones de este tipo de control ha sido en sistemas de transporte de
cargas a través de varios robots. Por ejemplo, Gustavo Montemayor [64] realiza un control
colaborativo descentralizado con el objetivo de transportar una carga mediante múltiples
robots. Utiliza un control PD y se basan en el criterio de estabilidad de Lyapunov. Mues-
tra resultados a nivel simulación con tres brazos robóticos, y también muestra resultados
experimentales con dos brazos robóticos.

En México también se está comenzando a atacar el problema de consenso, tal es el
caso del trabajo presentado por Argel Vega [65], donde él desarrolla un control cooperativo
para la formación de 3 robots móviles aéreos, utilizando la teoŕıa de grafos y la técnica de
control disparado por eventos, donde se logra resolver un problema de consenso. Utiliza un
sistema de captura de movimiento de la firma VICON, que consiste en un sistema de 12
cámaras infrarrojas, que proporciona la posición de cada agente mediante un algoritmo de
procesamiento de imágenes. Obtiene resultados satisfactorios a nivel experimental.

También en México, Soledad Ramı́rez [37] desarrolló un control disparado por eventos
para estabilizar el valor del consenso promedio de las condiciones iniciales, para un sistema
multiagente de robots móviles (3,0). Utilizó la teoŕıa de grafos y una topoloǵıa de control
centralizada. Obtuvo resultados a nivel simulación.

Como se puede apreciar, los SMA están equipados con sistemas de cómputo embebidos,
actuadores mecánicos, sensores, sistemas de comunicación, entre otros, y con una capacidad
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de enerǵıa limitada. En algunas aplicaciones el excesivo consumo de enerǵıa y cómputo
podŕıan hacer que el sistema no realice la tarea de manera satisfactoria. Interesados en
solucionar este problema, investigadores en el área de sistemas multiagentes han planteado
resolver el problema directamente en el diseño del control, esto con la finalidad de mejorar
el desempeño de los sistemas embebidos utilizados en las redes multiagentes permitiendo un
aprovechamiento racional y coordinado de los recursos disponibles de la red. De esta manera,
los recursos energéticos limitados de los agentes se pueden ahorrar en gran medida y la vida
operativa de los SMA se puede extender [66].

Dentro de este enfoque, algunos trabajos han abordado el manejo adecuado de los recursos
de cómputo y comunicación, mediante comunicación basada en eventos también llamadas
disparados por eventos o muestreo de Lesbesgue. Con dicho paradigma la información se
transmite sólo cuando es absolutamente necesario, es decir, cuando la dinámica del sistema
cambia, i.e cuando ocurre algún evento. Recientemente, ha incrementado la popularidad
de las estrategias de control basadas en eventos aplicados a los sistemas formados en red,
especialmente debido a su caracteŕıstica aperiódica que permite que la señal de control sea
actualizada de forma aśıncrona, [67,68]. Un excelente panorama al control basado en eventos
se da en, [69]. La idea central se basa en la actualización del control únicamente cuando
existe un evento, en lugar de realizarse de forma periódica. El evento ocurre si se satisface
una condición predefinida, llamada función de evento y la cual está directamente relacionada
con la salida del sistema, con los estados o con la evolución de una función de Lyapunov
de Control asociada el sistema [70–72]. Es aśı como en el contexto del control distribuido,
el esquema de control basado en eventos representa una alternativa para reducir el ancho
de banda de la comunicación, el uso de recursos computacionales y de hardware en la red
multiagente.

Numerosos trabajos han estudiado y desarrollado algoritmos de control con el enfoque
basado en eventos, orientados hacia el consenso, formación o sincronización de sistemas
dinámicos lineales y no lineales. En [73] se aborda el problema de consenso para un sistema
multiagente y donde el agente es representado por un integrador simple. La topoloǵıa de
comunicación es representada por un grafo no dirigido. Dicho trabajo se extiende en [74], al
caso de control de consenso promedio mediante una comunicación entre agentes disparada
por eventos y donde los agentes se representan como el integrador y el doble integrador.
En [75–77] se presenta el problema de consenso para SMA con dinámica lineal y usando
topoloǵıa de comunicación mediante grafos dirigidos. El problema de formación de SMA en
red a través de un mecanismo de comunicación basado en eventos que permite reducir la
transmisión de datos entre los agentes mediante funciones de evento dinámicas se estudia
en [78]. Como se puede notar, el común denominador de estas estrategias de control se
basa en optimizar el funcionamiento de los SMA mediante el uso eficiente de los canales de
comunicación. La principal diferencia entre ellos es el diseño de la condición o función de
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evento.

1.2. Planteamiento del problema

Como se vio al inicio de la sección, el uso de sistemas robóticos de dos ruedas de auto-
balanceo permiten una movilidad de 360 grados, debido a que es un sistema omnidireccional
terrestre el cual puede girar sobre su propio eje. Además, es práctico en espacios pequeños,
ya que utiliza solo dos motores lo que implica un consumo de baja potencia, en comparación
con sistemas de 4 motores, contribuyendo a la eficiencia energética.
A pesar del gran avance realizado en el control de sistemas tipo péndulo invertido ( [15]-
[27]), se investigó y analizó que son pocos los trabajos que se enfocan en técnicas de control
basadas en planitud diferencial (ver [28,79]). Esto debido a la complejidad del sistema RMPI,
siendo un sistema altamente no lineal de tipo sub-actuado de Múltiples Entradas y Múltiples
Salidas (MEMS) o del inglés Multiple-input Multiple-output (MIMO).

Por otro lado, recientemente, se ha reportado en la literatura, algunos trabajos sobre
algoritmos de consenso aplicados en diferentes sistemas, tales como robots móviles aéreos,
terrestres, brazos robóticos, entre otros [36–48, 51–54, 54–58, 60–65, 80], donde una de las
aplicaciones más importantes que se les ha dado es la formación de patrones. En la mayoŕıa
de estos sistemas multiagentes se utilizan sistemas autónomos equipados con actuadores,
sensores, sistemas de cómputo embebidos y sistemas energéticos. Si consideramos que en
los diferentes esquemas multiagentes, cada agente debe medir su estado, transmitirlo a sus
vecinos y actualizar la señal de control de manera continua o por un tiempo de muestreo
establecido, las leyes de control podŕıan llegar a ser poco practicas en diferentes aplicaciones
por el excesivo consumo de enerǵıa o poca autonomı́a. Es por lo anterior que es deseable
diseñar esquemas de control multiagente, tal que el consumo de enerǵıa producido por la
comunicación entre los agentes sea reducida de manera significativa.

Existe un número importante de trabajos que utilizan la teoŕıa de grafos para caracterizar
la topoloǵıa de comunicación entre los agentes, lo cual permite definir la matriz Laplaciana
la cual es usada para el análisis de estabilidad v́ıa el formalismo en el sentido de Lyapunov.
Además, en la mayoŕıa de los trabajos presentados no se ha aplicado el enfoque de control
cooperativo para la formación de múltiples RMPI. Esto debido a la dificultad que existe en
controlar tanto el desplazamiento de cada uno de los robots, como el de la correcta postura
de cada uno de ellos. Uno de los trabajos donde se ha comenzado a resolver el problema de
consenso, donde se emplean sistemas RMPI es en [81], en este trabajo se realiza un control
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cooperativo tipo ĺıder seguidor virtual para la formación de dos robots móviles de dos ruedas
y un RMPI, mediante un control Backstepping y un control por modos deslizantes. Si bien
es cierto que la metodoloǵıa propuesta realiza la formación de los robots, solo se preocupa
por la postura de uno de ellos.

Bajo este marco de referencia, este trabajo plantea diseñar e implementar de forma
experimental un algoritmo descentralizado de consenso, para un grupo de robots móviles de
auto-balanceo de dos ruedas denominados RMPI bajo un esquema de control basado en la
propiedad de planitud diferencial, o que es lo mismo, para sistemas diferencialmente planos.
Además, con la necesidad de reducir el consumo de energético en la etapa de comunicación,
se apoyará del principio del esquema de control disparado por eventos.

1.2.1. Aportaciones

El presente trabajo se enfoca en el diseño de una estrategia de control de auto-balanceo
y un control distribuido con comunicación activada por eventos, para el consenso de un
conjunto de RMPI. El objetivo es estabilizar la postura de cada RMPI y realizar el consenso
de la posición en el sistema de referencia del móvil, tal que todos los agentes converjan a la
dinámica impuesta por un ĺıder. Para ello se consideran las ecuaciones de movimiento de los
RMPI, las cuales incluyen la dinámica de los actuadores, esto con la finalidad de que la ley
de control resultante esté en función del voltaje que debe ser aplicado a cada actuador. La
linealización de dichas ecuaciones alrededor del punto de equilibrio, permiten explotar las
propiedades de planitud diferencial de los RMPI ( [82]).
Aśı entonces, y a diferencia de los trabajos generalmente reportados donde los controladores
tipo PID o LQR son aplicados, la planitud diferencial nos permite reparametrizar al sistema
mediante su salida plana, de tal forma que el sistema RMPI se transforma en una cadena
de integradores de cuarto orden [83] y sexto orden [84], incorporando de esta manera a los
sistemas RMPI en los sistemas multiagentes. Esto representa una de nuestras aportaciones
a esta área de la robótica.

La estrategia propuesta generaliza el trabajo de [74] al caso general de sistemas con
dinámica lineal, con comunicación entre agentes mediante una topoloǵıa expresada por grafos
dirigidos y resuelve el problema de consenso con ĺıder de manera natural para el grupo de
RMPI [85]. Esto representa otro importante aporte a esta área.

Los productos de investigación que resultaron de las aportaciones antes mencionadas,
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publicados en congresos y revistas, son los siguientes:

J.F. Guerrero-Castellanos, A. Osorio-Orduña, O.D. Ramı́rez-Cárdenas, J. Linares-
Flores, G. Curiel-Olivares and A.M. Garcia-de-Dionisio, G. Mino-Aguilar, V. Gonzáles-
Dı́az,H. Sira-Ramı́rez y M. Contreras-Ordaz, M., ”Estimación y control de la postura
del veh́ıculo de auto balanceo: LoboMixci”, Congreso Mexicano de Robótica, Mazatlán,
Sinaloa 2017.

O.D. Ramı́rez-Cárdenas, J.F. Guerrero-Castellanos, J. Linares-Flores, y S. Durand,
”Control distribuido aśıncrono de múltiples robots tipo péndulo invertido v́ıa una estra-
tegia basada en eventos”, Congreso Nacional de Control Automático, San Luis Potośı
2018.

O. Ramı́rez Cárdenas, J. Guerrero-Castellanos, y J. Linares-Flores, “Control de for-
mación de múltiples robots móviles de auto-balanceo v́ıa una comunicación disparada
por eventos,” Congreso Nacional de Control Automático, Puebla, 2019.

O.D. Ramı́rez-Cárdenas, J.F. Guerrero-Castellanos, J. Linares-Flores, S. Durand, y
W.F. Guerrero-Sánchez, ”Control descentralizado basado en eventos para el consenso
de múltiples robots tipo péndulo invertido en el esquema ĺıder-seguidor; Decentrali-
zed event-based leader-following consensus for a group of two-wheeled self-balancing
robots”, Revista Iberoamericana de Automática e Informática industrial, 2019.

1.3. Justificación

Actualmente una de las problemáticas a las que se enfrenta la robótica móvil es resolver
problemas en los cuales la participación de un sólo robot especializado, no es suficiente para
resolver el problema, o resulta ser muy costoso en términos de diseño, control y tiempo. Por
ejemplo el transporte de objetos pesados, el manejo de material peligroso, la exploración
de un entorno, sistemas militares (formación de vuelo, vigilancia, reconocimiento, ataque
y encuentro cooperativo, búsqueda y rescate) por mencionar algunos, al dividir las tareas
entre varios robots el trabajo se realiza de una manera más rápida y eficiente [30, 46, 86].
Una de las ramas que ha llamado la atención de los investigadores en el área, es la de
realizar formaciones con una red de robots para llevar a cabo las diferentes tareas antes
mencionadas. En la literatura se mencionan diversos métodos para resolver el problema de
formación de robots, donde se destacan tres principales estructuras: ĺıder-seguidor [87, 88],
por comportamiento [86,89–91], ĺıder virtual o estructura virtual [92–94].
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Una red de robots es un sistema multi-robot interconectado. Esta interconexión es mo-
delada por la teoŕıa de grafos, donde cada robot está representado por un nodo y el flujo de
información entre robots está representado por un borde.

Se ha visto que en los últimos años, el uso de algoritmos de control cooperativo han
enfocado su atención a los sistema robóticos móviles. Además, en este trabajo de tesis, se
introducen conceptos de planitud diferencial al control cooperativo dando como resultado
una variante para resolver la interacción entre sistemas con dinámica de orden superior, de
una manera sencilla. Se propone utilizar una configuración de comunicación descentralizada
entre los agentes. Aśı, cada agente tomará las decisiones basadas en la información de los
otros agentes y no de un controlador central. De esta forma, el sistema será robusto ante
perturbaciones y falla de un controlador central.

1.4. Hipótesis

Basado en la propiedad de planitud diferencial (sistemas diferencialmente planos) y un
esquema de comunicación disparado por eventos, se puede realizar un control cooperativo para
un conjunto de N robots de auto-balanceo de dos ruedas, que permita realizar formaciones
en el plano horizontal de los robots, todo ello asumiendo un ambiente controlado (plano
horizontal, sin pendientes ni obstáculos).

1.5. Objetivos

El objetivo principal del trabajo es realizar un control de auto-balanceo, desplazamiento
y formación de múltiples RMPI en el plano, utilizando la propiedad de planitud diferencial
del sistema en combinación con una función de evento y un algoritmo de consenso. La función
de evento diseñada está en función de la dinámica de los agentes y decide cuando el agente
transmite su información a los vecinos con los que existe comunicación, mientras que el
algoritmo de consenso se encarga del consentimiento de todos los robots para llevar acabo
su formación pre-espećıficada.

Objetivo general
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Implementar un control para la formación de un conjunto de N robots de tipo sub-
actuado de auto-balanceo, basándose en la propiedad de planitud diferencial y donde
la comunicación entre los robots se lleva a cabo mediante una estrategia disparada por
eventos

Objetivos particulares

Obtener el módelo cinemático y dinámico del robot sub-actuado.

Diseñar un algoritmo de control para la estabilización (regulación) de la postura del
robot sub-actuado.

Diseñar un algoritmo de control descentralizado para la formación de un conjunto de
robots auto-balanceados.

Evaluar en tiempo real el desempeño de los algoritmos desarrollados bajo un ambiente
controlado.

1.6. Organización de la tesis

El trabajo de tesis se enfoca al estudio de los sistemas RMPI el cual está representado
mediante un sistema de cuarto orden y sexto orden. Se propone la incorporación de la
propiedad de planitud diferencial a los esquemas de control distribuido, la cual usa una
comunicación aśıncrona donde el sistema multiagente puede ser controlado reduciendo el
consumo energético en la comunicación.

En el caṕıtulo 2 se estudian los fundamentos teóricos de la técnica de control basada en
planitud diferencial y los sistemas de control colaborativos. Además, se realiza una intro-
ducción acerca de la teoŕıa de grafos, la cual ayuda a comprender como está interconectada
la red de comunicación. Se presenta también conceptos básicos sobre el control basado en
eventos, el cual es utilizado en este trabajo para la comunicación entre agentes. En el caṕıtulo
3 se desarrolla el modelo del robot móvil de autobalanceo de dos ruedas autónomo, con la
restricción de solo desplazarse a lo largo de un solo eje del plano horizontal, lo que resulta en
un sistema de cuarto orden. El caṕıtulo 4, extiende los resultados obtenidos en el caṕıtulo
3 al permitir que el RMPI pueda desplazarse de manera autónoma en el plano. Lo anterior
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resulta en un sistema de sexto orden MIMO. Finalmente, las conclusiones y perspectivas de
todo el trabajo se establecen en el caṕıtulo 5.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos Teóricos

En este caṕıtulo se exponen los fundamentos teóricos que se toman como base para rea-
lizar este trabajo de investigación. Se introducen conceptos básicos sobre la teoŕıa de grafos,
la cual se utiliza en los sistemas multiagentes para representar la topoloǵıa de comunicación
entre los agentes. Después se abordan los conceptos del control de sistemas multiagentes y
el problema de consenso para los sistemas dinámicos descritos en la forma de integradores
simples e integradores dobles y los criterios necesarios que se deben de cumplir. Además,
se presentan conceptos del control basado en planitud diferencial para sistemas MIMO. Por
último, se presenta el paradigma de control disparado por eventos, y la forma de ser utilizado
para la comunicación y el control de sistemas multiagentes.

2.1. Teoŕıa de Grafos

Como se tratará en la siguiente sección, en sistemas de control cooperativos un factor
importante es la manera en que cada agente esta relacionado con demás miembros de la red
y en particular con sus vecinos. Por esta razón, se recurre a la teoŕıa de grafos para visualizar
de manera clara el comportamiento y flujo de información entre los agentes de un sistema
colaborativo. La conexión que existe entre los elementos se identifica mediante ĺıneas, con
flechas para representar la dirección de la comunicación, las ĺıneas son denominadas bordes
mientras que los elementos se les conoce como vértices. Aśı pues, empecemos por definir que
es un grafo.

17
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Figura 2.1: Grafo fuertemente conectado y balanceado

Definición 1 (Grafo1) Un grafo G se define como un par de conjuntos (V , E), donde V
es un conjunto finito de puntos V (G) = {v1, ..., vN}, siendo N un conjunto de elementos
llamados nodos o vértices y E es un conjunto finito de aristas, bordes o enlaces eij cada uno
de los cuales une pares ordenados de vértices. A las aristas se les puede asignar un valor o
peso wij (ver Figura 2.1).

Figura 2.2: Grafo dirigido
balanceado

Figura 2.3: Grafo no dirigi-
do

Si (vi, vj) ∈ E =⇒ (vj, vi) ∈ E, ∀i, j entonces se dice que el
grafo es no dirigido o bidireccional. De otra forma, se le llama
un grafo dirigido. Una flecha con vértice vi y vértice vj como
cabeza representa a un borde (vi, vj) que está entrando con
respecto a vj y está saliendo con respecto a vi. El grado de
entrada de un vértice v ∈ G es el número de bordes que tienen
su vértice como cabeza. El grado de salida de un vértice v ∈ G
es el número de bordes que tienen su vértice como cola. Si el
grado de entrada equivale al grado de salida para todos los
vértices v ∈ G, entonces se dice que el grafo es balanceado.
Una trayectoria de longitud r en un grafo dirigido es una se-
cuencia v0, ..., vr de r+ 1 vértices distintos tales que para cada
i ∈ {0, ..., r + 1}, (vi, vi+1) es un borde. Una trayectoria débil
es una secuencia v0, ..., vr+1 de r+1 vértices distintos tales que
para cada i ∈ {0, ..., r − 1}, (vi, vi+1) o (vi+1, vi) es un borde.
Un grafo dirigido está fuertemente conectado si dos vértices
cualquiera pueden ser unidos por una trayectoria y está débil-
mente conectado si dos vértices cualquiera pueden ser unidos
por una trayectoria débil. En base a las definiciones descritas
con anterioridad, se puede describir un grafo dirigido balan-
ceado como aquel en el que los bordes están dirigidos en cierta
dirección y a su vez que el número de bordes que entran en cada vértice es igual al que sale



2.1. TEORÍA DE GRAFOS 19

como el que se ejemplifica en la Figura 2.2, mientras que si es balanceado por naturaleza,
ya que las relaciones entre pares de vértices es simétrica se considera grafo no dirigido como
el de la Figura 2.3, en ocasiones se suele evitar flechas para representar este tipo de grafos.
Por otro lado en la figura 2.1 se muestra un grafo fuertemente conectado y balanceado, ya
que a partir de cualquier nodo es posible alcanzar cualquier otro nodo siguiendo la dirección
en la que apuntan los bordes [33].

Además de la teoŕıa de grafos existe otra forma que es ampliamente utilizada para ex-
presar la interconexión entre agentes en un sistema colaborativo. La matriz Laplaciana L,
la cual se construye a través de la Matriz de Adyacencia y la Matriz de Grado de un grafo
dirigido.

Matriz de Adyacencia. Teniendo un grafo dirigido ponderado A = [aij] su matriz es
aquella en la que los elementos aij son no negativos y se forma a partir de las conexiones
que existen entre los vértices del grafo. Si existe un borde que conecta al elemento i con el
elemento j, entonces al elemento aij se le asigna el peso asociado, de lo contrario se le asigna
el valor ”0”.
Matriz de Grado. La matriz de grado D = [dij] de un grafo G es una matriz diagonal donde

D =

{
dij = 0 i 6= j

dij = degout(vi) i = j
(2.1)

donde degout(vi) =
∑n

j=1 aij es grado de salida del nodo vi y está dado por la suma de los
elementos fila de la matriz de adyacencia.

Como ya se mencionó la matriz Laplaciana L(G) se construye a partir de las matrices
que se definieron anteriormente, la cual se describe como:

L(G) = L = D − A, (2.2)

es decir, los elementos de la matriz están dados por

lij =

{ ∑n
k=1,k 6=i aij i = j

−aij i 6= j
(2.3)

Para grafos no dirigidos, la matriz Laplaciana es simétrica y semi-definida positiva, i.e,
L = LT ≥ 0. Por otro lado, la matriz Laplaciana tiene las siguientes propiedades:

La suma de los elementos de cada una de las filas es igual a cero.

Sus valores propios tienen parte real no negativa.
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Figura 2.4: Grafo no dirigido de cuatro agentes

Cero es un valor propio y el vector propio asociado es 1T = [1, ..., 1], por lo tanto el
rango L ≥ n− 1 Para los grafos fuertemente conectados, el rango es L = n− 1

Ejemplo: Considere un grafo no dirigido representado por cuatro agentes e interconectados
entre si, como se muestra en la figura 2.4. El conjunto de los vértices (V ) y aristas o enlaces
(E) están definidas como

V = (1, 2, 3, 4) E = (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 4), (3, 1), (3, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 3)

entonces las matrices de grado y de adyacencia resultan de la siguiente manera

D =


3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

 A =


0 −1 −1 −1
−1 0 0 −1
−1 0 0 −1
−1 −1 −1 0


Entonces la matriz Laplaciana resulta

L =


3 −1 −1 −1
−1 2 0 −1
−1 0 2 −1
−1 −1 −1 3


Note que L = LT ≥ 0, lo cual implica que L es simétrica y semi-definida positiva, el rango
de L = 3 y los eigenvalores resultan λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 = 4 y λ4 = 4.

Ahora bien, ya se tiene el conocimiento de la estructura del grafo, sus caracteŕısticas
importantes como lo es la matriz Laplaciana. Pero, ¿Que relación tiene con el control de
consenso?. Esta relación es descrita en la siguiente sección.
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2.2. Consenso de Sistemas Multiagentes

En los últimos años ha surgido el interés por conseguir que múltiples sistemas robóticos
estén de acuerdo con el valor de una variable, donde existe un algoritmo que es capaz de
negociar entre los sistemas para llegar a un acuerdo sobre la variable de interés. Este proceso
es formalmente llamado algoritmo de consenso. Dentro de los problemas que pretende solu-
cionar la robótica, se encuentran diferentes comportamientos colaborativos como el consenso,
la sincronización concurrente, rendezvous y flocking, que se definen mediante diferentes con-
ceptos pero cumpliendo los principios básicos: evitar colisiones, intentar igualar la velocidad
de sus compañeros cercanos y mantener la distancia entre ellos. Los conceptos son:

Consenso: Se refiere a que todos los agentes del sistema lleguen a un punto manteniendo
la formación.

Sincronización concurrente: Diversos grupos de agentes sincronizados interaccionando
entre śı.

Rendezvous: Se conoce como rendezuous al caso en el que los agentes llegan a una
posición común desconocida mediante negociación entre ellos.

Flocking: Se refieren a la formación de veh́ıculos imitando a las parvadas de aves.

Tanto los problemas de consenso como los de sincronización de los sistemas dinámicos se
ha vuelto un campo de investigación en la actualidad, en especial para sistemas representados
por dinámicas como integradores o masas puntuales, por lo que el estudio de diferentes
técnicas de control es de importancia. Existen trabajos en los que se a obtenido resultados
sobre sincronización exponencial global para sistemas Lagrangianos con seguimientos de
trayectorias, sin embargo una de las limitaciones son los dispositivos y herramientas para
implementar las leyes de control. Por otro lado el considerar cambios en la topoloǵıa de
comunicación es mediante un enfoque pasivo, en el que se analiza las leyes de control con
retardos en la comunicación.

Una red puede considerarse como un conjunto de nodos o agentes que colaboran para
lograr lo que cada uno no puede lograr por śı solo. Con la finalidad de capturar la noción de
agentes dinámicos, se define cada nodo i de un grafo con un vector de estado variable en el
tiempo xi(t). Por lo que un grafo con nodos dinámicos es de la forma (G, x) con G siendo un
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grafo con N nodos y x = [xT1 ... xTN ]T un vector de estado global, donde el estado de cada
nodo evoluciona de acuerdo a dinámicas de la forma:

ẋi = fi(xi, ui) (2.4)

con ui siendo una entrada de control y fi(·) alguna función de flujo. Dado un grafo G = (V,E),
interpretamos (vi, vj) ∈ E tal que el nodo vj puede obtener información desde el nodo vi
para la retroalimentación de control.

Definición 2 (Control Distribuido) El control dado por ui = ki(xi1, xi2, ..., ximi) para
alguna ki(·) se dice que está distribuida si mi < N , ∀i, esto es, la entrada de control de cada
nodo depende de algún subconjunto propio de todos los nodos. Se dice que un protocolo es
de topoloǵıa G si ui = ki(xi1, {xj | j ∈ Ni}), es decir, cada nodo puede obtener información
sobre el estado únicamente de śı mismo y de sus (n)-vecinos en Ni [33].

El control colaborativo mediante grafos se emplea en situaciones en las que cada nodo
obtiene información para el control de śı mismo y de sus vecinos. Para estos casos los grafos
representan una red que restringe las comunicaciones permitidas entre los nodos. Los gra-
fos son considerados también sistemas de control multi-agente, aunque no tiene la misma
notación utilizada por la comunidad de Ciencias de la Computación.

Definición 3 Consenso: Comportamiento que tiene lugar cuando mediante un control dis-
tribuido los estados de los agentes convergen al mismo valor, i.e. xi = xj, ∀i, j. Este valor
se conoce como un valor de consenso [33].

Definición 4 Consenso promedio: Comportamiento que tiene lugar cuando mediante
un control distribuido los estados de los agentes convergen al promedio de las Condiciones
Iniciales (CI), i.e. c = xi = xj, ∀i, j, donde

c =
1

N

∑
i∈V

xi(0) (2.5)

Consenso para integradores simples

En esta sección se estudia el algoritmo de control para el consenso, donde los agentes o
nodos están descritos por la dinámica de integradores simples. Por lo que el sistema es de la
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siguiente forma:
ẋi = ui (2.6)

con xi, ui ∈ R. Esto corresponde a dotar a cada nodo o agente con una memoria. Se considera
el algoritmo de control local para cada agente i

ui =
∑
j∈Ni

aij(xj − xi) (2.7)

donde aij son los pesos de los bordes del grafo. Este control se distribuye en los vecinos
inmediatos Ni de nodo i en el grafo. Este se conoce como un algoritmo de votación local
donde la entrada de control de cada nodo depende de la diferencia entre su estado y sus
vecinos inmediatos. Se observa que si los estados son los mismos, entonces ẋi = ui = 0. Este
algoritmo bajo algunas condiciones conduce a todos los estados al mismo valor [33].

Se define el vector de estado global como x = [x1 ... xN ]T ∈ RN y la matriz diagonal de
grado D = diagdi. Entonces la dinámica global esta dada por

ẋ = −Dx+ Ax = −(D − A)x (2.8)

ẋ = −Lx (2.9)

Note que el vector de control global u = [u1 ... uN ]T ∈ RN está dado por

u = −Lx (2.10)

Se observa que usando el protocolo local (2.7), la dinámica enlazo cerrado (2.9) depende
de la matriz Laplaciana del grafo L. Vemos ahora como la evolución de los sistemas, con
dinámica de un integrador de primer orden, depende de las propiedades del grafo a través
de la matriz Laplaciana. Los eigenvalores de L son una herramienta en estos análisis.

Consenso para dobles integradores

Los diferentes algoritmos de consenso han recibido un gran interés por parte de la comu-
nidad de control, dando lugar a interesantes resultados en el control cooperativo de veh́ıculos.
La mayoŕıa de dichos aportes han sido desarrollados en base a dinámicas de integradores
simple, sin embargo se han extendido el trabajo a dobles integradores.

Una de las aplicaciones que tiene el consenso, es la formación de veh́ıculos, por lo cual a
continuación se estudia el consenso de sistemas que satisfagan las leyes de Newton ẍi = up,
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los cuales son denominados sistemas de segundo orden o de dobles integradores. Los sistemas
de dobles integradores tienen la siguiente forma:

ẋi = vi (2.11)

v̇i = ui

con xi ∈ R que representa la posición, vi ∈ R la velocidad y ui ∈ R la entrada. Considerando
la retroalimentacion del estado de los agentes se obtiene el siguiente algoritmo para los
vecinos locales de cada sistema de segundo orden:

ui = c
∑
j∈Ni

aij(xj − xi) + cγ
∑
j∈Ni

aij(vj − vi) (2.12)

=
∑
j∈Ni

caij ((xj − xi) + γ(vj − vi)) (2.13)

donde c > 0 es la ganancia de rigidez y γ es la ganancia de amortiguamiento. Dicho algoritmo
de basa en las votaciones locales de posición y velocidad, de modo que cada sistema busca
coincidir con las posiciones y velocidades de sus vecinos inmediatos.

Formación de sistemas dinámicos representados por la dinámica de un doble
integrador

El sistema dinámico representativo de un doble integrador tienen la siguiente forma:

ẋ = v (2.14)

v̇ = u

donde x ∈ R que representa la posición, v ∈ R la velocidad y u ∈ R la entrada. Para
este tipo de sistemas se pueden desarrollar estrategias para control de formaciones, es decir,
conducir a los agentes de un sistema colaborativo a una configuración especifica donde cada
agente sea descrito por la dinámica de un doble integrador. Considerando el algoritmo para
el consenso de dobles integradores de la sección 2.2 y teniendo en cuenta que se desean
posiciones deseadas se obtuvo el siguiente algoritmo:

ui =
∑
j∈Ni

caij((Xj −Xi) + (vj − vi))− fvi − bXi (2.15)

con Xj = (xj − xdj ) y Xi = (xi − xdi ), donde xdi representan la posición deseada del nodo y
xdj la posición deseada de sus vecinos. Por su parte f y b son coeficientes constantes.
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Se sabe entonces, que la relación entre cada agente, aśı como sus dinámicas individuales,
se representa mediante la estructura de la matriz Laplaciana. Sin embargo, la tarea que
representa un reto es obtener una ley de control, tal que, obligue a cada agente a realizar
cierta tarea sin perder la relación con sus agentes vecinos [43].

2.3. Planitud Diferencial

El objetivo de muchas técnicas de control, es estudiar primeramente el modelo dinámico
del sistema para obtener soluciones a la dinámica inversa y la regulación para la retroali-
mentación.

Una forma de estudiar y resolver los problemas de dinámica inversa es mediante el uso
de planitud diferencial. Se dice que el sistema es plano si se puede encontrar un conjunto de
variables igual al numero de entradas, que son llamadas salidas planas, tal que las entradas
y estados del sistema se expresen en términos de éstas y sus derivadas [95].

2.3.1. Sistemas SISO LTI

Considere un sistema lineal de primer orden representado por la siguiente ecuación dife-
rencial

ẋ = Ax+ bu, x ∈ Rn u ∈ R (2.16)

con A una matriz constante de n× n y b siendo un n-vector constante.
Se puede proponer una transformación de coordenadas en espacio de estados de la forma
z = Tx, con T definida como la inversa de la matriz de controlabilidad de Kalman, es decir,

T = [b Ab ... An−1b]−1. (2.17)

De lo anterior, según [96] la salida plana del sistema controlable 2.16 esta dado por la
combinación lineal de los estados obtenidos del último renglón de la inversa de la matriz de
controlabilidad Kalman T , es decir,

F = [0 0 ... 1][b Ab ... An−1b]−1x (2.18)

Entonces en sistemas lineales SISO, siempre se puede hacer que la salida plana dependa
solo de las variables de estado del sistema. Esto tiene una consecuencia importante con
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respecto a la observabilidad de la salida plana. Suponga por el momento que la salida plana
F esta solamente en función del vector de estados x. Además, dado que el sistema es lineal,
supongamos que F es una función lineal del vector de estado x,

F = λx

para un determinado vector renglón λ de dimensión 1× n. Ahora, el problema de encontrar
la salida plana, es cómo encontrar este vector λ.
Escribamos el vector de derivadas de F como

F = λx

Ḟ = λẋ = λAx+ λbu

Ḟ = λẋ = λA2x+ λAbu+ λbu̇
...

F (n−1) = λA(n−1)x+ λA(n−2)xu+ · · ·+ λbu(n−2)

En notación matricial, este conjunto de relaciones se escribe como
F

Ḟ

F̈
...

F (n−1)

 =


λ
λA
λA2

...
λA(n−1)

x+


0 0 . . . 0
λb 0 . . . 0
λAb λb . . . 0

...
... . . .

...
λA(n−2)b λA(n−3)b . . . λb




u
u̇
ü
...

u(n−2)

 (2.19)

Dado que desde aqúı podemos obtener x solo en términos de F y de sus derivadas
temporales, todas las entradas en la matriz que relacionan a F , las derivadas de F , para u
y las derivadas de u, debeŕıan desaparecer.

Entonces tenemos que λ tiene que satisfacer

λb = 0, λAb = 0, . . . , λA(n−2)b = 0 (2.20)

es decir, λ es ortogonal para cada vector columna en el rango completo de la matriz de
controlabilidad, excepto el último, que esta alineado a (λA(n−1)b 6= 0).

2.3.2. Sistemas MIMO LTI

Considere un sistema lineal multivariable y controlable representado por la siguiente
ecuación diferencial

ẋ = Ax+ bu, x ∈ Rn u ∈ Rm (2.21)
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Donde la matriz B es de rango completo m y constituido por los vectores columna B =
[b1, ..., bm]. Que el sistema sea controlable implica que la matriz de controlabilidad de Kalman
de n× nm

Kc =
(
B AB A2B A3B A4B A5B

)
es de rango completo n (ver [96]). La controlabilidad del sistema implica que se puede extraer
la siguiente matriz C de rango completo de n× n

C =
[
b1 Ab1 · · · Aγ1−1b1 b2 Ab2 · · · Aγ2−1b2 · · · bm Abm · · · Aγm−1bm

]
con γi siendo los ı́ndices de controlabilidad de Kronecker del sistema, para i = 1, ...,m, los
cuales satisfacen:

∑
i γi = n. En la construcción de C, primero se incluyen todas las columnas

de B, y un vector columna de la forma Aγjbj para cualquier j se elimina de la colección de
las columnas retenidas cuando Aγjbj ∈ rank Kc, en caso contrario, se retiene el vector y
continuamos, hasta obtener n independientes en el conjunto.
Bajo la suposición anterior, las salidas planas están dadas por las siguientes m cantidades

F =

 φ1
...
φm

 C−1x (2.22)

con φi siendo vectores renglón de dimensión n para i = 1, . . . ,m, de la forma

φj = [0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0] (2.23)

con 1 en la posición (
∑j

i=1 λi).
La prueba de este hecho es que considerando la transformación de coordenadas de estado no
singular (z = C−1x), resulta en el siguiente conjunto de subsistemas acoplados.

żj1 = αjj1 zjγj +

(
m∑

i=1,i 6=j

αjj1 ziγi

)
+ uj

żj2 = zj1 + αjj2 zjγj +

(
m∑

i=1,i 6=j

αjj2 ziγi

)
...

żjγj = zj(γj−1) + αjjγjzjγj +

(
m∑

i=1,i 6=j

αjjγjziγi

)
j = 1, 2, . . . ,m

Debe quedar claro que todas las variables de estado en el subsistema j-ésimo y la entrada
de control, uj, pueden ser parametrizadas diferencialmente por las variables de estado zjγj ,
j = 1..m. Estos son precisamente los componentes reunidos en el vector F.
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Note que para un sistema controlable con una sola entrada, una salida plana F viene
dada por la combinación lineal, o cualquier múltiplo constante de la misma, de los estados
originales obtenidos mediante el uso de la última fila del inverso de la matriz de controlabi-
lidad [96].

2.4. Control disparado por eventos

Los sistemas de control periódicos o activados por tiempo (donde las señales de tiempo
continuo se representan por sus valores muestreados con peŕıodo de muestreo h constante)
han dominado casi de manera exclusiva la investigación en ingenieŕıa de control. El control
basado en eventos se presenta como una alternativa muy prometedora particularmente cuan-
do se consideran sistemas con capacidades reducidas de computación y de comunicación. En
un sistema de control basado en eventos es la ocurrencia de un evento, en lugar del paso del
tiempo lo que decide cuándo se debe efectuar el muestreo [97].

La motivación para desarrollar estrategias de control aśıncronas es que, en un sistema de
control basado en tiempo, es la progresión autónoma del tiempo lo que dispara la ejecución de
las acciones, mientras que en los sistemas de control basados en eventos es la propia evolución
dinámica del sistema la que decide cuándo se ejecutará la próxima acción de control. Los
beneficios que presenta la estrategia de disparo por eventos es la reducción de la acción de
control hacia el sistema mientras no se requiera, dando oportunidad al sistema y control de
utilizar recursos en otro proceso como el bus de comunicación o el uso del procesador [98].

La Figura 2.5 se observa la diferencia entre los dos enfoques de control śıncrono (”tiempo
continuo”) y aśıncrono (”basado en eventos”). Se puede observar que en un control śıncrono
el sistema a controlar es muestreado de manera uniforme en el tiempo. mientras que en
el caso de un control aśıncrono es muestreado en amplitud (momento en el que sucede un
evento). Bajo esta ideoloǵıa la teoŕıa del control basado en eventos se presenta de la manera
siguiente.

Considere un sistema de la forma

ẋ = f(x) + g(x)u (2.24)

donde x ∈ χ ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rp, f y g son funciones Lipschitz que se desvanecen al origen.
Si el sistema admite un control por retroalimentación k : χ → U que estabiliza al sistema
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Figura 2.5: Esquemas de control (Śıncrono y Aśıncrono)

asintóticamente, entonces existe una Función Candidata de Lyapunov (FCL) V : χ→ R, la
cual es una función suave, definida positiva tal que

V̇ =
∂V

∂x
f(x) +

∂V

∂x
g(x)k(x) < 0 (2.25)

Es necesario notar que si se asume que k es suave, entonces V existe y es suave. En el marco
del trabajo de control disparado por eventos generalmente se trabaja con dos funciones
[71,98]:

Función de evento: ē : χ × χ → R que indica si es necesario (ē ≤ 0) o no (ē > 0)
recalcular y aplicar la señal de control al sistema. En su forma más general, la función
de evento ē toma como entrada el estado actual x y una memoria m que tomó del
estado x, la última vez que ē fue negativa.

Función de retroalimentación k: Hablamos de una retroalimentación por eventos estáti-
ca cuando k : χ → U . Sin embargo, se adiciona el tiempo (entonces k : χ× R+ → U)
o el ı́ndice de muestro (entonces k : χ×N→ U) para construir una retroalimentación
por eventos dinámica.
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2.4.1. Comunicación entre agentes basada en eventos

Con la finalidad de mejorar el desempeño de los sistemas embebidos utilizados en las
redes multiagentes, es necesario desarrollar nuevas estrategias de control que permitan un
aprovechamiento racional y coordinado de los recursos disponibles de la red. Bajo este enfo-
que, recientemente, ha incrementado la popularidad de las estrategias de control basadas en
eventos aplicadas a los sistemas formados en red, especialmente debido a su caracteŕıstica
aperiódica que permite que la señal de control sea actualizada de forma aśıncrona [99, 100].
La idea central se basa en la transmisión de datos únicamente cuando existe un evento, en
lugar de realizarse de forma continua o periódica. El evento ocurre si se satisface una con-
dición predefinida, llamada función de evento y la cual está directamente relacionada con la
salida del sistema, con los estados o con la evolución de una función de Lyapunov de Control
asociada el sistema [70–72].

En base al esquema anterior, el control basado en eventos ha dado la pauta para introducir
dichos conceptos en el área de sistemas multiagentes, por ejemplo en la comunicación. De
esta manera y considerando la notación presentada en 2.2, se presentan algunos conceptos y
definiciones como sigue.

Considere un grafo teniendo como nodos sistemas dinámicos es denotado por (G, x),
siendo G el grafo que contiene N nodos y x = [xT1 · · ·xTN ]T un vector de estado global, donde
los estados de cada nodo evolucionan de acuerdo a la dinámica

ẋi = f(xi, ui) (2.26)

donde xi ∈ χ ⊂ Rn y ui ∈ U ⊂ Rp. La transmisión de información entre agentes basada en
eventos relaciona dos funciones principales [101].

Una función de evento: ei : χ × χ → R que indica si es necesario que el agente i
transmita (ei > 0) o no (ei ≤ 0) su estado al agente j, con j ∈ Ni. La función de
evento toma como entrada el valor actual del estado del agente i, xi y una memoria
mi de xi la última vez que ei fue positivo.

Control distribuido ui(xi,mi,mj). El control depende de las memorias de los estados xi
y xj con j ∈ Ni, esto significa que el control del agente i depende del estado transmitido
por el propio agente la última vez que ocurrió un evento (mi) y el estado proveniente del
agente j, aśı como del estado actual del agente i, i.e. xi. El término distribuido se debe
a que el control del agente i solo depende del conjunto Ni el cual es un subconjunto
del conjunto total de nodos, i.e. Ni ⊂ V .
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Como se observa, en un control distribuido con comunicación basada en eventos, cada agente
i tiene una medida de error εi = mi − xi, donde i = {1, 2, ..., N}. De esta forma, el sistema
(2.26) en lazo cerrado se escribe

ẋi = f(xi, ki(xi + εi, xj + εj)) (2.27)

Considerando un sistema multiagente, donde cada uno de los agentes esta determinado por la
dinámica de un integrador simple (2.6) con una comunicación basada en eventos, se obtiene
que el control distribuido depende de las memorias de la forma

ki =
∑
j∈Ni

aij(mj −mi) (2.28)

con aij los bordes del grafo, N es el numero de agente en el grafo G. Note que la ecuación
(2.28), el agente i no utiliza los estados presentes (xi, xj), en su lugar se emplean las memorias
de los estados la última vez que ocurrió un evento (mi, mj).

Teorema 1 (Consenso con una comunicación por eventos) Considerando el sistema
multiagente con una comunicación por eventos, donde los agentes tienen la forma (2.6) y
con una ley de control (2.28), Se propone una función de evento de la forma

ei (xi,mi) = ‖ēi‖ − δ (2.29)

con ēi = mi − xi, δ > 0 ∈ R+ el umbral de activación de la función de evento, i ∈ V. Tal
que el sistema en lazo cerrado satisfaga al menos la convergencia del consenso dentro de un
radio de diámetro ∆.

Una respuesta a este problema es presentada a lo largo de los caṕıtulos siguientes.
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.



Caṕıtulo 3

Robot Móvil tipo Péndulo invertido

En este caṕıtulo se presenta el modelado del Robot Móvil tipo Péndulo invertido (RMPI)
con la restricción de giro sobre su propio eje (lo que resulta en un sistema de cuarto orden). Se
presenta también el control para el avance y autobalanceo del mismo mediante el enfoque de
Planitud Diferencial. Además, se muestra el diseño de una estrategia de control distribuido
con comunicación activada por eventos, que resuelve el problema de consenso ĺıder-seguidor
de un conjunto de robots móviles tipo péndulo invertido (RMPI). El análisis de estabilidad
se lleva a cabo mediante el segundo método de Lyapunov y con el enfoque de estabilidad
entrada al estado (Input-to-State Stability (ISS), en inglés). Se muestran también resultados
de simulación numérica, donde se aprecia, el desempeño del consenso de veh́ıculos en dos
escenarios representativos: regulación y seguimiento de trayectoria. Para finalizar se muestran
resultados experimentales del consenso de múltiples RMPI basado en el esquema de control
propuesto.

3.1. Modelado del Sistema RMPI

En esta sección se presenta el modelado del sistema Robot Móvil tipo Péndulo invertido
(RMPI). El modelo del sistema RMPI considera la dinámica del péndulo en conjunto con
la dinámica de los motores de CD, esta idea se basa en los trabajos de [102] y [103, pág
36]. La linealización de las ecuaciones de movimiento de los RMPI, alrededor del punto
de equilibrio, permiten explotar las propiedades de planitud diferencial, dando lugar a una

33
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reparametrización del sistema mediante la salida plana.

Figura 3.1: Sistema de referencia y variables del sistema

Parámetros Descripción Valor
mw Masa de las ruedas 0.04 Kg
mb Masa del péndulo 1.05 Kg
Jw Inercia de la rueda 8.45e−5 Kgm2

Jm Inercia del motor 9.356e−4 Kgm2

Jp Inercia del péndulo 0.021 Kgm2

R Radio de la rueda 0.06 m
w Longitud entre el eje de las ruedas 0.2 m
L Longitud entre el c.m del péndulo y el eje de las ruedas 0.15 m
g Gravedad 9.8 m

s2

kt Constante de torque del motor 0.3093
Rm Resistencia del Motor 5.15 Ω
kb Constante de FEM del Motor 0.3093
β Coeficiente de fricción 0.01

Tabla 3.1: Parámetros del RMPI

Considere un sistema robótico autónomo representado por la Figura 3.1 y con los paráme-
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tros dados en la Tabla 3.1. La ubicación de las coordenadas cartesianas están representadas
por:

xb = xm + L sin θ zb = zm + L cos θ

xm = x zm = R

y donde sus velocidades están determinadas mediante

ẋb = ẋm + Lθ̇ cos θ żb = żm − Lθ̇ sin θ

ẋm = ẋ żm = 0

Con la finalidad de analizar el modelo dinámico en función del desplazamiento angular de
las ruedas φ y la posición angular del péndulo θ, se aplica la condición de no-deslizamiento
obteniendo

ẋ = Rφ̇

Para determinar el modelo dinámico del sistema, se utiliza las ecuaciones de movimiento
de Euler Lagrange del sistema coordenado mostrado por la Figura 3.1. De ah́ı, se calculan
las enerǵıas cinética y potencial de las coordenadas generalizadas. Por lo tanto, la enerǵıa
cinética de estas coordenadas resulta

T1 =
1

2
mw

(
ẋ2
m

)
+

1

2
mb

(
ẋ2
b + ż2

b

)
o bien

T1 =
1

2
mw

(
R2φ̇2

)
+

1

2
mb

((
ẋm + Lθ̇ cos θ

)2

+ L2θ̇2 sin2 θ

)
haciendo algunas manipulaciones algebraicas, se obtiene que:

T1 =
1

2
mw

(
R2φ̇2

)
+

1

2
mb

[
2LRφ̇θ̇ (cos θ) +R2φ̇2 + L2θ̇2

]
(3.1)

Por otra parte, la enerǵıa cinética rotacional del sistema se obtiene por el efecto que produce
el movimiento del péndulo como sigue:

T2 =
1

2
Jpθ̇

2 (3.2)

La enerǵıa potencial del sistema está representada por la siguiente ecuación:

U = mbgzb = mbg(R + L cos θ) (3.3)

De lo anterior, se calcula el Lagrangiano del sistema mediante la suma de las enerǵıas de la
siguiente forma

L = T1 + T2 − U
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sustituyendo (3.1),(3.2) y (3.3) se obtiene

L =
1

2
mw

(
R2φ̇2

)
+

1

2
mb

[
2LRφ̇θ̇ (cos θ) +R2φ̇2 + L2θ̇2

]
+

1

2
Jpθ̇

2 −mbg(R + L cos θ)

Considerando las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange del sistema de la forma

d

dt

(
∂L

∂φ̇

)
− ∂L

∂φ
= Fφ (3.4)

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= Fθ (3.5)

donde,
∂L

∂φ̇
= mwR

2φ̇+mbLRθ̇ (cos θ) +mbR
2φ̇

d

dt

(
∂L

∂φ̇

)
= mwR

2φ̈+mbLR
(
θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ

)
+mbR

2φ̈

∂L

∂φ
= 0

∂L

∂θ̇
= mbLRφ̇ (cos θ) +mbL

2θ̇ + Jpθ̇

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= mbLR

(
φ̈ cos θ − φ̇θ̇ sin θ

)
+mbL

2θ̈ + Jpθ̈

∂L

∂θ
= −mbLRφ̇θ̇ sin θ +mbgL sin θ

se obtiene las ecuaciones dinámicas del sistema RMPI como sigue:

Fφ = mwR
2φ̈+mbLR

(
θ̈ cos θ − θ̇2 sin θ

)
+mbR

2φ̈

Fθ = mbLRφ̈ cos θ +mbL
2θ̈ + Jpθ̈ −mbgL sin θ

reacomodando las ecuaciones del modelo dinámico del sistema, se tiene que:

Fφ =
[
(mw +mb)R

2
]
φ̈+ [mbLR cos θ] θ̈ −mbLRθ̇

2 sin θ

Fθ = [mbLR cos θ] φ̈+
[
mbL

2 + Jp
]
θ̈ −mbgL sin θ

Debido a que se utilizarán motores de corriente directa para mover las ruedas del robot
móvil, la dinámica de los motores se incluirán en la dinámica del robot. De este modo el par
desarrollado por los motores viene dado por la ecuación mecánica definida como:

τ = ktia + Jmω̇ − βω
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donde ia es la corriente de armadura del motor y ω =
(
φ̇− θ̇

)
. Para evaluar la relación entre

ia y el voltaje u se usará la ecuación del motor de CD

Lmi̇a = u+ kb(θ̇ − φ̇)−Rmia

donde Lm y Rm es la inductancia y resistencia del motor respectivamente. Considerando que
la inductancia del motor es despreciable y es aproximadamente cero (L→ 0):

ia =
u+ kb(θ̇ − φ̇)

Rm

Se sustituye ia en las fuerzas generalizadas

Fφ = Ksu− Ts(φ̇− θ̇)− Jm(φ̈− θ̈) (3.6)

Fθ = −Ksu+ Ts(φ̇− θ̇) + Jm(φ̈− θ̈) (3.7)

con
Ks = kt

Rm
, Ts = ktkb

Rm

sustituyendo la ecuación anterior, se obtiene[
(mw +mb)R

2
]
φ̈+ [mbLR cos θ] θ̈ −mbLRθ̇

2 sin θ = Ksu− Ts(φ̇− θ̇)− Jm(φ̈− θ̈)(3.8)

[mbLR cos θ] φ̈+
[
mbL

2 + Jp
]
θ̈ −mbgL sin θ = −Ksu+ Ts(φ̇− θ̇) + Jm(φ̈− θ̈)

Reescribiendo (3.8) en forma matricial, se obtiene el modelo dinámico del veh́ıculo de la
siguiente forma[

M̄ [mbLR cos θ]− Jm
[mbLR cos θ]− Jm Ī

] [
φ̈

θ̈

]
=

[
mbLRθ̇

2 sin θ +Ksu− Ts(φ̇− θ̇)
mbgL sin θ −Ksu+ Ts(φ̇− θ̇)

]
(3.9)

con
M̄ = (mw +mb)R

2 + Jm Ī = mbL
2 + Jp + Jm

La ecuación (3.9) representa la dinámica no-lineal del sistema RMPI. Dicha dinámica re-
presenta a un sistema mecánico sub-actuado, los cuales no cumplen con la condición de
involutividad. De esta manera, se busca que una linealización aproximada alrededor de un
punto de equilibrio sea diferencialmente plano, es decir sea controlable y observable al menos
cerca de ese punto de equilibrio [28].

Se realiza una linealización aproximada del modelo no lineal. El punto de equilibrio
utilizado para obtener el modelo lineal del robot es:

θ ≈ 0 (sin θ ≈ θ, cos θ ≈ 1)
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De ah́ı, se obtiene el siguiente modelo dinámico lineal:[
M̄ [mbLR]− Jm

[mbLR]− Jm Ī

]
︸ ︷︷ ︸

Λ

[
φ̈

θ̈

]
︸ ︷︷ ︸

χ̄

=

[
Ksu− Ts(φ̇− θ̇)

mbgLθ −Ksu+ Ts(φ̇− θ̇)

]
︸ ︷︷ ︸

Υ

(3.10)

puesto que Λ es definida positiva, el sistema anterior se escribe de la siguiente forma[
φ̈

θ̈

]
=

[
M̄ [mbLR]− Jm

[mbLR]− Jm Ī

]−1 [
Ksu− Ts(φ̇− θ̇)

mbgLθ −Ksu+ Ts(φ̇− θ̇)

]
(3.11)

o bien[
φ̈

θ̈

]
=

 φ̇(−LRmb−Ī+Jm)Ts+(JmmbLg−L2m2
bRg)θ+θ̇(Ī−Jm+LRmb)Ts+u(Ī−Jm+LRmb)Ks

M̄Ī−(Jm−LRmb)2
φ̇(LRmb+M̄−Jm)Ts+M̄mbgLθ+θ̇(Jm−M̄−LRmb)Ts+u(−M̄+Jm−LRmb)Ks

M̄Ī−(Jm−LRmb)2

 (3.12)

Seleccionando las siguientes variables de estado x1 = φ, x2 = φ̇, x3 = θ, x4 = θ̇ y definiendo
el siguiente vector de estado x = [x1 x2 x3 x4]T y la entrada de control u, el sistema (3.12)
se representa mediante un sistema LTI de la siguiente forma

ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 1 0 0
0 a1 a2 a3

0 0 0 1
0 a4 a5 a6



x1

x2

x3

x4

+


0
b1

0
b2

u (3.13)

donde,

a1 =
(−LRmb−Ī+Jm)Ts
M̄Ī−(Jm−LRmb)2

a2 =
(JmmbLg−L2m2

bRg)
M̄Ī−(Jm−LRmb)2

a3 =
(Ī−Jm+LRmb)Ts
M̄Ī−(Jm−LRmb)2

a4 =
(LRmb+M̄−Jm)Ts
M̄Ī−(Jm−LRmb)2

a5 = M̄mbgL
M̄Ī−(Jm−LRmb)2

a6 =
(Jm−M̄−LRmb)Ts
M̄Ī−(Jm−LRmb)2

b1 =
(Ī−Jm+LRmb)Ks
M̄Ī−(Jm−LRmb)2

b2 =
(−M̄+Jm−LRmb)Ks
M̄Ī−(Jm−LRmb)2

son los valores constantes de parámetros del sistema linealizado del robot móvil.

3.2. Diseño del control para el RMPI

En esta subsección, se muestra el diseño del control para el autobalanceo del sistema
RMPI de cuarto orden.
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Considerando que el veh́ıculo operará cerca de la posición angular de equilibrio x3 = θ ≈ 0
y con velocidad angular cercana a cero, ẋ4 = θ̇ ≈ 0, el sistema (3.13) se escribe en la forma
de un sistema LTI

ẋ = Ax+Bu (3.14)

x ∈ R4, u ∈ R, A ∈ R4×4, B ∈ R4×1

Considere el sistema lineal mostrado en (3.14). Sea el par (A,B) controlable, i.e., la matriz
de controlabilidad de Kalman

K =
(
B AB A2B A3B

)
es de rango completo. La salida plana F ∈ R está dada por las variables obtenidas de la
multiplicación del último renglón de la matriz inversa de controlabilidad del sistema K por
el vector de estado (ver [82]):

F =
(

0 0 0 1
)
K−1


x1

x2

x3

x4


de ah́ı que

F = k1x1 + k2x3

con las constantes k1 y k2 calculadas como:

k1 =
−
(
M̄ Ī − (Jm − LRmb)

2)
LgKsmb

k2 =
−
(
Ī − Jm + LRmb

) (
M̄ Ī − (Jm − LRmb)

2)
mbLgKs

(
M̄ − Jm + LRmb

)
donde F representa la salida plana del sistema ( [104, 105]). De esta forma, el sistema se
parametriza en función de F y de sus derivadas sucesivas. La manera en que las derivadas
sucesivas de dicha salida fueron determinadas para el robot tipo péndulo invertido, se muestra
a continuación. Note que las entradas de control no influyen directamente a las salidas, es
decir, F = Cx. Sin embargo, el sistema (3.14) indica que la entrada podŕıa influir en las
derivadas temporales de esta salida F (ver [105]). En efecto, Ḟ = Cẋ = CAx + CBu, de
modo que si CB 6= 0, la entrada u influye directamente ẏ. En caso contrario se calcula las
derivadas sucesivas hasta que la entrada de control influya. Considerando entonces, que si
C = (0 0 0 1)K−1, resulta que CB = 0, CAB = 0, CA2B = 0 por lo tanto:

Ḟ = Cẋ = CAx+ CBu = CAx

F̈ = Cẍ = CAẋ = CA2x+ CABu = CA2x
...
F = C

...
x = CA2ẋ = CA3x+ CA2Bu = CA3x

....
F = C

....
x = CA3ẋ = CA4x+ CA3Bu
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o bien

Ḟ =
−
(
M̄ Ī − (Jm − LRmb)

2)
LgKsmb

x2 −
(
Ī − Jm + LRmb

) (
M̄ Ī − (Jm − LRmb)

2)
LgKsmb

(
M̄ − Jm + LRmb

) x4

F̈ =

(
−
M̄
(
Ī − Jm + LRmb

)
Ks

(
M̄ − Jm + LRmb

) − (Jm − LRmb)

Ks

)
x3

...
F =

(
−
M̄
(
Ī − Jm + LRmb

)
Ks

(
M̄ − Jm + LRmb

) − (Jm − LRmb)

Ks

)
x4

ya que, CA3B 6= 0, la entrada de control influye en la derivada temporal y el proceso finaliza.
Además considerando que la entrada de control u resulta de la siguiente forma

u =
1

CA3B

(
ū− CA4x

)
(3.15)

con
ū =

....
y

esto muestra que la salida F seleccionada es efectivamente la salida plana del RMPI y todo
el sistema es parametrizado en función de la variable F y de sus derivadas sucesivas. Para
conseguir la convergencia de F a una referencia deseada F ∗, se propone un control basado
en planitud de la siguiente forma

ū = −κ3(
...
F1 −

...
F ∗1 )− κ2(F̈1 − F̈ ∗1 )− κ1(Ḟ1 − Ḟ ∗1 )− κ0(F1 − F ∗1 ) (3.16)

con coeficientes κ elegidos tal que el siguiente polinomio, en la variable s, sea un polinomio
de Hurtwitz

s4 + κ3s
3 + κ2s

2 + κ1s+ κ0 (3.17)

De lo anterior, sea F = z1, Ḟ = z2, F̈ = z3,
...
F = z4 y considerando u = 1

CA3B
(ū− A4x),

el sistema queda parametrizado a partir de la salida plana mediante la siguiente cadena de
integradores

ż1 = z2

ż2 = z3

ż3 = z4

ż4 = ū

de tal modo que el sistema general queda representado como:

ż = Āz + B̄ū (3.18)

z ∈ R4, ū ∈ R, Ā ∈ R4×4, B̄ ∈ R4×1
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Figura 3.2: Sistema representado en cadena de integradores.

con

Ā =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ; B̄ =


0
0
0
1

 ; z =


z1

z2

z3

z4


De manera general, se observa que el sistema no lineal de cuarto orden se transforma a una
cadena de integradores mediante la parametrización de la salida plana. La estructura de
estas ecuaciones se representa mediante el diagrama de la Figura 3.2.

3.2.1. Resultados de simulación

Usando el modelo linealizado y parametrizado mediante la salida plana mostrado en la
anterior sub-sección, se realizaron dos pruebas a nivel simulación (Regulación y Seguimiento
de trayectoria) para un RMPI, donde el objetivo principal es verificar que el control propuesto
(3.15) consigue que el RMPI llegue a una referencia deseada, sin perder el equilibro y postura
del robot. En ambas pruebas a nivel simulación se utilizaron los parámetros del RMPI, dados
en la Tabla 3.1 y con las siguientes condiciones iniciales: x(0) = [0,1 0 −0.3 0]T .

Regulación del RMPI

La Figura 3.3 muestra las respuestas en el tiempo de los cuatro estados del RMPI. El
sistema es forzado a desplazarse de manera súbita a tres referencias deseada en t = 0s, t = 5s
y t = 10s, y se aplica una perturbación al péndulo en el tiempo t = 14s. Sin embargo el
sistema es capaz de desplazarse y absorber la perturbación sin perder la postura deseada.

La Figura 3.4 muestra la respuesta de la entrada de control aplicada, u, dado por (3.15) y
la perturbación aplicada al péndulo. Se observa que el control converge al punto de equilibrio
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Figura 3.3: Respuesta de los estados del RMPI.

deseado, lo cual significa que el sistema en lazo cerrado es estable y robusto, ya que el sistema
parte de condiciones iniciales distintas al equilibrio, resolviendo el problema de regulación
de la posición de avance y mantiene la postura de referencia deseada del RMPI.

Seguimiento del RMPI

La segunda prueba consistió en aplicar un trayectoria de referencia, similar a la prueba
anterior, la Figura 3.5 muestra la respuestas de los estados del RMPI. En esta figura se
observa que el estado x1 sigue la trayectoria de referencia x∗1, la cual tiene una forma de una
rampa, comenzando en el tiempo t = 5s y finalizando en t = 16s. Se observa que los estados
siguen a las referencias deseadas tanto en posición como en velocidad.
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Figura 3.4: Control aplicado por el RMPI y Perturbación aplicada.
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En esta prueba también se le aplico una perturbación al péndulo con una amplitud
máxima de 0.2 rad, como se observa en la Figura 3.6. Sin embargo el control propuesto
u consigue controlar el sistema RMPI ante dicha perturbación sin perder la trayectoria de
referencia ni la postura erguida del péndulo. Por último en la Figura 3.6, se observa la
respuesta del control ante la trayectoria y la perturbación aplicada.

Esto demuestra que es viable que la ley de control (3.15) se lleve a pruebas experimentales
ya que, además de resolver el problema se regulación y seguimiento, presenta una estructura
simple que puede ser implementada en sistemas embebidos, como se muestra en la siguiente
sección.
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Figura 3.6: Control aplicado por el RMPI y Perturbación aplicada.
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3.2.2. Resultados Experimentales

La estrategia de control propuesta (3.15) se implementa experimentalmente en un Robot
Móvil tipo Péndulo Invertido (RMPI) como se muestra en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Robot Móvil tipo Péndulo Invertido
(RMPI).

El robot móvil está equipado con una tar-
jeta DSP Delfino TMS320- F28335 de la
firma Texas Instruments, dos motores de
corriente directa (DC) acoplados a llantas
de capacidades ”todo terreno”, esto con la
finalidad de que el veh́ıculo navegue en te-
rrenos irregulares. El chasis alberga las ba-
teŕıas tipo LiPo de tres celdas (11.1 V), el
sistema sensorial, es decir, un inclinóme-
tro modelo G-NSDOG2-003 y encoders de
64 CPR, la electrónica de potencia para el
control de los motores (Puente H doble mo-
delo Vnh2sp30). El prototipo cuenta con
un dispositivo de comunicación inalámbri-
ca v́ıa WiFi ESP8266 en la parte superior
del robot, esto con el propósito de obtener
las posiciones y velocidades tanto del avan-
ce del robot como del péndulo. El RMPI se
monitorea por el sistema de captura Opti-
track el cual cuenta con cámaras infrarro-
jas que a través de una triangulación y pro-
cesamiento de imágenes se obtiene la posi-
ción de un objeto o varios objetos con una
precisión de ± 1 mm. Este equipo se utilizó
para verificar que los datos enviados por el
robot sean fiables, para posteriormente rea-
lizar un esquema multi-agente netamente
descentralizado de un conjunto de robots.

El sistema de computo embebido
se programó en el entorno de Matlab/Simulink
como se muestra en la Figura 3.8. Dicha figura esta organizado por señales de entrada (lado
izquierdo), señales de salida (lado derecho) y el control propuesto (parte central). La distri-
bución de los puertos GPIO y ADC utilizados se presentan en la Tabla 3.2. La referencia
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deseada se programó dentro de la tarjeta.

Las pruebas se realizaron con tiempo de muestreo de ∆t = 1ms, una frecuencia natural
de wn = 3.5 y un factor de amortiguamiento de ξ = 0.7071 para obtener las ganancias del
polinomio Hurtwitz expresado en (3.17). Los parámetros del RMPI se presentan en la Tabla
3.1 y con las siguientes condiciones iniciales: x(0) = [0,075 0 −0,53 0]T .

Figura 3.8: Programación de la tarjeta TMS320- F28335 en el entorno de Matlab/Simulink.

Descripción GPIO/ADC
Sensor de Inclinación ADC A1
PWM para el motor izq GPIO 0/ GPIO 1
PWM para el motor der GPIO 2/ GPIO 3
Encoder izquierdo GPIO 24/ GPIO 25
Encoder derecho GPIO 20/ GPIO 21
Dirección de giro izq GPIO 5/GPIO 7
Dirección de giro der GPIO 9/GPIO 11
Transmisión I2C GPIO 32/GPIO 33

Tabla 3.2: Distribución de los Puertos GPIO de la tarjeta DSP-F28335.
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Figura 3.9: Respuesta de los estados del RMPI.

La Figura 3.9, muestra las condiciones iniciales de las variables del robot RMPI, las cuales
en el t =4.5s se enciende el controlador, posteriormente el robot se desplaza a una referencia
deseada de 0.2 m en t = 40s, y se desplaza a 0.6 m en t = 80s.

0 20 40 60 80 100 120

Tiempo [s]

-5

0

5

C
o
n
tr

o
l 

[V
]

u

Figura 3.10: Repuesta del control aplicado por el RMPI.

La respuesta de la entrada de control se muestra en la Figura 3.10. En ella se observa
que la entrada de control no se satura áun cuando las referencias deseadas son dadas de
manera súbita. Esto implica que la ley de control propuesta (3.15), la cual es basada en
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la propiedades planitud diferencial del sistema linealizado, resuelve resuelve el problema de
avance (movimiento traslacional) y postura (autobalanceo) de un RMPI autónomo.

3.3. Control de consenso de múltiples RMPI

En esta sección se presenta el algoritmo de control para el consenso de un grupo de
robots tipo RMPI con la caracteŕıstica de poseer un ĺıder de este grupo. El cual controla la
postura de los péndulos aśı como el desplazamiento respecto al sistema de referencia móvil de
cada RMPI. El nodo ĺıder genera las señales de referencias deseadas, el cual es representado
mediante un sistema autónomo y no es afectado por ningún RMPI de la red. También se
presenta la función de evento que determina el instante en el que el i-ésimo RMPI, debe
transmitir su estado al j-ésimo RMPI con j ∈ Ni y la prueba de convergencia a una última
cota.

3.3.1. Control basado en planitud y comunicación basada en even-
tos

Considere un conjunto de RMPI con una topoloǵıa de comunicación representada me-
diante un grafo dirigido y fuertemente conectado y teniendo un nodo como ĺıder. La dinámica
de cada agente está parametrizada mediante la salida plana yi = zi. La dinámica del ĺıder se
considera como un sistema exógeno de la siguiente forma

ż0 = Āz0 (3.19)

y los RMPI seguidores tienen una dinámica de la siguiente forma

żi = Āzi + B̄ūi (3.20)

donde ūi representa el protocolo de consenso entre los agentes, el cual se presenta en el
siguiente Teorema.

Teorema 2 Considere un nodo ĺıder y un grupo de N−veh́ıculos RMPI representados por
(3.19) y (3.20), respectivamente, los cuales interactúan bajo el grafo fuertemente conectado
y no dirigido G. Si existe comunicación entre el RMPI i y el ĺıder, entonces existe un peso
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gi > 0 y el grafo aumentado que contiene al ĺıder se denota por Ḡ. Entonces la función de
control distribuido se define por

ūi = K

[
N∑
j=1

(mj −mi) + gi(z0 −mi)

]
(3.21)

y K = ρB̄TP . Siendo P la solución de la ecuación de Riccati

ĀTP + PĀ− 2ρPB̄B̄TP = −Q

Además, la función de evento está dada por:

ei (zi,mi) = ei1 ∧ ei2 ∧ ei3 ∧ ei4 (3.22)

donde, eis = |ēis| − δ con ēis = mis − zis, δ ∈ R+ el umbral de activación de la función de
evento, i ∈ V y s = {1, 2, 3, 4}. Entonces el vector zi tiende a una vecindad del estado z0,
esto es

ĺım
t→∞
‖ε(t)‖ =

2
√
Nδ
∥∥∥B̃∥∥∥α

λÃ1

donde ε = (ε1, ε2, ..., εN)T y εi = zi − z0. Con λÃ1 = λmı́n(Ã) siendo Ã = IN ⊗ Ā − B̃,
α = ‖R‖

∥∥RT
∥∥, con R una matriz que diagonaliza a la matriz Ã y B̃ = −H ⊗ B̄K, donde

H = L+G, con G = diag(g1, g2, ..., gN).

Lo anterior indica que la función de evento (3.22) depende de los estados actuales zi y de
las memorias mi generadas de la última comunicación existió. Cuando la función de evento
(3.22) se cumple, el estado del agente i (zi) es transmitido a los agentes con los que tiene
comunicación y se almacena en una memoria mi y el control ui (definido en (3.21)) se calcula
con los datos actualizados. En caso contrario, los estados zi no se transmiten, las memorias
no se actualizan y el control es calculado con las memorias guardadas del último evento que
ocurrió.

Prueba 1 Sea el control de consenso de múltiples RMPI determinado por las memorias mi

del estado zi de la última vez que ocurrió un evento

ūi = K

[
N∑
j=1

(mj −mi) + gi(z0 −mi)

]
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y si se define el error de la memoria con respecto al estado ēi = mi − zi o bien mi = ēi + zi
y el error del estado con respecto a la referencia z0 como εi = zi − z0, el control se escribe
en términos de εi

ūi = K

[
N∑
j=1

(εj − εi) + giεi +
N∑
j=1

(ēj − ēi)− giēi

]

recuerde que el objetivo es ĺım
t→∞
‖zi − z0‖︸ ︷︷ ︸

εi

= 0 o al menos a una vecindad del origen, entonces

la dinámica del error es:

ε̇i = żi − ż0 = Āzi + B̄ūi − Āz0 = Ā (zi − z0) + B̄ūi

ε̇i = Āεi + B̄ūi

aśı que la dinámica del error en lazo cerrado se escribe como

ε̇i = Āεi + B̄

(
K
∑N

j=1(εj − εi) +Kgiεi
+K

∑N
j=1(ēj − ēi)−Kgiēi

)

=
Āεi + B̄K

∑N
j=1(εj − εi) + B̄Kgiεi

+B̄K
∑N

j=1(ēj − ēi)− B̄Kgiēi

haciendo ε = (ε1, ε2, ..., εN)T , G = diag(g1, g2, ..., gN), ē = (ē1, ē2, ..., ēN) se escribe el sistema
multi-agente de la siguiente forma

ε̇ = (IN ⊗ Ā)ε− (IN ⊗ B̄)(L ⊗ IN)(IN ⊗K)ε

−(IN ⊗ B̄)(G⊗ IN)(IN ⊗K)ε

−(IN ⊗ B̄)(L ⊗ IN)(IN ⊗K)ē

−(IN ⊗ B̄)(G⊗ IN)(IN ⊗K)ē

ε̇ =
[
IN ⊗ Ā− (L+G)⊗ B̄K

]
ε+

[
− (L+G)⊗ B̄K

]
ē

ε̇ =

(IN ⊗ Ā)−H ⊗ B̄K︸ ︷︷ ︸
Ã

 ε+

−H ⊗ B̄K︸ ︷︷ ︸
B̃

 ē (3.23)

Observación 1: La matriz H = L + G corresponde al grafo Ḡ y tiene las siguientes pro-
piedades (ver [33]):

H contiene valores propios positivos

H es definida positiva
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Observación 2: En este trabajo se asume que el grafo Ḡ está fuertemente conectado, es
decir, existe un camino entre cada par de vértices.

Se asume primero que ē = 0 y se prueba que el sistema ε̇ = Ãε es asintóticamente estable.
Para esto propongamos la siguiente función candidata de Lyapunov

V (ε) = εT (IN ⊗ P )ε

cuya derivada a lo largo de las trayectorias es

V̇ (ε) = εT
[(
IN ⊗ ĀT

)
−
(
H ⊗KT B̄T

)
(IN ⊗ P )

]
ε

+ εT
[
(IN ⊗ P )

(
IN ⊗ Ā−H ⊗ B̄K

)]
ε

= εT
[
IN ⊗

(
PĀ+ ĀTP

)
−H ⊗

(
2PB̄B̄TP

)]
ε

puesto que H es simétrica, existe una matriz T ∈ RNxN tal que THT T = Λ := diag (λ1, ..., λN)
donde λ1, ..., λN son los valores propios de H los cuales por la observación 1 son positivos.

Sea ε̃ = (T ⊗ IN)ε

V̇ = ε̃T
[(
IN ⊗

(
PĀ+ ĀTP

))
− Λ⊗

(
2PB̄B̄TP

)]
ε̃

=
N∑
i=1

ε̃Ti
[
PĀ+ ĀTP − λi

(
2PB̄B̄TP

)]
ε̃i

V̇ ≤
N∑
i=1

ε̃Ti

PĀ+ ĀTP − ρ
(
2PB̄B̄TP

)︸ ︷︷ ︸
−Q

 ε̃i
≤ −

N∑
i=1

ε̃Ti Qε̃i

≤ −
N∑
i=1

εTi (IN ⊗ T T )Q(T ⊗ IN)︸ ︷︷ ︸
Q̄

εi

≤ −
N∑
i=1

εTi Q̄εi < 0 ∀ εi 6= 0

=⇒ Ā es Hurwitz y εi → 0 cuando ē = 0 y t→∞.

Ahora, consideremos el caso general donde ē 6= 0 y se asume que el valor propio más
pequeño de Ã es ρ = λÃ1 , entonces

ε̇ = Ãε+ B̃ē
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la solución de esta ecuación es

ε(t) = eÃtε (0) +

∫ t

0

eÃ(t−τ)B̃ē (τ) dτ

‖ε (t)‖ ≤
∥∥∥eÃtε (0)

∥∥∥+

∫ t

0

∥∥∥eÃ(t−τ)B̃ē (τ) dτ
∥∥∥

se asume λÃ1 = λmı́n

(
Ã
)

, y RÃRT = Φ = diag
(
λÃ1 , ..., λ

Ã
N

)
entonces

‖ε (t)‖ ≤ αe−λ
Ã
1 t ‖ε (0)‖+ α

∫ t

0

e−λ
Ã
1 (t−τ)

∥∥∥B̃ē (τ)
∥∥∥ dτ

donde
α = ‖R‖

∥∥RT
∥∥

note que
∥∥∥B̃ē∥∥∥ ≤ ∥∥∥B̃∥∥∥ ‖ē‖, puesto que la condición de evento forza a

‖ē‖ =
√

4δ2 + 4δ2 + ...+ 4δ2 = 2δ
√
N

y se sustituye

‖ε(t)‖ ≤ αe−λ
Ã
1 t ‖ε (0)‖+ α

∫ t

0

e−λ
Ã
1 (t−τ)2δ

√
N
∥∥∥B̃∥∥∥ dτ

≤ αe−λ
Ã
1 t ‖ε (0)‖+ 2αe−λ

Ã
1 t
∥∥∥B̃∥∥∥ δ√N ∫ t

0

eλ
Ã
1 τdτ

≤ αe−λ
Ã
1 t ‖ε (0)‖

+2αe−λ
Ã
1 t
∥∥∥B̃∥∥∥ δ√N (eλÃ1 t

λÃ1
− 1

λÃ1

)

‖ε(t)‖ ≤
2αδ
√
N
∥∥∥B̃∥∥∥

λÃ1
(3.24)

Entonces el estado de los RMPI, zi(t), tienden a una vecindad de z0 y se mantienen al menos
a una distancia ‖ε(t)‖ cuando t→∞.

3.3.2. Implementación de la estrategia de control

La estrategia de control se implementa siguiendo el diagrama a bloques de la Figura 3.11.
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Figura 3.11: Diagrama general de cada agente.

Dicho diagrama muestra el esquema general del control propuesto para cada agente i.
El primer bloque (gris) representa el modelo dinámico del robot móvil i, con la entrada de
control ui y el estado del sistema representado por xi = (x1i x2i x3i x4i)

T . A partir de planitud
diferencial del sistema se parametriza mediante la salida plana y se expresa en términos de
zi = (z1i z2i z3i z4i)

T , lo cual es representado mediante el segundo bloque (verde). Este
bloque recibe la señal de control ūi determinado por el algoritmo de consenso y env́ıa la
señal correspondiente de control ui al robot para regular la postura y desplazamiento. Esta
relación está dada por

ui =
1

CiA3
iBi

(
ūi − CiA4

ixi
)

(3.25)

El tercer bloque (naranja) es la función de evento que determina, cuando el estado zi debe
actualizarse a mi y éste se retroalimenta, y se env́ıa también al algoritmo de consenso (blo-
que azul). Este último bloque contiene el control de consenso del robot i (ūi) calculado y
determinado por los agentes j con los que existe comunicación.

Figura 3.12: Grafo dirigido.
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3.4. Resultados

3.4.1. Resultados a nivel simulación

Con el fin de validar la técnica de control propuesta, se realizaron algunas simulaciones
numéricas. Para ello, se consideraron 5 robots móviles cuyos parámetros son mostrados en
la Tabla 3.1. El objetivo de estas simulaciones fue para verificar que los robots móviles se
movieran a una referencia deseada determinada por el ĺıder, el cual es denotado RMPI0.
Además, se realizaron dos pruebas a un conjunto de 5 RMPI, la primera prueba consistió
en regular desplazamiento de cada agente a una posición de referencia deseada, y la segun-
da prueba consistió en el seguimiento de trayectoria parar el desplazamiento traslacional.
Nótese que en ambas pruebas se reguló la postura erguida de cada uno de los RMPI. La
intercomunicación entre los agentes del sistema multi-robot se muestra en la Figura 3.12,
la cual consiste de un grafo dirigido y fuertemente conectado, donde sólo el RMPI1 obtiene
información del nodo ĺıder. Se asume que no existe un retardo en la comunicación entre
los agentes, y las condiciones iniciales se establecen en la Tabla 3.3, aśı como la referencia
deseada dada por el ĺıder RMPI0 = (0,5 0 0 0)T y K = {1,5 1,5 1,5 1,5 1,5}. Note que el
nodo cero (ĺıder) es considerado como un exo-sistema el cual es el encargado de generar la
trayectoria que deberán seguir los otros nodos.

(x1(0) x2(0) x3(0) x4(0))T

RMPI1 (−0.5 0 0.52 0)T

RMPI2 (0.5 0 −0.4 0)T

RMPI3 (−0.3 0 0.2 0)T

RMPI4 (−0.5 0 −0.2 0)T

RMPI5 (−0.3 0 −0.2 0)T

Tabla 3.3: Condiciones iniciales de los 5 RMPI.

3.4.2. Consenso con un ĺıder con posición constante

La Figura 3.13 muestra la evolución de los cuatro estados de cada uno de los agentes.
Se observa que el estado x1i, corresponde a la posición lineal de cada uno de los robots, el
cual alcanza la posición de referencia deseada. Del mismo modo, el estado x3i, correspon-
de posición angular de cada uno de los péndulos, el cual llega de forma consensuada a la
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referencia deseada, es decir, a una postura erguida. También se observa que en el instante
t = 25s un disturbio se aplica al RMPI2 lo cual afecta tanto la postura (posición angular)
como la posición lineal en los otros RMPIs.

Figura 3.13: Respuesta de los estados de los 5 agentes.

Figura 3.14: a) Evolución de las señales de control de los cinco agentes, b) Evolución del
número de eventos disparados.
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Figura 3.15: Eventos realizados por los 5 agentes.

La Figura 3.14(a) muestra la señal de control calculada por el algoritmo propuesto para
cada uno de los robots. Se observa que el control aplicado para cada robot depende del
estado del agente en cuestión, y de los estados de cada uno de los agentes con los que
existe comunicación. La Figura 3.14(b), muestra la evolución en el número de eventos de
cada uno de los móviles, es decir, las ocasiones en la que la función de evento determinó
que debe existir comunicación entre los agentes. Note que hay un incremento en el número
de eventos en t = 25s, esto se debe a que es necesaria una comunicación más continua
cuando existe una perturbación. Ah́ı, se observa que existe una gran reducción en las veces
que se requiere hacer una transmisión de información entre agentes, en comparación con un
esquema de transmisión continua en el tiempo. La Figura 3.15 muestra los eventos realizados
por cada uno de los agentes. Se observa que existen momentos en los que cada agente no
env́ıa información a sus vecinos correspondientes, lo que permite un ahorro computacional
y energético. En el apartado 3.4.4 se muestra que a pesar de la gran reducción en el número
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Figura 3.16: Respuesta de los estados de los 5 agentes para el seguimiento de trayectoria.

de transmisión entre agentes, el desempeño se ve poco afectado con respecto al desempeño
que pudiera obtenerse con una transmisión continua. Para dar más claridad a los resultados
obtenidos, se recomienda al lector consultar una visualización 3D de la prueba en la siguiente
dirección: https://www.youtube.com/watch?v=axCZdrG4MVw.

3.4.3. Consenso con un ĺıder con posición lineal variante en el
tiempo

Este escenario consiste en el seguimiento del ĺıder, cuando éste se desplaza en una tra-
yectoria variante en el tiempo. La Figura 3.16 muestra los cuatro estados de cada uno de
los agentes. Como se menciono con anterioridad, x1i y x2i corresponde a la respuesta de
posición y velocidad lineal, en el sistema de referencia del móvil. De igual forma, se muestra

 https://www.youtube.com/watch?v=axCZdrG4MVw
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los estados x3i y x4i, correspondiente a la posición y velocidad angular. La figura refleja que
los estados alcanzan la referencia en posición lineal, determinada por el ĺıder, mientras se
controla la posición angular. En el instante t = 25s el robot RMPI2 se somete a un disturbio,
el cual afecta tanto la postura como el desplazamiento en los otros RMPIs.

De igual manera que la prueba anterior se observa en la Figura 3.17(a) la señal de control
calculada por el algoritmo propuesto para cada uno de los robots. En la parte inferior,
Figura 3.17(b), se encuentran el número de eventos disparados en cada uno de los móviles.
Se observa que en esta prueba se generan un mayor número de eventos que en la prueba
anterior, esto debido a que la posición de referencia dada por el agente ĺıder, está en constante
cambio y que los agentes necesitan transmitir un mayor número de información, lo cual
es razonable. A pesar de ello, sigue existiendo un ahorro computacional y energético. Se
invita al lector a visualizar en 3D el escenario anteriormente descrito en la siguiente liga:
https://www.youtube.com/watch?v=ZEs05oHH6yw.

3.4.4. Consenso en tiempo continuo vs Consenso basado en even-
tos

En los apartados anteriores se describió el resultado obtenido con la técnica de control
propuesta ante dos escenarios representativos. Estos resultados mostraron que el consenso
del conjunto de veh́ıculos se logra mientras existe una importante disminución del tráfico de
información en la red de comunicaciones. Sin embargo, una pregunta lógica es ¿Qué pasa con
el desempeño de la técnica propuesta respecto a una transmisión continua de información
entre agentes?. Para responder a esta pregunta se considera la ley de control propuesta, dada
por (3.21) y una ley de control para el consenso con transmisión de información continua
dada por la siguiente expresión:

ūi = K

[
N∑
j=1

(zj − zi) + gi(z0 − zi)

]
(3.26)

El escenario considerado es el mismo presentado en el apartado 3.4.3. Para ello se realizaron
5 pruebas para el seguimiento de trayectoria con diferentes condiciones iniciales, las cuales se
muestran en la Tabla 3.4. El objetivo de estas pruebas es obtener una comparativa estad́ıstica.
Se utilizó el criterio de la Integral del Error Cuadrático (ISE, por sus siglas en ingles) de
los estados x1 (desplazamiento) con respecto a la señal emitida por el ĺıder en cada prueba
y se obtuvo un promedio. Se realizó el mismo procedimiento con el estado x3 (ángulo del
péndulo). La Tabla 3.5 muestra los criterios ISE promedio de las 5 pruebas realizadas, y la

https://www.youtube.com/watch?v=ZEs05oHH6yw
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Figura 3.19 muestra la evolución del ISE promedio para los estados x1 y x3 de cada robot a
través del tiempo.

RMPI1 RMPI2 RMPI3 RMPI4 RMPI5

1 (-0.5 0 0.52 0)T (0.5 0 -0.4 0)T (-0.3 0 0.2 0)T (-0.5 0 -0. 0)T (-0.3 0 -0.2 0)T

2 (-0.3 0 -0.2 0)T (-0.2 0 0.25 0)T (-1 0 0.1 0)T (-0.3 0 -0.1 0)T (0.25 0 -0.2 0)T

3 (0 0 -0.4 0)T (0,5 0 −0,3 0)T (1 0 −0,2 0)T (−0,7 0 0,3 0)T (−0,6 0 0,15 0)T

4 (0,2 0 0,3 0)T (−0,7 0 −0,25 0)T (−0,3 0 −0,3 0)T (0,5 0 0,25 0)T (0,8 0 −0,1 0)T

5 (1 0 0,15 0)T (0,7 0 0,2 0)T (0 0 0,4 0)T (−0,3 0 0 0)T (−0,4 0 −0,2 0)T

Tabla 3.4: Condiciones iniciales xi(0) = (x1i(0) x2i(0) x3i(0) x3i(0))T utilizadas en las 5
pruebas.

Figura 3.17: Respuesta de los controles de los 5 agentes para el seguimiento de trayectoria.
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ISE Promedio x1 ISE Promedio x3

CTC CBE CTC CBE
RMPI1 3.0798 3.1002 0.0539 0.0549
RMPI2 3.0137 3.0973 0.0418 0.0435
RMPI3 2.7828 3.2782 0.0710 0.0808
RMPI4 3.7854 3.9480 0.0672 0.0708
RMPI5 4.2822 4.5283 0.1037 0.1104

Tabla 3.5: Promedio de los criterios ISE de las 5 pruebas, para una estrategia de Control en
tiempo continuo (CTC) y Control Basado en Eventos (CBE).

Esta información indica que los errores obtenidos usando un control de consenso dispara-
do por eventos (la transmisión de información entre agentes es aśıncrona) son muy cercanos
a los errores resultantes en un control de consenso en tiempo continuo (la transmisión de in-
formación entre agentes es continua). Lo anterior muestra que la técnica de control propuesta
en este trabajo, consigue reducir el tráfico de datos y el gasto computacional y energético,
todo ello sin sacrificar el desempeño del sistema.

Figura 3.18: Eventos realizados por los 5 agentes para el seguimiento de trayectoria.
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Figura 3.19: Integral del error cuadrático de las 5 pruebas.

3.4.5. Resultados Experimentales

En esta sección, se realizaron pruebas experimentales en un escenario donde 5 RMPIs se
desplazan de manera lineal y respetan las referencias deseadas dadas por el ĺıder (el cual se
considera como un exosistema), mediante un intercambio de información local. Las pruebas
se realizaron considerando un RMPI real y 4 robots virtuales, bajo una red de comunicación
dada por el grafo conectado y dirigido (Figura. 3.12). El robot real representa al RMPI1

el grafo utilizado y, por simplicidad, tiene programado las referencias dadas por el agente
ĺıder RMPI0. Los parámetros tanto del sistema real como de los virtuales están dados en
la Tabla 3.1 y con condiciones iniciales dadas por la Tabla 3.6. La Figura 3.20 muestra el
comportamiento de los estados de cada uno de los RMPIs a través del tiempo. Se aprecia
que el sistema multi-agente se somete a cambio de referencia en t ≈ 21,7s y t ≈ 41,7, por
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(x1 x2 x3 x4)T

RMPI1 (0.008 0 0.7810 0)T

RMPI2 (0.300 0 −0.200 0)T

RMPI3 (−0.10 0 −0.200 0)T

RMPI4 (−0.40 0 0.200 0)T

RMPI5 (0.200 0 −0.25 0)T

Tabla 3.6: Condiciones iniciales de los 5 RMPI.

Figura 3.20: Respuesta de los estados de los 5 agentes ante las referencias dadas.

medio del ĺıder, y el sistema en general es capaz de llegar a las puntos deseados. Observe
que el RMPI1 se perturba en el péndulo del robot y se aleja de la referencia en t ≈ 88s,
sin embargo el RMPI es capaz de rechazar la perturbación y regresar al estado deseado. La
respuesta de los controladores se muestra en la Figura 3.21, donde se observa un ligero sobre
tiro al iniciar el arranque de la prueba. Esto se debe a que el RMPI1 tiene una condición
inicial lejana al estado de referencia deseado, y por lo tanto requiere de un mayor voltaje
para converger a dicho estado.

Cabe mencionar que la dinámica de comportamiento de los RMPI es en tiempo continuo y
sólo la red de comunicación es aśıncrona, lo que implica que la red de comunicación definida
por G es variante en el tiempo, y se mantiene conectada de acuerdo a las solicitudes de
información en el instante t. Los eventos realizados por cada RMPI se muestran en la Figura
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Figura 3.21: Respuesta de los controles de los 5 agentes.

3.22. Se observa que con cada cambio de referencia, y cuando la perturbación se aplica, existe
un mayor número de eventos, debido a que los RMPI se encuentran en constante cambio, y es
necesario una mayor comunicación entre ellos para llegar a la convergencia hacia el consenso.
A medida que los RMPI se acercan a la referencia deseada, los eventos se van reduciendo.
Es evidente que la ley de control estabiliza al sistema hacia el consenso, y en términos
prácticos no hay mayor requerimiento de información para lograr una buena interacción
del SMA. El conteo de los eventos conforme va transcurriendo el tiempo se observa en la
Figura 3.23, la ĺınea punteada representa los eventos que se realizaŕıan si se utilizará una
comunicación continua. Se observa las veces que se realizó la transmisión de información de
aproximadamente menor al 70 %.

Análisis Energético

Se realizó un análisis de la enerǵıa consumida en la etapa de transmisión por cada uno de
los RMPI, de la prueba anterior, cuando se realiza una transmisión de información continua
y bajo una comunicación basada en eventos.

Existen dispositivos de comunicación inalámbrica que tienen la capacidad de ahorrar
enerǵıa cuando no están transmitiendo datos. Uno de estos es el dispositivo ESP8266, el
cual reduce el consumo energético utilizando el modo ”Light-Sleep”, el cual permite mante-
ner la conexión WiFi de tipo estación, pero reduce el consumo de enerǵıa en los momentos
en los que no envió información. En este modo, cuando se transmite información se consume
aproximadamente 170 mA y 0.9 mA cuando no existe envió de datos. Además, tomando
en cuenta el voltaje de alimentación del dispositivo es aproximadamente 3.3 V, y los resul-
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Figura 3.22: Eventos realizados por los 5 agentes.

Figura 3.23: Conteo de eventos realizados por los 5 agentes.
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Figura 3.24: Enerǵıa consumida en la comunicación.

Continuo 1309 mWh→ 100 %
RMPI1 691.1 mWh→ 52.79 %
RMPI2 813.4 mWh→ 62.14 %
RMPI3 903 mWh→ 68.98 %
RMPI4 881.1 mWh→ 67.31 %
RMPI5 881.8 mWh→ 67.36 %

Tabla 3.7: Consumo de Enerǵıa en la etapa de transmisión de datos.

tados mostrados en la Figura 3.23, se obtiene el consumo de enerǵıa en la transmisión de
información de cada uno de los RMPI para la prueba anterior como se muestra en la Figura
3.24 y el porcentaje de consumo mostrado en la Tabla 3.7. La ĺınea punteada de la Figura
3.24 muestra el consumo energético a través del tiempo de una comunicación estándar, es
decir, cuando se transmite de manera continua o por un tiempo de muestreo establecido. Se
observa que mediante un esquema de transmisión disparada por eventos es posible dismi-
nuir el consumo energético en la etapa de transmisión, en comparación con un esquema de
comunicación continua en el tiempo. Lo anterior indica que el controlador propuesto no sólo
realiza la formación y controla la postura de los robots, si no que además reduce el consumo
energético de manera considerable, aumentando aśı la autonomı́a de los agentes, sin perder
de vista el objetivo principal del control.

Para la pruebas experimentales, el robot real transmit́ıa su información mediante un
dispositivo ESP8266. Sin embargo, con el objetivo de verificar la veracidad de la respuesta
de los estados se comparó los datos transmitidos por el robot con el sistema de captura de
movimiento Optitrack, como se observa en la Figura 3.25.
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Figura 3.25: Datos obtenidos transmitidos por el RMPI y datos obtenidos por el sistema
Optitrack.

La Figura 3.25 muestra dicha comparativa, en donde se observa que efectivamente los
datos transmitidos son muy similares a los obtenidos por el sistema de captura de movimiento
Optitrack. En estas pruebas no se utilizó el sistema Optitrack para el consenso, puesto que
se podŕıa interpretar como un esquema centralizado en lugar de un sistema descentralizado
como se planteo, sin embargo en algunos trabajos se utiliza para un mejor manejo de los
recursos de varios agentes como un sistema de GPS de entorno controlado. Además, el
sistema de captura de movimiento, tendŕıa un mayor impacto, cuando el sistema RMPI
pueda desplazarse en el plano, aún con una superficie no uniforme.
Todo lo anterior comprueba que considerando un grafo conectado y dirigido (Figura 3.12),
mediante una ley de control distribuida (3.25) basada en la propiedad de planitud diferencial
y en una función de eventos (3.22) para transmisión de información. Es viable para el control
de una red de múltiples RMPIs reduciendo el tráfico de información sin afectar el objetivo
principal del control. Para dar mayor claridad a los resultados obtenidos, el lector puede
consultar una visualización 3D de la prueba en la siguiente dirección: https://youtu.be/
xTgNOl_W5KI.

https://youtu.be/xTgNOl_W5KI
https://youtu.be/xTgNOl_W5KI
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Caṕıtulo 4

Robot Móvil tipo Péndulo invertido:
Desplazamiento en el plano

En el caṕıtulo anterior se mostró el análisis y desempeño de un sistema Robot Móvil
tipo Péndulo invertido (RMPI) con la limitación de avanzar en un sólo eje. En adición, este
caṕıtulo se basa en el estudio del sistema RMPI capaz de desplazarse en el plano de manera
autónoma, lo cual representa un gran reto por ser un sistema altamente no lineal de sexto
orden. De esta manera, este caṕıtulo trata el modelado del RMPI considerando el giro sobre
su propio eje, el control para el desplazamiento en el plano y el autobalanceo del mismo se
realiza mediante el enfoque de planitud diferencial, el diseño de una estrategia de control
distribuido con una comunicación activada por eventos, resolviendo aśı, el problema de for-
mación ĺıder-seguidor de un conjunto de robots móviles tipo péndulo invertido (RMPI) en
el plano.
Adicionalmente, para corroborar la robustez del controlador propuesto se presenta el análisis
de estabilidad usando el segundo método de Lyapunov y el enfoque de estabilidad entrada
al estado ISS (Input-to-State Stability). Con el objetivo de mostrar el desempeño del con-
trolador en lazo cerrado, se muestran resultados a nivel de simulación numérica, donde se
observa el desempeño del consenso y formación de los veh́ıculos ante una referencia deseada.

69
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Figura 4.1: Diagrama de cuerpo libre del RMPI.

4.1. Modelado del Sistema RMPI con desplazamiento

en un plano

En esta sección se presenta el modelo no lineal y el modelo linealizado alrededor de
un punto de equilibrio del sistema RMPI, también se obtiene la salida plana junto con su
parametrización diferencial del sistema linealizado.

4.1.1. Modelado Cinemático del Sistema RMPI

Considérese un robot móvil tipo péndulo invertido como se muestra en la Figura 4.1 con
los parámetros dados por la Tabla 4.1, el cual es capaz de desplazarse de manera autónoma en
un plano x, y. Definiendo el giro de las llantas (φl, φr) y el ángulo de inclinación del péndulo
(θ) en el sentido de las manecillas del reloj y la rotación del robot en sentido antihorario, y
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se obtiene que las siguientes coordenada cartesianas

(xm, ym, zm) = (Rφ cosψ,Rφ sinψ,R) (4.1)

(φ, ψ) =

[
1

2
(φl + φr) ,

R

w
(φr − φl)

]
(4.2)

(xl, yl, zl) =
[
xm −

w

2
sinψ, ym +

w

2
cosψ, zm

]
(4.3)

(xr, yr, zr) =
[
xm +

w

2
sinψ, ym −

w

2
cosψ, zm

]
(4.4)

(xb, yb, zb) = [xm + L sin θ cosψ, ym + L sin θ sinψ, zm + L cos θ] (4.5)

O bien,

xl = Rφ cosψ − w
2

sinψ, yl = Rφ sinψ + w
2

cosψ, zl = R
xr = Rφ cosψ + w

2
sinψ, yr = Rφ sinψ − w

2
cosψ, zl = R

xb = Rφ cosψ + L sin θ cosψ, yb = Rφ sinψ + L sin θ sinψ, zb = R + L cos θ

derivando con respecto al tiempo el sistema de ecuaciones (4.1) a (4.5), se obtiene el modelo
cinemático para el sistema RMPI, el cual describe al péndulo invertido sobre dos ruedas.

ẋm = Rφ̇ cosψ −Rφψ̇ sinψ ẏm = Rφ̇ sinψ +Rφψ̇ cosψ

φ̇ = 1
2
(φ̇r + φ̇l) ψ̇ = R

w
(φ̇r − φ̇l)

ẋl = Rφ̇ cosψ −Rφψ̇ sinψ − w
2
ψ̇ cosψ,

ẏl = Rφ̇ sinψ +Rφψ̇ cosψ − w
2
ψ̇ sinψ

ẋr = Rφ̇ cosψ −Rφψ̇ sinψ + w
2
ψ̇ cosψ,

ẏr = Rφ̇ sinψ +Rφψ̇ cosψ + w
2
ψ̇ sinψ

ẋb = Rφ̇ cosψ −Rφψ̇ sinψ + Lθ̇ cos θ cosψ − Lψ̇ sin θ sinψ,

ẏb = Rφ̇ sinψ +Rφψ̇ cosψ + Lθ̇ cos θ sinψ + Lψ̇ sin θ cosψ

żb = −Lθ̇ sin θ

Estas velocidades calculadas en esta sección se utilizaran en las siguiente sección para el
calculo de las enerǵıas en la obtención del modelo dinámico.

4.1.2. Modelado Dinámico del Sistema RMPI

Para determinar el modelo dinámico del sistema, se utiliza las ecuaciones de movimiento
de Euler Lagrange del sistema coordenado mostrado por la Figura 4.1. De ah́ı, se calcula la
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Parámetros Descripción Valor
mw Masa de las ruedas 0.04 Kg
mb Masa del péndulo 1.05 Kg
Jw Inercia de la rueda 8.45e−5 Kgm2

Jm Inercia del motor 9.356e−4 Kgm2

Jψ Inercia del giro del robot 3.6e−3 Kgm2

Jp Inercia del péndulo 0.021 Kgm2

R Radio de la rueda 0.06 m
w Longitud entre el eje de las ruedas 0.2 m
L Longitud entre el c.m del péndulo y el eje de las ruedas 0.15 m
g Gravedad 9.8 m

s2

kt Constante de torque del motor 0.3093
Rm Resistencia del Motor 5.15 Ω
kb Constante de FEM del Motor 0.3093
β Coeficiente de fricción 0.01

Tabla 4.1: Parámetros del RMPI autónomo.

enerǵıas cinética y potencial.
Por tanto, la enerǵıa cinética de estas coordenadas generalizadas son:

T1 =
1

2
mw

(
ẋ2
l + ẏ2

l + ż2
l

)
+

1

2
mw

(
ẋ2
r + ẏ2

r + ż2
r

)
+

1

2
mb

(
ẋ2
b + ẏ2

b + ż2
b

)
(4.6)

donde

ẋ2
l =

(
ẋm −

w

2
ψ̇ cosψ

)2

= ẋ2
m − wẋmψ̇ cosψ +

w2

4
ψ̇2 cos2 ψ

= R2φ̇2 cos2 ψ − 2R2φ̇φψ̇ cosψ sinψ +R2φ2ψ̇2 sin2 ψ

− wRφ̇ψ̇ cos2 ψ + wRφψ̇2 cosψ sinψ +
w2

4
ψ̇2 cos2 ψ

ẏ2
l =

(
ẏm −

w

2
ψ̇ sinψ

)2

= ẏ2
m − wẏmψ̇ sinψ +

w2

4
ψ̇2 sin2 ψ

= R2φ̇2 sin2 ψ + 2R2φ̇φψ̇ sinψ cosψ +R2φ2ψ̇2 cos2 ψ

− wRφ̇ψ̇ sin2 ψ − wRφψ̇2 sinψ cosψ +
w2

4
ψ̇2 sin2 ψ

ẋ2
r =

(
ẋm +

w

2
ψ̇ cosψ

)2

= ẋ2
m + wẋmψ̇ cosψ +

w2

4
ψ̇2 cos2 ψ

= R2φ̇2 cos2 ψ − 2R2φ̇φψ̇ sinψ cosψ +R2φ2ψ̇2 sin2 ψ

+ wRφ̇ψ̇ cos2 ψ − wRφψ̇2 sinψ cosψ +
w2

4
ψ̇2 cos2 ψ



4.1. MODELADO DEL SISTEMA RMPI 73

ẏ2
r =

(
ẏm +

w

2
ψ̇ sinψ

)2

= ẏ2
m + wẏmψ̇ sinψ +

w2

4
ψ̇2 sin2 ψ

= R2φ̇2 sin2 ψ + 2R2φ̇φψ̇ sinψ cosψ +R2φ2ψ̇2 cos2 ψ

+ wRφ̇ψ̇ sin2 ψ + wRφψ̇2 sinψ cosψ +
w2

4
ψ̇2 sin2 ψ

ẋ2
b = R2φ̇2 cos2 φ− 2R2φ̇φψ̇ cosψ sinψ +R2φ2ψ̇2 sin2 ψ + 2RLφ̇θ̇ cos θ cos2 ψ

− 2LRφ̇ψ̇ sin θ sinψ cosψ − 2LRφψ̇θ̇ cos θ sinψ cosψ + 2RLφψ̇2 sin θ sin2 ψ

+ L2θ̇2 cos2 θ cos2 ψ − 2L2θ̇ψ̇ cos θ sin θ cosψ sinψ + L2ψ̇2 sin2 θ sin2 ψ

ẏ2
b = R2φ̇2 sin2 φ+ 2R2φ̇φψ̇ cosψ sinψ +R2φ2ψ̇2 cos2 ψ + 2RLφ̇θ̇ cos θ sin2 ψ

+ 2LRφ̇ψ̇ sin θ sinψ cosψ + 2LRφψ̇θ̇ cos θ sinψ cosψ + 2RLφψ̇2 sin θ cos2 ψ

+ L2θ̇2 cos2 θ sin2 ψ + 2L2θ̇ψ̇ cos θ sin θ cosψ sinψ + L2ψ̇2 sin2 θ cos2 ψ

ż2
b = L2θ̇2 sin2 θ

agrupando términos para simplificar el modelo dinámico se obtiene

(
ẋ2
r + ẏ2

r

)
= R2φ̇2 +R2φ2ψ̇2 + wRφ̇ψ̇ +

w2

4
ψ̇2

(
ẋ2
b + ẏ2

b + ż2
b

)
= R2φ̇2 +R2φ2ψ̇2 + 2RLφ̇θ̇ cos θ + 2RLφψ̇2 sin θ + L2θ̇2 cos2 θ

+ L2ψ̇2 sin2 θ + L2θ̇2 sin2 θ

= R2φ̇2 +R2φ2ψ̇2 + 2RLφ̇θ̇ cos θ + 2RLφψ̇2 sin θ + L2θ̇2 + L2ψ̇2 sin2 θ

sustituyendo los términos anteriores en (4.6), se obtiene lo siguiente:

T1 =
1

2
mw

(
R2φ̇2 +R2φ2ψ̇2 +

w2

4
ψ̇2

)
+

1

2
mw

(
R2φ̇2 +R2φ2ψ̇2 +

w2

4
ψ̇2

)
+

1

2
mb

(
R2φ̇2 +R2φ2ψ̇2 + 2RLφ̇θ̇ cos θ + 2RLφψ̇2 sin θ + L2θ̇2 + L2ψ̇2 sin2 θ

)
= mwR

2φ̇2 +mwR
2φ2ψ̇2 +

mww
2

4
ψ̇2 +

1

2
mbR

2φ̇2 +
1

2
mbR

2φ2ψ̇2 +mbRLφ̇θ̇ cos θ

+mbRLφψ̇
2 sin θ +

1

2
mbL

2θ̇2 +
1

2
mbL

2ψ̇2 sin2 θ

(4.7)
Por otra parte, la enerǵıa cinética rotacional del sistema se obtiene mediante la siguiente
expresión

T2 =
1

2
Jwφ̇

2
l +

1

2
Jwφ̇

2
r +

1

2
Jpθ̇

2 +
1

2
Jψψ̇

2 (4.8)
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donde T2 es normalizada en términos de φ y ψ

ψ = R
w

(φr − φl), ψ̇ = R
w

(φ̇r − φ̇l), ψ̇2 = R2

w2 (φ̇r − φ̇l)2

ψ̇2 = R2

w2 (φ̇2
r − 2φ̇rφ̇l + φ̇2

l ), con 2φ̇rφ̇l = φ̇2
r + φ̇2

l − w2

R2 ψ̇
2

(4.9)

φ = 1
2
(φr + φl), φ̇ = 1

2
(φ̇r + φ̇l), φ̇2 = 1

4
(φ̇r + φ̇l)

2

4φ̇2 = φ̇2
r + 2φ̇rφ̇l + φ̇2

l , con 2φ̇rφ̇l = 4φ̇2 − (φ̇2
r + φ̇2

l )
(4.10)

se sustituye (4.9) dentro de (4.10)

φ̇2
r + φ̇2

l − w2

R2 ψ̇
2 = 4φ̇2 − (φ̇2

r + φ̇2
l )

(φ̇2
r + φ̇2

l ) = w2

2R2 ψ̇
2 + 2φ̇2

(4.11)

reescribiendo a T2 de la siguiente forma, resulta:

T2 =
1

2
Jw(φ̇2

r + φ̇2
l ) +

1

2
Jpθ̇

2 +
1

2
Jψψ̇

2

sustituyendo (4.11) en (4.11) se obtiene lo siguiente

T2 =
1

2
Jw

[
w2

2R2
ψ̇2 + 2φ̇2

]
+

1

2
Jpθ̇

2 +
1

2
Jψψ̇

2

Por lo tanto, la enerǵıa cinética rotacional queda determinada mediante la siguiente expresión

T2 = Jw
w2

4R2
ψ̇2 + Jwφ̇

2 +
1

2
Jpθ̇

2 +
1

2
Jψψ̇

2 (4.12)

La enerǵıa potencial del sistema es representada por la siguiente expresión:

U = mwgR +mwgR +mbg(R + L cos θ) (4.13)

Finalmente, el Lagrangiano del sistema se representa como:

L = T1 + T2 − U

sustituyendo (4.7), (4.12) y (4.13) se obtiene lo siguiente

L = mwR
2φ̇2 +

1

2
mbR

2φ̇2 + Jwφ̇
2 +

1

2
mbL

2θ̇2 +
1

2
Jpθ̇

2 +mbRLφ̇θ̇ cos θ − 2mwgR

−mbg(R + L cos θ) + Jw
w2

4R2
ψ̇2 +

1

2
Jψψ̇

2 +
1

2
mbR

2φ2ψ̇2 +mwR
2φ2ψ̇2 +

mww
2

4
ψ̇2

+mbRLφψ̇
2 sin θ +

1

2
mbL

2ψ̇2 sin2 θ
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agrupando términos, el Lagrangiano se reescribe de la siguiente forma

L =

(
mwR

2 +
1

2
mbR

2 + Jw

)
φ̇2 +

(
1

2
mbL

2 +
1

2
Jp

)
θ̇2

+

(
Jw

w2

4R2
+

1

2
Jψ +

1

2
mbR

2φ2 +mwR
2φ2 +

mww
2

4
+mbRLφ sin θ +

1

2
mbL

2 sin2 θ

)
ψ̇2

+mbRLφ̇θ̇ cos θ − 2mwgR−mbg(R + L cos θ)
(4.14)

Considerando las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange del sistema RMPI determi-
nadas por:

d

dt

(
∂L

∂φ̇

)
− ∂L

∂φ
= Fφ

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= Fθ (4.15)

d

dt

(
∂L

∂ψ̇

)
− ∂L

∂ψ
= Fψ

donde las derivadas parciales y temporales son calculadas como sigue

∂L

∂φ̇
= 2mwR

2φ̇+mbR
2φ̇+mbRLθ̇ cos θ + 2Jwφ̇

d

dt

(
∂L

∂φ̇

)
= 2mwR

2φ̈+mbR
2φ̈+mbRLθ̈ cos θ −mbRLθ̇

2 sin θ + 2Jwφ̈

∂L

∂φ
= 2mwR

2φψ̇2 +mbRLψ̇
2 sin θ +mbRφψ̇

2

(4.16)

∂L

∂θ̇
= mbRLφ̇ cos θ +mbL

2θ̇ + Jpθ̇

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= mbRLφ̈ cos θ −mbRLφ̇θ̇ sin θ +mbL

2θ̈ + Jpθ̈

∂L

∂θ
= −mbRLφ̇θ̇ sin θ +mbRLφψ̇

2 cos θ +mbL
2ψ̇2 sin θ cos θ +mbgL sin θ

(4.17)

∂L

∂ψ̇
=

(
w2

2
mw + 1

2
Jw

w2

R2 + Jψ
+2mwR

2φ2 +mbR
2φ2 + 2mbRLφ sin θ +mbL

2 sin2 θ

)
ψ̇

d

dt

(
∂L

∂ψ̇

)
=

(
w2

2
mw + 1

2
Jw

w2

R2 + Jψ
+2mwR

2φ2 +mbR
2φ2 + 2mbRLφ sin θ +mbL

2 sin2 θ

)
ψ̈

+

(
4mwR

2φφ̇+ 2mbR
2φφ̇+ 2mbRLφ̇ sin θ

+2mbRLφθ̇ cos θ + 2mbL
2θ̇ cos θ sin θ

)
ψ̇

∂L

∂ψ
=0

(4.18)
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Sustituyendo las expresiones dadas de (4.16) a (4.18) en (4.15) se obtiene las ecuaciones
dinámicas del sistema RMPI

Fφ =
(
(2mw +mb)R

2 + 2Jw
)
φ̈+mbRL cos θθ̈ −mbRL sin θθ̇2

−
(
(2mw +mb)R

2φ+mbRL sin θ
)
ψ̇2

Fθ = mbRL cos θφ̈+
(
mbL

2 + Jp
)
θ̈ −

(
mbRLφ+mbL

2 sin θ
)
ψ̇2 cos θ −mbgL sin θ

Fψ =

(
w2

2
mw + 1

2
Jw

w2

R2 + Jψ
+2mwR

2φ2 +mbR
2φ2 + 2mbRLφ sin θ +mbL

2 sin2 θ

)
ψ̈

+ 2

(
2mwR

2φφ̇+mbR
2φφ̇+mbRLφ̇ sin θ

+mbRLφθ̇ cos θ +mbL
2θ̇ cos θ sin θ

)
ψ̇

(4.19)

Debido a que se utilizarán motores de corriente directa para mover las ruedas del robot
móvil, la dinámica de los motores se incluye en el modelo. De esta manera, las fuerzas dadas
por cada motor son dadas por:

Fl = ktil − Jm(θ̈ − φ̈l)− β(θ̇ − φ̇l)
Fr = ktir − Jm(θ̈ − φ̈r)− β(θ̇ − φ̇r)

donde il,r es la corriente y β es el coeficiente de fricción biscosa del motor de CD. Para
evaluar la relación entre il,r y el voltaje ul,r se usará la ecuación del motor de CD

Lmi̇l,r = ul,r − kb(θ̇ − φ̇l,r)−Rmil,r

donde Lm y Rm es la inductancia y resistencia del motor respectivamente.
Considerando que el valor la inductancia del motor es despreciable, este puede ser aproximado
cero (L→ 0):

il =
ul − kb(θ̇ − φ̇l)

Rm

ir =
ur − kb(θ̇ − φ̇r)

Rm

Fl =
kt
Rm

ul −
ktkb(θ̇ − φ̇l)

Rm

− β(θ̇ − φ̇l)− Jm(θ̈ − φ̈l)

Fr =
kt
Rm

ur −
ktkb(θ̇ − φ̇r)

Rm

− β(θ̇ − φ̇r)− Jm(θ̈ − φ̈r)

o bien

Fl = Ksul − Ts(θ̇ − φ̇l)− Jm(θ̈ − φ̈l)
Fr = Ksur − Ts(θ̇ − φ̇r)− Jm(θ̈ − φ̈r)
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con

Ks = kt
Rm
, Ts = ktkb

Rm
+ β

De lo anterior las fuerzas generalizadas están dadas por

(Fφ, Fθ, Fψ) =

(
1

2
(Fl + Fr),−

1

2
(Fl + Fr),

R

w
(Fr − Fl)

)
de esta manera se tiene lo siguiente

Fφ =
Ks

2
(ul + ur) + Tsθ̇ + Jmθ̈ −

Ts
2

(
φ̇l + φ̇r

)
− Jm

2

(
φ̈l + φ̈r

)
Fθ = −Ks

2
(ul + ur)− Tsθ̇ − Jmθ̈ +

Ts
2

(
φ̇l + φ̇r

)
+
Jm
2

(
φ̈l + φ̈r

)
Fψ =

R

w
(Ks (ur − ul) + Ts

(
φ̇r − φ̇l

)
+ Jm

(
φ̈r − φ̈l

)
)

como se sabe que φ = 1
2
(φr + φl) y ψ = R

w
(φr − φl), entonces se simplifica las fuerzas

anteriormente calculadas

Fφ =
Ks

2
(ul + ur) + Ts

(
θ̇ − φ̇

)
+ Jm

(
θ̈ − φ̈

)
(4.20)

Fθ = −Ks

2
(ul + ur)− Ts

(
θ̇ − φ̇

)
− Jm

(
θ̈ − φ̈

)
(4.21)

Fψ =
R

w
Ks (ur − ul) + Tsψ̇ + Jmψ̈ (4.22)

Se observa que las ecuaciones (4.20) y (4.21) están acopladas por los estados θ y φ. Con-
siderando las fuerzas generalizadas y desacoplando las mismas, el sistema se expresa como
sigue

Fφ =

((2mw +mb)R
2 + 2Jw) φ̈

+mbRL cos θθ̈ −mbRL sin θθ̇2

− ((2mw +mb)R
2φ+mbRL sin θ) ψ̇2

=
Ks

2
(ul + ur) + Ts

(
θ̇ − φ̇

)
+ Jm

(
θ̈ − φ̈

)

Fθ =
mbRL cos θφ̈+ (mbL

2 + Jp) θ̈

− (mbRLφ+mbL
2 sin θ) ψ̇2 cos θ

−mbgL sin θ

= −Ks

2
(ul + ur)− Ts

(
θ̇ − φ̇

)
− Jm

(
θ̈ − φ̈

)

Fψ =

(
w2

2
mw + 1

2
Jw

w2

R2 + Jψ + 2mwR
2φ2

+mbR
2φ2 + 2mbRLφ sin θ +mbL

2 sin2 θ

)
ψ̈

+2

(
2mwR

2φφ̇+mbR
2φφ̇+mbRLφ̇ sin θ

+mbRLφθ̇ cos θ +mbL
2θ̇ cos θ sin θ

)
ψ̇

=
R

w
Ks (ur − ul) + Tsψ̇ + Jmψ̈
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Reescribiendo el sistema anterior en forma matricial se obtiene el modelo no lineal del sistema
RMPI como M̄ α 0

α Ī 0
0 0 J̄ + (2mw +mb)R

2φ2 + 2mbRLθ sin θ +mbL
2 sin2 θ

 φ̈

θ̈

ψ̈

 =


Ks
2

(ul + ur) + Ts

(
θ̇ − φ̇

)
+ ((2mw +mb)R

2φ+mbRL sin θ) ψ̇2 +mbRL sin θθ̇2

−Ks
2

(ul + ur)− Ts
(
θ̇ − φ̇

)
+ (mbRLφ+mbL

2 sin θ) ψ̇2 cos θ +mbgL sin θ

R
w
Ks (ur − ul) + Tsψ̇ − 2

(
(2mw +mb)R

2φφ̇+mbRLφ̇ sin θ

+mbRLθθ̇ cos θ +mbL
2θ̇ cos θ sin θ

)
ψ̇


(4.23)

donde
M̄ = (2mw +mb)R

2 + 2Jw + Jm Ī = mbL
2 + Jp + Jm

J̄ = w2

4
mw + w2

2R2Jw + Jψ − Jm α = (mbRL cos θ − Jm)

Puesto que el sistema presenta la caracteŕıstica de ser controlable más no involutivo, esto
significa que el sistema no puede ser linealizable en forma exacta. Por tanto nosotros tenemos
que recurrir a una linealización aproximada de este modelo no lineal y aśı poder cumplir con
los objetivos de control.

Siguiendo con el procedimiento se linealiza el modelo no lineal dado en 4.23 en los si-
guientes puntos de equilibrio utilizados para obtener el modelo linealizado del robot RMPI
es:

θ ≈ 0 (sin θ ≈ θ, cos θ ≈ 1)

De ah́ı, se obtiene el siguiente modelo dinámico lineal: M̄ (mbRL− Jm) 0
(mbRL− Jm) Ī 0

0 0 J̄


︸ ︷︷ ︸

Λ

 φ̈

θ̈

ψ̈


︸ ︷︷ ︸

χ

=


Ks
2

(ul + ur) + Ts

(
θ̇ − φ̇

)
−Ks

2
(ul + ur)− Ts

(
θ̇ − φ̇

)
+mbgLθ

R
w
Ks (ur − ul) + Tsψ̇


︸ ︷︷ ︸

Υ

Puesto que la matriz Λ es definida positiva, el sistema anterior se escribe en la forma(
φ̈

θ̈

)
︸ ︷︷ ︸

χ

= Λ−1Υ

es decir φ̈

θ̈

ψ̈

 =

 M̄ (mbRL− Jm) 0
(mbRL− Jm) Ī 0

0 0 J̄

−1


Ks
2

(ul + ur) + Ts

(
θ̇ − φ̇

)
−Ks

2
(ul + ur)− Ts

(
θ̇ − φ̇

)
+mbgLθ

R
w
Ks (ur − ul) + Tsψ̇
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 φ̈

θ̈

ψ̈

 =


Ī

M̄ Ī−(mbRL−Jm)2
−LmbR+Jm

M̄Ī−(mbRL−Jm)2
0

−LmbR+Jm
M̄Ī−(mbRL−Jm)2

M̄
M̄Ī−(mbRL−Jm)2

0

0 0 1
J̄




Ks
2

(ul + ur) + Ts

(
θ̇ − φ̇

)
−Ks

2
(ul + ur)− Ts

(
θ̇ − φ̇

)
+mbgLθ

R
w
Ks (ur − ul) + Tsψ̇


 φ̈

θ̈

ψ̈

 =


(

1
2

(Ī−(Jm−LmbR))Ks
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

)
(ul + ur) +

(
(Ī−(Jm−LmbR))Ts
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

)(
θ̇ − φ̇

)
+ (Jm−LmbR)Lmbg

M̄Ī−(LmbR−Jm)2
θ

M̄(Lmbg)

M̄Ī−(LmbR−Jm)2
θ + 1

2

(
((Jm−LmbR)−M̄)Ks
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

)
(ul + ur) +

(
Ts((Jm−LmbR)−M̄)
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

)(
θ̇ − φ̇

)
Ts
J̄
ψ̇ + RKs

wJ̄
(−ul + ur)


escribiendo el sistema en su forma matricial se obtiene lo siguiente

φ̇

φ̈

θ̇

θ̈

ψ̇

ψ̈


=



0 1 0 0 0 0

0 −(Ī−(Jm−LmbR))Ts
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

(Jm−LmbR)Lmbg

M̄Ī−(LmbR−Jm)2
(Ī−(Jm−LmbR))Ts
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

0 0

0 0 0 1 0 0

0 −Ts((Jm−LmbR)−M̄)
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

M̄(Lmbg)

M̄Ī−(LmbR−Jm)2
Ts((Jm−LmbR)−M̄)
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

0 0

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 Ts

J̄





φ

φ̇
θ

θ̇
ψ

ψ̇



+



0 0

1
2

(Ī−(Jm−LmbR))Ks
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

1
2

(Ī−(Jm−LmbR))Ks
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

0 0

1
2

((Jm−LmbR)−M̄)Ks
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

1
2

((Jm−LmbR)−M̄)Ks
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

0 0
−RKs

wJ̄
RKs
wJ̄


[
ul
ur

]

(4.24)
A partir de este sistema multivariable linealizado se podrá obtener las salidas planas del
sistema, y dejar a cada uno de los robots en una cadenas de integradores, necesario para
implementar los protocolos de consenso y formación.

4.2. Diseño del control para el RMPI

En esta sección, se muestra el diseño del control para el autobalanceo y desplazamiento
del sistema RMPI. Considere un RMPI como el que se muestra en la Figura 4.1, el cual usa
dos motores de corriente directa (CD) acoplados a neumáticos con capaz de desplazarse en el
plano de manera autónoma, descrito mediante la ecuación dinámica no lineal multivariable
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dada en (4.23). El cual es un sistema no holonómico, subactuado y no cumple con la pro-
piedad de involutividad, por lo tanto el sistema no es diferencialmente plano, aunque si es
controlable. Sin embargo, para tener un mejor tratamiento del modelo dinámico del robot,
se recurre a una linealización aproximada al rededor de un punto de equilibrio del modelo
no lineal. Con ello, se logra el objetivo del control propuesto en este trabajo.

De esta manera, se selecciona las variables de estado de la posición angular de las ruedas
x1, velocidad angular de las ruedas x2, posición angular del péndulo x3, velocidad angular
del péndulo x4, posición angular de la rotación del veh́ıculo x5 y velocidad angular de la
rotación del RMPI x6, y de ah́ı se define el vector de estados como x = (x1 x2 x3 x4 x5 x6)T

con un vector de entrada de control u = (ul ur)
T y considerando que el RMPI funcionará

cerca de la posición angular de equilibrio x3 = θ ≈ 0, y con velocidad angular cercana a
cero, i.e. x4 = θ̇ ≈ 0. Por tanto el sistema se escribe en su forma t́ıpica lineal de un sistema
LTI (Linear Time-Invariant, en inglés) multivariable de la siguiente forma

ẋ = Ax+Bu (4.25)

x ∈ Rn, u ∈ Rm, A ∈ Rn×n, B ∈ Rm×n

con n = 6 y m = 2

A =


0 1 0 0 0 0
0 −a1 a2 a1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 −a3 a4 a3 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 a5

 ; B =


0 0
b1 b1

0 0
b2 b2

0 0
−b3 b3

 ; u =

[
ul
ur

]

a1 =
(Ī−(Jm−LmbR))Ts
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

a2 = (Jm−LmbR)Lmbg

M̄Ī−(LmbR−Jm)2
a3 =

Ts((Jm−LmbR)−M̄)
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

a4 = M̄(Lmbg)

M̄Ī−(LmbR−Jm)2
a5 = Ts

J̄

b1 = 1
2

(Ī−(Jm−LmbR))Ks
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

b2 =
((Jm−LmbR)−M̄)Ks
M̄Ī−(LmbR−Jm)2

b3 = RKs
wJ̄

Ks = kt
Rm

Ts = ktkb
Rm

+ β

El sistema lineal dado en (4.25) se utilizará para calcular cada uno de los controladores
del sistema multi-RMPI.
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4.2.1. Modelo Linealizado del sistema RMPI representado me-
diante la salida plana.

Considerando el sistema linealizado (4.25) y con los conceptos presentados en la sección
2.3.2 se parametriza al sistema linealizado mediante la salida plana. Observe que la matriz
B es de rango completo (m = 2) y esta está constituido por los vectores columna B = [B1

B2]. Si el sistema es controlable esto implica que la matriz de controlabilidad dada por

Kc =
(
B AB A2B A3B A4B A5B

)
(4.26)

es de rango completo n (ver [96]). En este caso particular, la matriz de controlabilidad Kc
es efectivamente de rango completo n = 6. Lo anterior indica que el sistema es controlable,
y por consiguiente, plano. La controlabilidad del sistema permite extraer los vectores para
construir la matriz C de rango completo de dimensión 6×6, desde la matriz de controlabilidad
de Kalman dada en (4.26)

C =
(
B1 AB1 ... Aγ1−1B1 B2 AB2 ... Aγ2−1B2

)
con γ1 y γ2 siendo los ı́ndices de Kronecker del sistema, los cuales deben satisfacer:

∑
i=1,2 γi =

6. Considerando lo presentado en la sección 2.3.2, se obtiene n columnas independientes para
formar la matriz C considerando a γ1 = 4 y γ2 = 2 para obtener la matriz C de la siguiente
manera

C =
(
B1 AB1 A2B1 A3B1 B2 AB2

)
(4.27)

denotando los vectores fila de dimensión n como φj para j = 1, 2, de la siguiente forma

φj =
[

0 ... 1 0 ... 0
]

con 1 en la posición (
∑j

i=1 γi) y 0 en caso contrario, esto es[
φ1

φ2

]
=

[
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1

]
Bajo la suposición anterior, las salidas planas se obtienen mediante la siguiente ecuación

F =

[
φ1

φ2

]
C−1x (4.28)

Dado que la matriz (4.27), la cual es de rango completo (n = 6). Por lo tanto, a través de la
ecuación (4.28) se obtiene las salidas planas del sistema

F =

[
F1

F2

]
=

[
k1x1 + k2x2 + k3x3 + k4x4

k5x1 + k6x2 + k7x3 + k8x4 + k9x5

]
(4.29)
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Calculando las derivadas con respecto al tiempo de la salida plana F , se obtiene lo siguiente

Ḟ = Cẋ = CAx+ CBu = CAx

F̈ = Cẍ = CAẋ = CA2x+ CABu

F (3) = Cx(3) = CA2ẋ = CA3x+ CA2Bu

F (4) = Cx(4) = CA3ẋ = CA4x+ CA3Bu

Del sistema (4.25), se calcula la parametrización diferencial del sistema en términos del
vector F = [F1 F2]T , de tal manera que el sistema se representa por el siguiente conjunto de
derivadas sucesivas del vector F

Ḟ1 = c1x2 + c2x3 + c3x4

F̈1 = c4x2 + c5x3 + c6x4

F
(3)
1 = c7x2 + c8x3 + c9x4

F
(4)
1 = c10x2 + c11x3 + c12x4 + ul + ur
Ḟ2 = c13x2 + c14x3 + c15x4 + c16x6

F̈2 = c17x2 + c18x3 + c19x4 + ur

(4.30)

Mientras que las entradas de control del RMPI se expresan de la siguiente forma

ur = ūr − c17x2 − c18x3 − c19x4

ul = ūl − c10x2 − c11x3 − c12x4 − ur
(4.31)

donde las derivadas de más alto orden se remplazan por las siguientes variables

ūr = F̈2; ūl =
....
F 1

por tanto, realizando un cambio de variable del vector de estado de la primera y segunda
salida plana de la siguiente forma: [F1 Ḟ1 F̈1

...
F 1] = [z1 z2 z3 z4] y [F2 Ḟ2] = [ξ1 ξ2], el sistema

(4.30)-(4.31) se reescribe mediante la siguiente parametrización diferencial de la forma:

ż1 = z2

ż2 = z3

ż3 = z4

ż4 = ūl
ξ̇1 = ξ2

ξ̇2 = ūr

(4.32)

de tal manera que el sistema general que representa al modelo dinámico linealizado del RMPI
se representa de la siguiente manera

ż = Āzz + B̄zūl
ξ̇ = Āξξ + B̄ξūr

(4.33)
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z ∈ R4, ūl ∈ R, Āz ∈ R4×4, B̄z ∈ R4×1

ξ ∈ R2, ūr ∈ R, Āξ ∈ R2×2, B̄ξ ∈ R2×1

con

Āz =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ; B̄z =


0
0
0
1

 ;

Āξ =

(
0 1
0 0

)
; B̄ξ =

(
0
1

)
Para conseguir la convergencia de F a una referencia deseada F ∗, se propone un control
virtual o auxiliar basado en la planitud de la siguiente forma

ūr = − λ1(Ḟ2 − Ḟ ∗2 )− λ0(F2 − F ∗2 )

ūl = − κ3(
...
F1 −

...
F ∗1 )− κ2(F̈1 − F̈ ∗1 )

−κ1(Ḟ1 − Ḟ ∗1 )− κ0(F1 − F ∗1 )

(4.34)

donde el conjunto de coeficientes κ y λ se calculan mediante los siguientes polinomios Hurt-
witz

s2 + λ1s+ λ0

s4 + κ3s
3 + κ2s

2 + κ1s+ κ0

4.2.2. Resultados de Simulación

En base a lo anteriormente mencionado, se realizaron pruebas a nivel simulación de un
RMPI con los parámetros dados en la Tabla 4.1. El objetivo del control en esta simulación es
realizar un desplazamiento total dado por la referencia x∗1 del RMPI con un ángulo de giro
deseado x∗5, y que a su vez se consiga el equilibrio del péndulo en la referencia deseada x∗3.
Las condiciones iniciales del RMPI se definen como: xinit = (0.092 0 −0.2 0.7854 0 0)T . La
Figura 4.2 muestra el comportamiento de los estados x1,x3 y x5 del RMPI. Se observa, que
el robot avanza al origen y se mantiene en una postura erguida, y después sigue referencias
distintas cada 5 s. En el segundo t = 23, se aplica una perturbación en el péndulo del robot,
como se observa en la Figura 4.4. Lo anterior indica que el sistema RMPI no sólo avanza y
gira a los valores deseados, si no que también respeta la postura erguida que debe conservar
el RMPI.
El recorrido en las coordenadas x y y del robot se presenta en la Figura 4.3, donde se observa
que el sistema inicia en un punto diferente al origen y llega a las referencias deseadas, aún
con la presencia de una perturbación. En la parte superior de la Figura 4.4 se muestra el
comportamiento de los controladores aplicados a cada uno de los motores, y la robustez
al ser sometidos a una perturbación. Para observar el desplazamiento en el plano x, y del
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Figura 4.2: Respuesta de los estados x1,x3,x5.
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Figura 4.6: Grafo dirigido.

RMPI, se presenta una vista superior en la Figura 4.5. En esta figura se observa el recorrido
realizado por el robot.

4.3. Control de múltiples RMPI

En esta sección se muestra el algoritmo de control de consenso de múltiples Robot Móvil
tipo Péndulo invertido (RMPI), basado en los conceptos de planitud diferencial presentados
en la sección anterior. La idea principal es que los robots realicen una formación en el plano
(x, y), y a la vez conserven su postura, el avance y el ángulo de giro ciertas referencias con
respecto a un ĺıder virtual para la realización de una formación preestablecida. En este tra-
bajo se considera que el RMPI ĺıder es un exo-sistema que genera las señales de referencias
deseadas, el cual es autónomo y no es afectado por ningún RMPI seguidor. Se presenta tam-
bién, la función de evento que determina el instante en que el i-ésimo RMPI debe transmitir
su estado al j-ésimo RMPI con j ∈ Ni.

Considere un conjunto de RMPI donde la dinámica de cada agente se representa por la
ecuación (4.32), y donde la comunicación entre los agentes esta determinada mediante un
grafo dirigido y fuertemente conectado (ver Figura 4.6), el cual cuenta con un nodo ĺıder
(RMPI0). Entonces el sistema multi-RMPI se representa por:

żi = Āzzi + B̄zūl,i
ξ̇i = Āξξi + B̄ξūr,i

(4.35)
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donde i = 1, ..., N , siendo N el número de agentes en el grafo, y el RMPI0 se define como el
agente ĺıder, y se simplifica la terminoloǵıa considerando a zi = [z1,i z2,i z3,i z4,i]

T y ξi = [ξ1,i

ξ2,i]
T . Se observa en la ecuación (4.35), que cada agente tiene la forma de un integrador

desacoplado de segundo orden. De esta manera, se introduce el concepto de protocolo de
consenso promedio dado por las siguientes expresiones:

ūl,i = K
∑
j∈Ni

[(zj − zi) + gi(z0 − zi)]

ūr,i = K
∑
j∈Ni

[(ξj − ξi) + gi(ξ0 − ξi)] (4.36)

Para realizar una formación en el plano (x, y) es necesario considerar la relación de posiciones
que se deben de conservar entre los agentes para realizar la formación. De lo anterior el
protocolo de consenso se determinada de la siguiente manera

ūl,i = K
∑

j∈Ni

[ [
(zj − zj) + z∆i

j

]
+ gi

[
(z0 − zi) + z∆i

0

] ]
ūr,i = K

∑
j∈Ni

[ [
(ξj − ξi) + ξ∆i

j

]
+ gi

[
(ξ0 − ξi) + ξ∆i

j
)
] ] (4.37)

Donde z∆i
j

y ξ∆i
j

representan las distancias deseadas entre los robots i y j (∆xij, ∆yij)

calculadas a partir de la salida plana (ver Figura 4.7), establecidas para la realización de la
formación de los robots. Note que puesto que el protocolo de consenso se encuentra en el
mapeo coordenado de la salida plana, tanto los estados deseados como las variables de la
formación, se deben encontrar en el mismo mapeo.

Figura 4.7: Relaciones de las distancias entre agentes.
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Dichas referencias se encuentran programadas en cada RMPI, es decir, no se transmiten
entre los agentes. Si el agente i se comunica con el ĺıder, se dice que existe un peso gi > 0.

4.3.1. Consenso de Múltiples RMPI basado en planitud diferen-
cial en el plano y comunicación basada en eventos

En la sección anterior se aborda el problema de consenso y formación de un grupo de
RMPI con una metodoloǵıa ĺıder virtual mediante una comunicación entre agentes de manera
continua y la incorporación de las propiedades de planitud diferencial en los sistemas mul-
tiagentes. Sin embargo en sistemas donde la comunicación se realiza de manera inalámbri-
ca existen restricciones energéticas lo cual representa un gran desafió. Una comunicación
disparada por eventos reduce el consumo energético en la transmisión de datos enviando
solamente cuando es necesario. Para conseguir esto, existe una función de evento que toma
como entrada el valor actual del agente i (zi, ξi), y memorias m1,i y m2,i de los estado zi y
ξi, respectivamente, de la última vez que ocurrió un evento.

La función de evento incorpora todos los errores de cada uno de los estados del sistema,
un umbral de activación y las memorias de los estados, se describen como

ei (zi, ξi,m1,i,m2,i) = ez1,i ∧ ez2,i ∧ ez3,i ∧ ez4,i ∧ eξ1,i ∧ eξ2,i (4.38)

donde ezs1 ,i =
∣∣ēzs1 ,i∣∣− δ y eξs2 ,i =

∣∣ēξs2 ,i∣∣− δ con ēzs1 ,i = m1s1,i− zs1,i y ēξs2 ,i = m2s2,i− ξs2,i,
δ ∈ R+ el umbral de activación de la función de evento, i ∈ V , s1 = {1, 2, 3, 4} y s2 = {1, 2}.
Entonces la función de control distribuido (4.37) se representa mediante las memorias m1,i,
m2,i de los estados zi, ξi de la siguiente forma

ūl,i = K
∑

j∈Ni

[ [
(m1,j −m1,i) + z∆i

j

]
+ gi

[
(z0 −m1,i) + z∆i

0

] ]
ūr,i = K

∑
j∈Ni

[ [
(m2,j −m2,i) + ξ∆i

j

]
+ gi

[
(ξ0 −m2,i) + ξ∆i

0
)
] ] (4.39)

La prueba de estabilidad del sistema se muestra a continuación.
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4.3.2. Prueba de Estabilidad: Comunicación disparada por even-
tos

Considere un conjunto de RMPI con una topoloǵıa de comunicación representada me-
diante un grafo dirigido y fuertemente conectado y teniendo un nodo como ĺıder (ver Figura
4.6). La dinámica de cada agente está parametrizada mediante la salida plana (zi, ξi) mos-
trada en (4.33). Los RMPI seguidores tienen una estructura dinámica general de la siguiente
forma

Żi = AzξZi +Bzξūi (4.40)

y la dinámica del ĺıder se considera como un exo-sistema de la siguiente forma

Ż0 = AzξZ0 (4.41)

con

Azξ =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 ; Bzξ =


0 0
0 0
0 0
1 0
0 0
0 1



Zi =


z1,i

z2,i

z3,i

z4,i

ξ1,i

ξ2,i

 ; ūi =

[
ūl,i
ūr,i

]
(4.42)

donde ūl,i y ūr,i representan el protocolo de consenso entre los agentes el cual será presentado
en el siguiente Teorema

Teorema 3 Considere un nodo ĺıder y un grupo de N−veh́ıculos RMPI representados por
(4.41) y (4.40), respectivamente, los cuales interactúan bajo el grafo fuertemente conectado
y dirigido G. Si existe comunicación entre el i-esimo RMPI y el ĺıder, entonces existe un
peso gi > 0 y el grafo aumentado que contiene al ĺıder se denota por Ḡ. Entonces la función
de control distribuido está definida por

ūl,i = K
∑
j∈Ni

[ [
(m1,j −m1,i) + z∆i

j

]
+ gi

[
(z0 −m1,i) + z∆i

0

] ]
ūr,i = K

∑
j∈Ni

[ [
(m2,j −m2,i) + ξ∆i

j

]
+ gi

[
(ξ0 −m2,i) + ξ∆i

0
)
] ]
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y K = ρB̄TP . Siendo P la solución de la ecuación de Riccati

ĀTzξP + PĀzξ − 2ρPB̄zξB̄
T
zξP = −Q

donde, la función de evento planteada se describe como

ei (zi, ξi,m1,i,m2,i) = ez1,i ∧ ez2,i ∧ ez3,i ∧ ez4,i ∧ eξ1,i ∧ eξ2,i

donde ezs1 ,i =
∣∣ēzs1 ,i∣∣− δ y eξs2 ,i =

∣∣ēξs2 ,i∣∣− δ con ēzs1 ,i = m1s1,i− zs1,i y ēξs2 ,i = m2s2,i− ξs2,i,
δ ∈ R+ el umbral de activación de la función de evento, i ∈ V, s1 = {1, 2, 3, 4} y s2 = {1, 2}.
Entonces, el vector de estado general Zi = [z1,i z2,i z3,i z4,i ξ1,i ξ2,i]

T tiende a una vecindad
del estado del ĺıder Z0 = [z1,0 z2,i z3,0 z4,0 ξ1,0 ξ2,0]T , esto es

‖εZ(t)‖ ≤
αδ
√

6N
∥∥∥B̃zξ

∥∥∥
λ
Ãzξ
1

(4.43)

donde εZ = (εZ,1, εZ,2, ..., εZ,N)T . Con εZ,i = Zi − Z0, λ
Ãzξ
1 = λmı́n(Ãzξ) siendo Ãzξ = IN ⊗

Āzξ − B̃zξ, α = ‖R‖
∥∥RT

∥∥, y R una matriz que diagonaliza a Ãzξ y B̃zξ = −H ⊗ B̄zξK,
donde H = L+G, y G = diag(g1, g2, ..., gN).

Lo anterior indica que la función de evento (4.38) depende de los estados actuales zi, ξi y
de las memorias m1,i, m2,i generadas de la última vez que existió comunicación. Cuando
la función de evento (4.38) se cumple, el estado del agente i (zi, ξi) que se transmite a los
agentes con los que se tiene comunicación y se guarda como memoriasm1,i,m2,i y los controles
(ul,i, ur,i) se definiden en (4.39), los cuales son calculados con los datos actualizados. En caso
contrario, los estados (zi, ξi) no se transmiten, las memorias no se actualizan y el control se
calcula con las memorias guardadas de la última vez que ocurrió el evento.

Prueba 2 Sea el control de consenso de múltiples RMPI determinado por las memorias
Mi = [m11,i m12,i m13,i m14,i m21,i m22,i]

T del estado Zi = [z1,i z2,i z3,i z4,i ξ1,i ξ2,i]
T , y de la

última vez que ocurrió un evento, se reescribe (4.39) en una estructura general de la forma

ūi = K
∑
j∈Ni

[[
(Mj −Mi) + Z∆i

j

]
+ gi

[
(Z0 −Mi) + Z∆i

0

]]
definiendo el error de la memoria con respecto al estado ēZ,i = Mi−Zi o bien, Mi = ēZ,i+Zi
y el error del estado con respecto a la referencia Z0 como εZ,i = Zi − Z0. Considerando que
las referencias de formación deseadas no son trasmitidas, el control se escribe

ūi = K
∑
j∈Ni

[
[(Zj − Zi) + (ēZ,j − ēZ,i)]

+gi(Z0 − Zi)− giēZ,i

]
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considerando

ūi = K
∑
j∈Ni

[
(Zj − Z0)− (Zi − Z0) + (ēZ,j − ēZ,i)

+gi(Z0 − Zi)− giēZ,i

]
en términos de εZ,i

ūi = K
∑
j∈Ni

[(εZ,j − εZ,i) + (ēZ,j − ēZ,i)− giεZ,i − giēZ,i]

Recuerde que el objetivo es que ĺım
t→∞
‖Zi − Z0‖︸ ︷︷ ︸

εZ,i

= 0 o al menos converjan a una vecindad

cercana del origen, entonces la dinámica del error está dada como:

ε̇Z,i = Żi − Ż0 = ĀzξZi + B̄zξūi − ĀzξZ0

= Āzξ (Zi − Z0) + B̄zξūi

ε̇Z,i = ĀzξεZ,i + B̄zξūi

aśı que la dinámica del error en lazo cerrado se escribe como

ε̇Z,i = ĀzξεZ,i + B̄zξ

(
K
∑
j∈Ni

[
(εZ,j − εZ,i) + (ēZ,j − ēZ,i)

−giεZ,i − giēZ,i

])

ε̇Z,i =

ĀzξεZ,i + B̄zξK
∑

j∈Ni (εZ,j − εZ,i)
+B̄zξK

∑
j∈Ni(ēZ,j − ēZ,i)

−B̄zξK
∑

j∈Ni giεZ,i
−B̄zξK

∑
j∈Ni giēZ,i

definiendo εZ = [εZ,1 εZ,2 ... εZ,N ]T , ēZ = [ēZ,1 ēZ,2 ... ēZ,N ]T , G = diag[g1, g2, ..., gN ] se
escribe el sistema multi-agente de la siguiente manera

ε̇Z = (IN ⊗ Āzξ)εZ − (IN ⊗ B̄zξ)(L ⊗ IN)(IN ⊗K)εZ

−(IN ⊗ B̄zξ)(G⊗ IN)(IN ⊗K)εZ

−(IN ⊗ B̄zξ)(L ⊗ IN)(IN ⊗K)ēZ

−(IN ⊗ B̄zξ)(G⊗ IN)(IN ⊗K)ēZ

ε̇Z =
[
IN ⊗ Āzξ − (L+G)⊗ B̄zξK

]
εZ

+
[
− (L+G)⊗ B̄zξK

]
ēZ

ε̇Z =

(IN ⊗ Āzξ)−H ⊗ B̄zξK︸ ︷︷ ︸
Ãzξ

 εZ +

−H ⊗ B̄zξK︸ ︷︷ ︸
B̃zξ

 ēZ (4.44)

donde ⊗ representa el producto de Kronecker.
Observación 1: La matriz H = L + G corresponde al grafo Ḡ y tiene las siguientes pro-
piedades (ver [33]):
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H contiene valores propios positivos

H es definida positiva

Observación 2: En este trabajo se asume que el grafo Ḡ está fuertemente conectado, es
decir, existe un camino entre cada par de vértices.
Se asume primero que ēZ = 0, y se prueba que el sistema ε̇Z = ÃzεZ es asintóticamente
estable. Para esto se propone la siguiente función candidata de Lyapunov

V (εZ) = εTZ(IN ⊗ P )εZ

cuya derivada a lo largo de las trayectorias es

V̇ (εZ) = εTZ(IN ⊗ P )ε̇Z + ε̇TZ(IN ⊗ P )εZ

= εTZ

[
(IN ⊗ P )

(
IN ⊗ Āzξ −H ⊗ B̄zξK

)
+
(
IN ⊗ ĀTzξ −H ⊗KT B̄T

zξ

)
(IN ⊗ P )

]
εZ

= εTZ

[
(IN ⊗ P )

(
IN ⊗ Āzξ −H ⊗ B̄zξK

)
+
(
IN ⊗ ĀTzξ −H ⊗KT B̄T

zξ

)
(IN ⊗ P )

]
εZ

= εTZ


(IN ⊗ P )

(
IN ⊗ Āzξ

)
+
(
IN ⊗ ĀTzξ

)
(IN ⊗ P )

−(IN ⊗ P )
(
H ⊗ B̄zξK

)
−
(
H ⊗KT B̄T

zξ

)
(IN ⊗ P )

 εZ
= εTZ

 (IN ⊗
(
PĀzξ

)
+ IN ⊗

(
ĀTzξP

)
−
(
INH ⊗ PB̄zξK

)
−
(
HIN ⊗KT B̄T

zξP
)

 εZ
= εTZ

[
(IN ⊗

(
PĀzξ + ĀTzξP

)
−
(
H ⊗

(
PB̄zξK +KT B̄T

zξP
)) ] εZ

V̇ (εZ) = εTZ

[
(IN ⊗

(
PĀzξ + ĀTzξP

)
−
(
H ⊗

(
2PB̄zξB̄

T
zξP
)) ] εZ

puesto que H es simétrica, existe una matriz T ∈ RNxN tal que THT T = Λ := diag (λ1, ..., λN)
donde λ1, ..., λN son los valores propios de H, los cuales por la observación 1 son positivos.

Considerando qu ε̃Z = (T ⊗ IN)εZ

V̇ (εZ) = ε̃TZ
[(
IN ⊗

(
PĀzξ + ĀTzξP

))
− Λ⊗

(
2PB̄zξB̄

T
zξP
)]
ε̃Z

=
N∑
i=1

ε̃TZ,i
[
PĀzξ + ĀTzξP − λi

(
2PB̄zξB̄

T
zξP
)]
ε̃Z,i
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V̇ (εZ) ≤
N∑
i=1

ε̃TZ,i

PĀzξ + ĀTzξP − ρ
(
2PB̄zξB̄

T
zξP
)︸ ︷︷ ︸

−QZ

 ε̃Z,i
≤ −

N∑
i=1

ε̃TZ,iQz ε̃Z,i

≤ −
N∑
i=1

εTZ,i(IN ⊗ T T )QZ(T ⊗ IN)︸ ︷︷ ︸
Q̄Z

εZ,i

≤ −
N∑
i=1

εTZ,iQ̄ZεZ,i < 0 ∀ εZ,i 6= 0

=⇒ Āzξ es Hurwitz y εZ,i → 0 cuando ēZ = 0 y t→∞.

Ahora, se considera el caso general donde ēZ 6= 0 y se asume que el valor propio más

pequeño de Ãzξ es ρ = λ
Ãzξ
1 , entonces

ε̇Z = ÃzξεZ + B̃zξēZ

la solución de esta ecuación es

εZ(t) = eÃzξtεZ (0) +

∫ t

0

eÃzξ(t−τ)B̃zξēZ (τ) dτ

‖εZ (t)‖ ≤
∥∥∥eÃzξtεZ (0)

∥∥∥+

∫ t

0

∥∥∥eÃzξ(t−τ)B̃zξēZ (τ) dτ
∥∥∥

considerando λ
Ãzξ
1 = λmı́n

(
Ãzξ

)
, y RÃzξR

T = Φ = diag
(
λ
Ãzξ
1 , ..., λ

Ãzξ
N

)
entonces

‖εZ (t)‖ ≤ αe−λ
Ãzξ
1 t ‖εZ (0)‖+ α

∫ t

0

e−λ
Ãzξ
1 (t−τ)

∥∥∥B̃zξēZ (τ)
∥∥∥ dτ

donde

α = ‖R‖
∥∥RT

∥∥
note que

∥∥∥B̃zξēZ

∥∥∥ ≤ ∥∥∥B̃zξ

∥∥∥ ‖ēZ‖, puesto que la condición de evento forza a

‖ēZ‖ =
√

6δ2 + 6δ2 + ...+ 6δ2 = δ
√

6N

con N el numero de agentes en la red y δ el umbral de activación de la función de evento.
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Sustituyendo lo anterior se obtiene que

‖εZ(t)‖ ≤ αe−λ
Ãzξ
1 t ‖εZ (0)‖+ α

∫ t

0

e−λ
Ãzξ
1 (t−τ)δ

√
6N
∥∥∥B̃zξ

∥∥∥ dτ
≤ αe−λ

Ãzξ
1 t ‖εZ (0)‖+ αe−λ

Ãzξ
1 t

∥∥∥B̃zξ

∥∥∥ δ√6N

∫ t

0

eλ
Ãzξ
1 τdτ

≤ αe−λ
Ãzξ
1 t ‖εZ (0)‖

+αe−λ
Ãzξ
1 t

∥∥∥B̃zξ

∥∥∥ δ√6N

eλÃzξ1 t

λ
Ãzξ
1

− 1

λ
Ãzξ
1



‖εZ(t)‖ ≤
αδ
√

6N
∥∥∥B̃zξ

∥∥∥
λ
Ãzξ
1

(4.45)

Entonces el estado de los MRIP Zi(t), tienden a una vecindad de Z0 y se mantienen al menos
a una distancia ‖εZ(t)‖ cuando t→∞.

4.3.3. Implementación de la estrategia de control

La estrategia de control implementada se describe por el diagrama a bloques de la Figura
4.8. Dicho diagrama muestra el esquema general del control propuesto para cada agente i. El
primer bloque (pintado en color gris) representa el modelo dinámico del robot móvil i, con la
entrada el vector de entrada de control ui = [ul,i ur,i]

T (4.31) y el vector de estado del sistema
representado por xi = [x1,i x2,i x3,i x4,i x5,i x6,i]

T . Estas variables de estado xi se transforman
al marco de referencia plano, es decir, zi = [z1,i z2,i z3,i z4,i]

T y ξi = [ξ1,i ξ2,i]
T mediante el

segundo bloque (verde). Este bloque recibe la señal de control interno ūi = [ūr,i ūl,i]
T el

cual se determina por el algoritmo de consenso y env́ıa la señal correspondiente de control
ui al robot para regular la postura, desplazamientos y los ángulos de giro de los RMPI. El
tercer bloque (pintado de color naranja) contiene la función de evento (4.38) que determina
cuando el estado zi, ξi debe actualizar a m1,i, m2,i, respectivamente, éste se retroalimenta, y
se env́ıa al algoritmo de consenso (bloque azul). Este último bloque contiene el control de
consenso del robot i descrito en (4.39), el cual involucra a los agentes j con los que existe
comunicación.
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Figura 4.8: Diagrama general del agente i.

4.3.4. Resultados a nivel Simulación

Se realizaron simulaciones numéricas en el ambiente de Matlab/Simulink, la cual se mues-
tra en la Figura 4.9. En esta figura se muestra los 5 sistemas RMPI, el bloque que a través
de la salida plana parámetriza al sistema, un bloque que contiene el protocolo de consenso
determinado por (4.37) y un bloque que parámetriza la señales de formación deseada. En la
parte inferior se observa que los bloques de la función de evento que determina cuando se
transmite la información a otro agente. En las pruebas se consideraron los parámetros dados
en la Tabla 4.1 y con condiciones iniciales dadas por la Tabla 4.2. El objetivo del control es
realizar una formación deseada en el plano que a su vez consiga mantener el equilibrio de los
péndulos de cada uno de los RMPI.

(x1, x2, x3, x4, x5, x6)T

RMPI1 (0.8544 0 −0.150 0 1.212 0)T

RMPI2 (0.8544 0 0.100 0 0.3588 0)T

RMPI3 (0.7280 0 0.150 0 −1.292 0)T

RMPI4 (0.4243 0 0.200 0 −2.356 0)T

RMPI5 (0.8544 0 −0.100 0 2.7828 0)T

Tabla 4.2: Condiciones iniciales de los 5 RMPI.

En la Figura 4.10 se presenta la respuesta en las coordenadas (x, y) de los 5 RMPI
basándose en un esquema ĺıder virtual y con una comunicación basada en eventos. Se ob-
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Figura 4.9: Entorno de simulación utilizado para los 5 RMPI y un ĺıder virtual con comuni-
cación disparada por eventos.
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Figura 4.10: Respuesta de los 5 agentes en las coordenadas x, y con comunicación disparada
por eventos.

serva que los robots inician con diferente ángulo de inclinación, con diferentes posiciones en
el plano. Cabe mencionar que no todos los agentes conocen la señal deseada proporcionada
por el ĺıder, sin embargo todos los móviles llegan al punto deseado respetando las referen-
cias de formación. La Figura 4.11 muestra las respuestas de los estados correspondientes al
desplazamiento lineal total x1, la inclinación del péndulo x3 y el ángulo de rotación x5. Se
observa que estas llegan a las referencias deseadas respetando las distancias relativas entre
ellos para conseguir la formación que a su vez mantienen el control de la postura de los
péndulos de cada uno de los robots. Los eventos realizados por cada uno de los RMPI a
través del tiempo se muestran en la Figura 4.12. Estos eventos indican cuando los RMPI
transmiten su información a los agentes con los que tienen comunicación según la estructura
del grafo. Se observa que cuando existe un cambio de referencia deseada, se exige una mayor
comunicación entre los agentes (t = 0s, t = 5s y t = 10s). Esto es normal, debido a que
debe existir una mayor comunicación en los instantes en que todos los robots están en cons-
tante cambio y van disminuyendo los eventos cuando el sistema se acerca a su estabilidad.
Se observa que los eventos se presentan cuando se cumple la función de evento mostrada en
la sección anterior, por lo que no son generados de manera periódica. Se realizó un conteo
de eventos realizados para esta prueba con un tiempo de muestreo de 1 ms mostrada en
la Figura 4.13. Dicho conteo se determina por las ocasiones en que la función de eventos
existe entre los agentes. Note que el conteo de eventos se incrementa en t = 5 y t = 10,
eso sucede porque la comunicación es necesaria cuando existe un cambio de referencia. Se
observó que en una comunicación ”continua”(o determinada por el tiempo de muestreo) se
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Figura 4.11: Respuesta de los estados x1, x3, x5 de los 5 agentes con comunicación disparada
por eventos.

realizaron 15000 solicitudes de transmisión, mientras que en una topoloǵıa disparada por
eventos, los agentes registraron RMPI1=7000, RMPI2=7000, RMPI3=7000, RMPI4=7000 y
RMPI5=7000 solicitudes de transmisión.

Por último, se muestra el comportamiento en el plano de los 5 RMPI y la formación que
realizan en las 3 referencias deseadas dadas al ĺıder (ver Figura 4.14). Se observa que cada uno
de los RMPI inician en diferentes posiciones y con diferentes posturas (t = 0). Sin embargo,
con el control propuesto los robots realizan una formación respetando la distribución con
respecto al ĺıder.

Análisis Energético de la formación de los RMPI

De manera similar como en el caṕıtulo anterior, se lleva a cabo el análisis de enerǵıa con-
sumida por cada uno de los RMPI, cuando se utiliza una comunicación basada en eventos en
comparación de una transmisión continua o por un tiempo de muestreo establecido (comu-
nicación śıncrona), para la prueba anterior. Considerando nuevamente el uso del dispositivo
ESP8266 en el modo ”Light-Sleep”, el cual consume aproximadamente 170 mA, cuando se
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Figura 4.12: Eventos realizados por cada uno de los agentes.

Figura 4.13: Conteo de los eventos realizados.
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Figura 4.14: Formación realizada por el conjunto de RMPI en el plano (x, y), con comuni-
cación disparada por eventos.

Continuo 140.3 mWh→ 100 % RMPI1 60.36 mWh→ 43.02 %
RMPI2 62.1 mWh→ 44.26 % RMPI3 64.66 mWh→ 46.08 %
RMPI4 66.64 mWh→ 47.49 % RMPI5 65.83 mWh→ 46.92 %

Tabla 4.3: Consumo de Enerǵıa en la etapa de transmisión de datos.

env́ıa información y 0.9 mA cuando no existe envió de datos. Nuevamente se utiliza el vol-
taje de alimentación del dispositivo (3.3 V) y los resultados se muestran en la Figura 4.13,
obteniendo el consumo de enerǵıa en la transmisión de información de cada uno de los RMPI
como se muestra en la Figura 4.15, y el porcentaje de consumo mostrado en la Tabla 4.3.

Se observa que con una comunicación basada en eventos se reduce el uso de enerǵıa en
forma considerable, aumentándose aśı la autonomı́a de los agentes. Sin embargo, a pesar del
ahorro energético el controlador propuesto realiza la formación y controla la postura de los
robots, es decir, no se pierde el objetivo principal del control.
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Figura 4.15: Enerǵıa consumida en la comunicación.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

El presente trabajo de tesis tiene como principal aportación el diseño e implementación
de una estrategia de control basada en la propiedad de planitud diferencial para un sistema
multi-RMPI en conjunto con una comunicación disparada por eventos.

El trabajo se dividió en dos fases, la primera fase consistió en el consenso y estabilización
de múltiples Robots móviles tipo péndulo invertido con la restricción de no poder girar sobre
su propio eje. Lo anterior resultó en que cada RMPI se represente mediante una dinámica de
cuarto orden. La segunda fase consistió en el consenso y formación de un conjunto de RMPI
sin la restricción de girar sobre su propio eje, es decir, el sistema se modeló mediante una
dinámica de sexto orden. Esto implicó una mayor complejidad, de manera que el sistema
no sólo teńıa que encargarse de mantener el péndulo del sistema de manera erguida, sino
además deb́ıa desplazarse en un plano respetando las posiciones y estados de sus vecinos.

Se ha observado en la literatura que el sistema RMPI ha sido estudiado por diversos
investigadores, pocos son los trabajos que se han presentado utilizando la propiedad de pla-
nitud diferencial. Además, a conocimiento del autor, un pequeño numero de investigaciones
han presentado resultados utilizando el modelo dinámico representado mediante un siste-
ma de sexto orden, y donde en ninguno de esos trabajos exploran la propiedad de planitud
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diferencial de dicho sistema, siendo esta una de las aportaciones del trabajo.

Por otro lado, desde el enfoque de control de consenso y formación de sistemas multi-
agentes, no se ha reportado un trabajo donde se introdujeran el esquema de control por
planitud diferencial. Esto es debido a la complejidad del sistema altamente no lineal que
describe al RMPI. Lo planteado en este trabajo, dio como resultado, que partiendo del sis-
tema linealizado y el esquema de planitud diferencial, se puede obtener una parametrización
del modelo en una cadena de integradores de cuarto y sexto orden, según fuera el caso, y la
incorporación de dicho esquema en la teoŕıa de sistemas multi-agentes, generaliza el trabajo
de [74] al caso de sistemas con dinámica lineal.

Ahora bien, utilizando una comunicación basada en eventos en un sistema multi-RMPI
mediante una topoloǵıa expresada por grafos dirigidos y un control basado en planitud
diferencial para cada RMPI bajo un esquema ĺıder-seguidor, se resuelve el problema de
consenso y formación reduciendo de manera considerable el consumo de enerǵıa en la etapa
de comunicación. Lo anterior proporciona una mayor autonomı́a para cada uno de los agentes.

Se realizó un prototipo experimental mediante diseño CAD y el uso de impresión 3D, con
la finalidad de obtener replicas del RMPI con parámetros similares y que puedan ensamblarse
rápidamente. Dicho prototipo servirá para futuras pruebas tanto del control del balanceo
como para el control de consenso y formación. La tarjeta de desarrollo utilizado es de bajo
costo, la cual contiene soporte en el software MATLAB/Simulik, permitió implementar la
ley de control propuesto para el balanceo, desplazamiento consenso y formación.

5.2. Trabajo Futuro

Este trabajo de investigación es un preámbulo para desarrollar trabajos futuros experi-
mentales bajo un esquema de planitud diferencial y una comunicación basada en eventos para
la formación de diversos sistemas robóticos, con una dinámica simple o compleja. Alguno de
los trabajos futuros a considerar se muestran a continuación

Realizar de forma experimental el control de formación en el plano (x, y), considerando
el esquema presentado en el caṕıtulo 4.

Realizar el control del sistema multi-agente basado en planitud diferencial utilizando
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observadores de orden extendido para la estimación de la dinámica no conocida del
RMPI y para la estimación de perturbaciones.

Realizar un esquema multiagente considerando diferente tipos de robots y analizarlos
desde el enfoque de planitud diferencial planteado en este trabajo.

Extender el trabajo presentado a un entorno no controlado, es decir, pruebas al aire
libre, apoyándose de sistemas GPS para la ubicación de los robots.



106 CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO



Bibliograf́ıa

[1] A. O. Baturone, Robótica: manipuladores y robots móviles. Marcombo, 2005.
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[94] J. Ghommam, H. Mehrjerdi, M. Saad, and F. Mnif, “Formation path following control
of unicycle-type mobile robots,” Robotics and Autonomous Systems, vol. 58, no. 5, pp.
727–736, 2010.

[95] P. Martin, R. M. Murray, and P. Rouchon, “Flat systems, equivalence and trajectory
generation,” California Institute of Technology, Tech. Rep., 2003.

[96] H. Sira-Ramirez and S. K. Agrawal, Differentially flat systems. Crc Press, 2004.

[97] S. Dormido, J. Sánchez, and E. Kofman, “Muestreo, control y comunicación
basados en eventos,” Revista Iberoamericana de Automática e Informática
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móviles tipo (3, 0),” Congreso Nacional de Control Automático 2018 (CNCA 2018),
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Apéndice A

Publicaciones

En esta sección, se presentan las portadas de los art́ıculos aceptados y presentados, re-
sultado del presente trabajo de tesis. Los art́ıculos de congreso, se expusieron ante parte de
la comunidad cient́ıfica en el marco de referencia del Control Automático y Sistemas Multi-
agentes y Robótica. Se anexan los reconocimientos y constancias de los eventos asistidos.

El primero lleva por nombre ”Estimación y control de la postura del veh́ıculo de auto
balanceo: LoboMixCi”, presentado en Noviembre del 2017 en Mazatlan, Sinaloa, México. El
trabajo consiste en los resultados experimentales obtenidos del control de la postura del
robot móvil de autobalanceo de dos ruedas.
El Segundo titulado ”Control distribuido aśıncrono de múltiples robots tipo péndulo invertido
v́ıa una estrategia basada en eventos”, presentado en Octubre del 2018 en la ciudad de San
Luis Potośı, México. El Tercero se sometió a la Revista Iberoamericana de Automática e
Informática Industrial (RIAI) titulado Control descentralizado basado en eventos para el
consenso de múltiples robots tipo péndulo invertido en el esquema ĺıder-seguidor el cual
fue aceptado y publicado en el 2019. Ambos trabajos se basan en los primeros resultados
obtenidos de la tesis sobre el consenso de múltiples RMPI bajo un modelo dinámico de cuarto
orden.
El cuarto trabajo se sometió en el Congreso Nacional de Control Automático y fue aceptado y
presentado en Octubre del 2019. En este trabajo titulado Control de formación de múltiples
robots móviles de auto-balanceo v́ıa una comunicación disparada por eventos se presenta
resultados basado en el control cooperativo de sistemas RMPI con una dinámica de sexto
orden.
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Apéndice B

Estancia Nacional

Con el propósito de completar y reforzar los conocimientos obtenidos durante el doctorado
y el trabajo de tesis, se realizo dos estancias de investigación en las instalaciones de la
facultad de electrónica de la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla. La estancia tuvo
la colaboración y asesoŕıa del profesor-investigador Dr. José Fermi Guerrero Castellanos. Las
asesoŕıas y las instalaciones permitieron realizar el desarrollo de la investigación presentada
y realizar pruebas experimentales necesarias para validar y verificar las estrategias de control
multi-agente desarrolladas en el presente trabajo tesis.

Las dos cartas de aceptación firmadas por el asesor de la estancia y emitidas por la insti-
tución se muestran a continuación. Los objetivos planteados en ambas cartas se cumplieron
de manera satisfactoria y se formó una relación para la investigación de futuros proyectos.
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