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Capitulo 1

Introduccion

La computacién cudntica es una de las lineas de investigacion actuales de interés tec-
nolégico y cientifico [1]. La base fundamental de la computacién cudntica consiste en
almacenar informacion en los estados cuanticos de la materia y usar compuertas cuanti-
cas para realizar procesos con dicha informacién [2]. Tal avance tecnolégico y cientifico,
requiere de un desarrollo completo en la comprensién de la unidad fundamental de infor-
macién cudntica, andlogamente al bit cldsico el bit cudntico, es decir el Cubit [2], que a
diferencia de los computadores tradicionales no tiene una representacién binaria en los
estados de un electron, que es representado fisicamente por un sistema cuantico de dos
estados propios que pueden ser manipulados arbitrariamente [3].

Hay muchas ramas de la fisica que proponen sistemas cudnticos para la realizacion del
Cibit, tales como cavidades épticas [3], trampas de iones [4], resonancia magnética nuclear
[5] o sistemas que se basan en semiconductores [6]. En todos existen inconvenientes, uno
de los principales es la falta de comprension del fenémeno de decoherencia cudntica [7],
tal fenémeno esta ligado al colapso de la funcién de onda por el proceso irreversible de
medicion.

El campo de la electrodindmica cudntica en cavidades (QCED) propone alternativas
en la generacién de Cubits mediante la éptica. Basado en el aislamiento de un &tomo
dentro de un arreglo de espejos y un campo electromagnético en el interior de la cavidad
[8], la interaccién entre los fotones y electrones del atomo provoca su excitacién, en
la practica se envia un haz de atomos de Rydberg a través de la cavidad con el fin
de conseguir entrelazamiento cudntico en la interaccién entre dtomos y fotones [9]. La
manipulacién de los estados del atomo se realiza a través del uso de microondas, esta
propuesta cuantica genera un sistema de dos Crbits, el de la polarizacion de las ondas
dentro de la cavidad y el de la excitacién del electrén que interactia con las ondas [10].

Dentro de la QCED uno de los modelos més simples para el sistema cuantico es el mo-
delo de Rabi [11], uno de los primeros modelos que intenta dar una descripcién completa
del sistema de la cavidad cudntica de manera semiclasica, posteriormente, el modelo de
Jaynes-Cummings propone resolver el problema bajo algunas restricciones utilizando un
desarrollo cudntico para obtener mejores resultados [11]. Los sistemas propuestos por la
QCED al igual que todas las demas opciones incluyen cualidades aprovechables y algunas
limitantes para el desarrollo tecnolégico, aun asi, el sistema de cavidades cuanticas tiene
una amplia utilidad en el estudio de la coherencia cudntica [13].

El estudio de la cavidad cuantica consiste en el analisis de un sistema atémico de dos
niveles de energia posibles, el estado fundamental de menor energia y el estado excitado
de mayor energia, en el caso no degenerado de este sistema la transicion de un estado
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a otro es consecuencia de su interaccion con el campo electromagnético y provoca la
absorcién o emision de un cuanto de energia, es decir, cuando un sistema de dos niveles
es iluminado por un haz coherente de fotones, éste los absorbe y emite de manera ciclica,
a uno de estos ciclos se le conoce como ciclo de Rabi en honor a Isidor Isaac Rabi y es
descrito por el modelo Jaynes-Cummings [11].

Con la intencion de un estudio del atomo dentro de la cavidad de manera precisa el
andlisis se hace con un desarrollo cuantico en ambas partes, para el sistema atéomico con
el nivel de energia oscilante y para el campo electromagnético.

Para el campo electromagnético se toma el criterio de la segunda cuantizacién de
Dirac [12], bajo este criterio se propone poner los potenciales correspondientes a los
campos eléctrico y magnético en términos de los operadores de creacion y aniquilacion,
de tal manera que cumplan con reglas de conmutacién propias de la descripcién cuantica,
el cambio permite el aumento y la disminucién de la energia electromagnética fotén a
foton de manera discreta.

El sistema atomico se analiza de manera analoga pues el planteamiento de los opera-
dores de subida y bajada es como los de creacién y aniquilacion, bajo algunas restricciones
que los acoplen a las transiciones de estados energéticos propios del sistema de dos ni-
veles. Profundizando en el comportamiento de los operadores para encontrar la relacion
con las matrices de Pauli y especificamente con el llamado operador de inversién atémica
que toma un papel importante, de esta manera la descripcion del sistema deja de lado los
operadores de subida y bajada, para estar en términos del operador de inversion atémica
[14].

Una vez que las caracteristicas de la cavidad cudntica son establecidas por separado,
atomo y campo, se pretende encontrar las consecuencias de esta interaccién. Utilizando
el momento dipolar del atomo que tiene dependencia directa de los operadores de subida
y bajada al interactuar con el campo en funcion del momento y del potencial vectorial del
campo [14], que a su vez depende de los operadores de creacién y aniquilacién, se obtiene
un hamiltoniano que describe la interaccién entre los cuatro operadores en conjunto y
una constante de interaccién atomo-campo, donde a esta contante se le conoce como
frecuencia de Rabi [15] y es una frecuencia caracteristica de la interaccion.

La aportacion conjunta de los tres hamiltonianos; el del atomo, el del campo y el de
interaccién, conforman el llamado Hamiltoniano de Janes-Cummings (JC), aportacién
consecuente del modelo JC. La descripcién del sistema mediante este Hamiltoniano da
una descripcion cuantica mucho mas cercana que la del modelo semiclasico de Rabi,
sin embargo, aun es estacionaria por lo que debe anadirse la evoluciéon temporal del
Hamiltoniano planteando la ecuacién maestra del sistema [16].

La ecuacién maestra se plantea para darle evolucion temporal a un sistema que puede
ser descrito como una distribucion probabilistica en un momento dado, de aqui que se
representa el sistema en términos del operador de densidad para los estados posibles del
sistema, la consecuencia de resolver la ecuacién maestra sera un operador de densidad
que varia con el tiempo. Y es sensible a las condiciones iniciales. Para resolver la ecuacion
maestra se utiliza el método de superoperadores, ademas de que se utiliza un sistema
disipativo, es decir, se espera que la energia pueda escapar de la cavidad a través de los
espejos. Por ltimo, se supondra como condicién importante que el sistema no presenta
temperatura nula lo que modifica el problema y permite tener mayores alcances en los
resultados del problema.



Capitulo 2

Fundamentos de la mecanica
cuantica

2.1. Principios de la mecanica cuantica

Histéricamente la mecanica cuantica en un inicio fue formulada de manera matricial por
Born, Pascual Jordan y Heisenberg, este ultimo es a quien se le atribuye. Se trata de un
desarrollo elegante y riguroso en las que las variables dindmicas son representadas por
matrices. Normalmente a esta parte se le conoce como mecanica matricial de Heisenberg,
de manera paralela, Louis de Broglie inici6 un estudio que culminaria con la teoria de Er-
win Schrondinger, un enfoque distinto conocido como mecénica ondulatoria [18]. Ambos
enfoques son solo dos interpretaciones distintas de la misma teoria fisica abordada desde
bases y posturas diferentes. Para lograr un desarrollo ondulatorio se considera una onda
electromagnética con amplitud, frecuencia, periodo y todas las caracteristicas comunes de
una onda, siguiendo este planteamiento ondulatorio la descripcién cuantica de un sistema
debe cumplir ciertas caracteristicas ondulatorias y probabilisticas para una funcién que
describa el estado del sistema. Para introducir la difraccion caracteristica de un fenémeno
ondulatorio, se toman en cuenta los cambios de fase por lo cual esta amplitud ¥ debe ser
compleja de tal manera que obedezca a las siguientes propiedades:

-U debe satisfacer la ecuacién de onda [19]

-El cuadrado del médulo de la funcién de onda proporciona la probabilidad de encontrar
a la particula en cada punto del espacio;

plz) =N [,

/\IJ*\Ifdv =1.

2.2. Ecuacién de Schrodinger

El problema que resuelve la ecuacién Schrodinger es el de generalizar el concepto de onda
asociada a un corpusculo de materia, si se anade dependencia temporal a la funcién de
onda, se obtiene la ecuacion diferencial parcial que describe el comportamiento de una
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onda asociada a una particula de materia con dependencia temporal. Si se considera una
onda que se mueve en direccién +x, w = 21v vy v = A, ademas E = hv = 2whv y
A= %, entonces

U = Aei(Etrr), (2.1)
esta tltima ecuacion describe la onda equivalente de una particula libre de energia F y

momento p que se mueve en direccion +x. De manera general, para una particula con
momento p y con alguna interaccién con su entorno, se puede escribir su energia como

2

P
EV = —VU + U(x,t)V. 2.2

De las expresiones (2.1) y (2.2) se obtiene la ecuacién [20]

ov h?
h— = —— VU + Ul(x,t)V.
T 2m U1
El Hamiltoniano se puede escribir como H = —%VQ +U(x,t) y entonces se encuentra

la ecuacién de Schrondinger completa o dependiente del tiempo [21]

Lov
ihy - = HV. (2.3)

2.3. Postulados de la mecanica cuantica

La mecénica cudntica se fundamenta en los siguientes 5 principios [21]:

1. Todo posible estado fisico ¥(x) de un sistema dado, corresponde a un cierto vector
|W(x)) del espacio de Hilbert, y reciprocamente, todo vector |¥(x)) del espacio de
Hilbert corresponde a un posible estado fisico del sistema. Esta correspondencia es
biunivoca salvo que difieran en un factor escalar.

2. A cada observable fisico corresponde en el espacio de Hilbert un operador lineal
Hermitico A que posee un conjunto completo ortogonal de vectores propios |¥y),
|Ws), [W3)... vy un conjunto correspondientes de valores propios reales ay, as, as...

AlW,) = a;|T;).

3. Si un operador A tiene una base propia {a;(z)} y valores propios {4;}, y se mide
un observable A en un sistema que, inmediatamente antes de la medida esté en el
estado |U), lo més que se puede predecir del resultado de esta medida es lo siguiente:
la probabilidad de que la medida del valor propio Ay, sea |(¥)[>. De manera general

para el caso discreto

P
Puled) = "0y = ey

y para un espectro continuo la densidad de probabilidad es

_ 1Y @)Pde - [9()Pda
(U] W) ffooo U (2')|2da’

P(x)
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4. La medicién de un observable ocasiona una alteracion en el vector de estado del
sistema, el vector de estado inmediatamente antes de la medicién en el instan-
te posterior a ella coincidira con el vector propio correspondiente al valor propio
obtenido.

5. La evolucién temporal del estado |W) de un sistema estd dada por la ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo

Low)
Zhw—HPI/%

donde H es el operador Hamiltoniano que caracteriza la energia total de la funcién
de onda.

2.4. Operador de densidad y sus propiedades

Un sistema fisico no esta caracterizado necesariamente por una funciéon de onda ¥, (x, t),
frecuentemente este sistema esta conformado por subsistemas independientes entre si. En
tal caso, un observable A estara definido en cada subsistema por A; por lo que A depende
de la aportacion o el peso de cada A;. Si se asigna el nombre w; al peso del subsistema
1 donde este peso es una fraccién entre 0 < w < 1, lo que quiere decir que del total de
subsistemas que componen el sistema, la fraccion w; se encuentran en el estado ¢, entonces
el promedio de A sobre el sistema total queda definido como [22]

(A) =3 wids (2.4)

la manera de pasar de la teoria de un solo vector de estado a un sistema cuya descripcion
requiere un conjunto apropiado de vectores de estado y sus pesos correspondientes es a
partir de la llamada matriz de densidad u operador de densidad [18§]

N
p=> wli)il,
i=1

los estados |7) pueden expresarse en términos de una base ortonormal. De tal manera que
se deriva una expresion mas general para el operador de densidad con estados ortonor-
males en la que py,, es el peso de cada componente n, m asociado a la probabilidad de

ocurrencia de ese estado
p= anm’n> <m|
n,m

Por otro lado, si A es un operador cualquiera, el valor medio por cada subensamble i

es (A;) = (i|Ali) tal que
(A) =" (p4) =tr(p4).

donde el operador traza significa sumar los valores en la diagonal de la matriz, para este
caso pA [19]. De acuerdo a la definicién de matriz de densidad y de valor esperado de un
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operador, se pueden obtener algunas propiedades para la matriz de densidad p [23]. Si se
toma A = 1 de la definicién de la matriz de densidad, entonces

- r<§;wi|i> ) sz Zwl—l

por definicion, los pesos son reales y positivos, w! = w; y w; > 0, es decir,

T
i = (Seto) = Tt -
i=1 i=1
ademds, si |i) = > ai|n), (i| = >, al,(n|, al sustituir en la definicién

E w;li)(i] = E :wzam‘n a;,(nl,
= E Wi ar, n|n :
i=1
utilizando la condicién w; > 0

= Zwi|am|2 Z 0.
i=1

Se ha definido que el peso satisface 0 < w; < 1, por lo que todas las entradas de la
traza también cumplen la condicién [20]

0<ppn <1

Si cada elemento de la matriz de densidad es representado por pn, = Pndmn, la traza
cumple con

tr(p?)
tr(p%)

>(trp)?,

>1,

cabe especificar que los estados |i) pueden pasar a otra representacion |j7), mediante el
operador unitario U, respetando las reglas generales de transformacion de un operador

entonces
N S AT
=UpU’,

siendo /' la matriz de densidad en la nueva representacién con estados |j). De esta pro-
piedad sigue que el valor esperado de cualquier operador es independiente de la repre-
sentacién. Donde se denotan como <A>’ y 0’ alas variables en la nueva representacion, es
decir,

(AY = (A).
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2.5. Operador densidad y la imagen de Schrodinger

El siguiente paso es encontrar una ecuacién que describa la evolucién temporal de p,
para esto es necesario desarrollar ideas previas, segun la descripcién de Schrodinger,
aprovechando la notacién de Dirac [24]

P [T

si H no depende del tiempo se tiene la solucién general

[9) = 7" gho),
aqui se introduce el operador de evolucién S [25]

& —LiHt
S=e

de esta manera se tiene todo lo necesario, pues entonces al sustituir .S en las dos ecuaciones
anteriores se obtiene

[ (1)) = S(t)|),

o8(t) - .
th———= = HS(t).
T (t)
Al sustituir la derivada del operador de densidad en la ecuacion de Schrodinger y
simplificar la expresion con notaciéon de conmutadores se obtiene
op(t) T
iV _ [H o(t } ,
o p(t)
la cual se conoce como ecuacién de von Neumann [12] y describe el desarrollo del operador
de densidad a través del tiempo. Esta ecuacién sélo se cumple cuando se toma el operador
de densidad en la imagen de Schrédinger, es decir, cuando los estados o funciones de onda
|1)) dependen explicitamente del tiempo ¢, mientras que los operadores A, B no tienen
dependencia temporal.

2.6. Imagen de Heisenberg

Para tener una formulacién de la mecénica cuantica basada en la imagen de Heisenberg
donde los estados o funciones de onda |1)) no dependen del tiempo y donde los operadores
A(t), B(t) si dependen explicitamente del tiempo ¢, se debe observar que ambas imagenes
estan relacionadas entre si por un operador unitario que transforma de una imagen a
otra.

Se nombra T(t) al operador encargado de realizar la tranformacion, este operador tiene
dependencia temporal. Para hacer mas precisa la notacion, se denotan con subindice H
a los estados y operadores de la imagen de Heisenberg y con subindice S a los estados y
operadores de la imagen de Schrodinger, para establecer un punto de referencia inicial se
pide que ambas imdgenes coincidan en el instante ¢t = 0 [26]

() e = [9(0)s,
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es decir, el operador T' debe satisfacer las condiciones siguientes

) e = T(6)|¥)s,
T(0) =1,

una vez que se ha establecido esto, si |¢(t)) # 0, se obtiene

aT(t) 1.
L — ——HT(t
ot ih (®);

esta es la ecuacién que se rije por la imagen de Heisenberg [26], con solucién

donde 7 es el inverso del operador de evolucién temporal S.

2.7. Imagen de interaccién

En muchas ocasiones el Hamiltoniano del sistema puede ser dividido en dos partes, donde
una de ellas es el hamiltoniano sin ningin tipo de perturbacion, mientras la otra parte
corresponde a las perturbaciones sucesivas hechas sobre el estado no perturbado. La
evolucion temporal del sistema entre estados y operadores esta caracterizado por la suma
de ambos [18]

H,(t) = H(t) + HX(t).

Para que la imagen de interacciéon sea til para simplificar el analisis de los fenémenos
fisicos y facil de resolver matematicamente, en general las partes se elegiran de modo
que HO(t) sea conocido y se resuelva exactamente, mientras que H!(t) contenga una
perturbacion de la primera con grado de dificultad mayor. Como los vectores de estado
|t(r,t)) v los operadores A, (t) dependen del tiempo, éstos se obtienen de los vectores de
estado y los operadores en la representacion de Schrodinger mediante el operador unitario

El operador unitario puede ser aplicado a los vectores de estado y a los operadores de
la imagen de Schrodinger, de tal manera que se obtienen operadores y vectores de estado
en la imagen de interaccién [28]:

A (t) = enfst A (t)e 1,

[W(t))r = eholy,),
de esta manera en el tiempo ¢ = 0 se obtiene que la imagen de interaccién y la de

Schrodinger coinciden, es decir, |¢)s = [1(t))r. Con el operador de transformacién y la
ecuacion de Schrodinger, se tiene

|w(t)>1 = 6%H0,st

¢5>7

0 -
iho [¥)s = H|T),, (2.5)
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ambas expresiones son introducidas en la ecuacién (2.5) para obtener

m—a“l’a(f»’ — —Holth(£))1 + et Tost AW, (2.6)

Para simplificar se toma en cuenta que H,(t) = HO(t)+ H!(t). Ademés, se puede rescribir
e%HO’sth;(t) = <6%H°’5tﬁ;(t)e%ig°’st) entost

Si se escribe enfost (1 (t)ew Host = H1(t), entonces

RO H (1) = H(t)eho!,
de esta manera en la ecuacién (2.6) se sustituye H,(t) = HO(t) + H(t) para obtener la
representacion e interaccién de un operador y utilizando la definicién ya presentada se
tiene que

LOv() -

2 o) e

ot

al utilizar la definicién A;(t) = ens'A,(t)e~#!" y derivar con respecto al tiempo se
obtiene un conmutador para la evolucién temporal de operadores [29]:

w = .i[/il(t%ffoy



Capitulo 3

Cuantizacion del campo
electromagnético

Es de interés analizar el campo electromagnético de manera cuédntica, por lo que es nece-
sario ir méas alla de una interpretacion clasica de los fendémenos eléctricos y magnéticos.
Tanto el campo eléctrico E como el campo magnético B son cantidades medibles, asi que
para conformar una teorfa cuantica completa deberfa de especificarse los operadores E y
B.

La técnica empleada para tratar sistemas cuanticos de muchas particulas idénticas
sean bosones o fermiones es llamado formalismo de la segunda cuantizacion, desarrollada
a partir de 1927 por Paul A.M. Dirac para los bosones o particulas que respetan la
estadistica de Bose-Einstein y extendido a los fermiones por Eugene Wigner y Pascual
Jordan en 1928, es decir, particulas que obedecen a la estadistica de Fermi-Dirac [30].

Tal formalismo permite tomar en cuenta autométicamente en los célculos los aspectos
estadisticos apropiados al tipo de particulas del sistema. Ademas, facilita, extender la
mecanica cuantica no relativista a sistemas en los cuales el nimero de particulas no es
una constante del movimiento, extensién que por otra parte es necesaria para describir
los fendmenos que se presentan en el dominio relativista.

En este sentido para iniciar el proceso de cuantizacion del campo electromagnético
debe partirse por establecer que el fotén es un bosén, y en consecuencia el proceso de
cuantizacién se desarrollara bajo este marco [24].

3.1. Descomposicion espectral del campo eléctrico y
magnético

Se tiene como punto de partida una cavidad cibica de lado L y de volumen L? vacia,
por simplicidad vamos a considerar condiciones de contorno periédicas. El campo elec-
tromagnético dentro de la cavidad respeta las ecuaciones de Maxwell; considerando que

10
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la densidad de carga dentro de la cavidad es nula [31],se tiene que

. 0B

E = — — .1
V X ETE (3.1)
V- E =0, (3.2)

. 1 0E
V - B =0. (3.4)

Por la propiedad vectorial V-V x A = 0y la ecuacién (3.4) resulta inmediato deducir
que puede obtenerse una expresién para los campos eléctrico y magnético, en términos
de los potenciales

B=VxA, (3.5)
H 0A
E=—- - . )
V- (3.6)
Obteniendo la ecuacién .
Vi = j4 2P (3.7)
N ot’ '

donde f, la intensidad magnética, esta conformada por la aportacién del campo magnético
y la magnetizacion del medio, 5, el desplazamiento eléctrico, esta conformado por una
aportacién del campo eléctrico y otra de parte de la polarizacién eléctrica del medio [32].
Al introducir (3.5) y (3.6) en (3.7) se llega a una ecuacién parecida a la ecuacién de
onda pero para el potencial del campo magnético, por lo que la manera de solucionarla
es similar a la ecuacién de onda [33]:

9 7

- 0PA
~V2A+ g = 0. (3.8)

3.2. Energia del campo eléctrico y magnético

El analisis a seguir es muy similar al utilizado para encontrar la solucién de la ecuacion
de Schrodinger completa salvo por algunas consideraciones extras, puede escribirse la
solucién de la ecuacion (3.8) utilizando la velocidad de propagacién v = ¢ = ¢, ademés de
considerar que debe cumplir periodicidad en el espacio y en el tiempo, es decir, kL = 27l;
con l; = x,y,z y wI' = 2w, también se renombran las amplitudes para ajustarlas a la
notacién de tal manera que la solucién estd dada por [33],

—

E:

= iw(R)t—ik-7

e .
Dado que la soluciéon general es una superposicién de ondas, en igual o diferente

direccién, debe considerarse en la solucién, la suma de todos los posibles vectores de

onda en sentido positivo o negativo, es decir, todos los A; y sus complejos conjugados

_)*

AE’ tal que

A= § [agelw(k)tflk-r + C—L»Z‘efzw(k)tJrzk-r 7
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los coeficientes de amplitud se determinan con la condicién impuesta de transversalidad:
k-dp=0.

Con la solucién de la ecuacién de onda para el potencial vectorial Ase pueden rescribir
los campos eléctrico y magnético, teniendo en cuenta que durante la deduccion de la
ecuacién del potencial A se considera que ¢ es nulo (ya que la aportacién del campo
eléctrico no es comparable al magnetico), por lo que los campos quedan como

. 9A o o
F=—— =— Z [ick&‘]zelw(k)t*lk'r + Z'Ckc—i;%efzw(k)t+zk-r] ’
B=VxA= [i(E X i) e FIRT (] i)e R i’z'?] .

Las expresiones anteriores cumplen perfectamente el trabajo de describir el campo eléctri-
co y magnético como un desarrollo de ondas planas de los campos. Ahora se trata de
encontrar una expresién para la energia almacenada dentro de estos campos (a la que
se le nombrarda H) utilizando estos resultados. Para esto es necesario sumar la energia
almacenada dentro del campo eléctrico y magnético por separado [34]

H:/ (Z/{E +Z/{B>d7’3,
14

donde Ug = %60E2 es la energia almacenada en el campo eléctrico y Up = ﬁBQ es la
o

energia almacenada en el campo magnético. Al sustituir las ecuaciones del campo eléctrico

y magnético dentro de la integral, se tiene que

1 o o
H=se,Vety K [2*,; L@ — g dpe® M — a;-;.e*m(’“)t} +

1 L L
_VZ ]{52 |:2—'E s —'E . —'Ee2zw(k)t + C_L';—;‘ . C—L’ze—%w(k)t} :

dado que c%e, = }% los términos con exponenciales se anulan. Asi, se obtiene una base
o

con la cual escribir el Hamiltoniano para este sistema de campos y la expresion para la

energia [34]

2V
H="=)"Kd; a. (3.9)
Mo —=
k

3.3. Variables canodnicas

La formulacién de Hamilton se basa en una visién diferente a la formulacion de Lagran-
ge donde el uso de coordenadas generalizadas termina de manera inevitable por incluir
ecuaciones de movimiento de segundo orden dentro del analisis.

La diferencia con la formulacién de Hamilton inicia cuando se utiliza las cantidades
de movimiento conjugados o generalizados dejando de lado las derivadas temporales de
las coordenadas generalizadas, i.e.,

_Pi — 8£(Q7'Q7 t)’
oQ
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con esto en mente las cantidades (@), P) se denominan variables canénicas. Entonces para
continuar con el proceso de cuantizacion se requiere reescribir la ecuacién (3.9) en el marco
del lenguaje de Hamilton, haciendo uso de las variables candnicas, esto es, coordenadas
y momentos generalizados que satisfacen las ecuaciones de Hamilton. Se define entonces
las variables candnicas de la siguiente manera [35]

@@:a@w®+ﬁﬂwﬂ (3.10)

Pit) = S G(t) =a [iw(Ryaze

— io(R)dze ’5”] . (3.11)

Al resolver el sistema 2 x 2 con las incognitas @ y a*, se obtiene

]_ . o — ) —
d=——e Wk (Q;g - — ,g) ; (3.12)

G =l (G L _p (3.13)
20 owk) )
sustituyendo las ecuaciones (3.12) y (3.13) en la ecuacion (3.9) de la energia, ademés de
utilizar pee, = c 2y % = ¢~ 2 se obtiene la expresién

I €V Z [WQ(E)Q%+P2:| ‘

202 4=
i

La constante o toma importancia porque es la que determinara si las variables candénicas
propuestas satisfacen las ecuaciones de Hamilton [36],

. OH
Qk _8ﬁ];7
oH
FT T oA
0Qx

El a requerido resulta ser
a=1/6V,

la deduccién contintia considerando la transversalidad de los campos, es decir, los vectores
Qj v Py son normales a la direccién de propagacion de la onda dictada por el vector de

onda k [37]

H= % Z [wQ(E)Q%j + Pg,j] , (3.14)
k.j

donde j denota una de las componentes ortogonales de la polarizacién lineal.

3.4. Operadores de creacion, aniquilacion y nimero

En su criterio de cuantizacion P. Dirac sugirié que el campo electromagnético podia ser
cuantizado haciendo que las variables candnicas ) y P obedecieran las relaciones de
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conmutacién siguientes [12]:

O.P| = in, (3.15)
Q.Q| =0, (3.16)
PPl =0 (3.17)

Ademds, se definen los operadores de creacién y aniquilacion de la siguiente manera [38],

Q= @<Q+

2h

o Jw(k) [
it = W(Q_

ZQP , 3.18
w(k>> (3.18)

ZQP . 3.19
w(k)> (3.19)

Los conmutadores (3.15), (6.3) y (3.17), se cumplen si se cumple la sugerencia de P. Dirac
para a y af [12, 27], i. e.,

[a,a'] =1, (3.20)
[a,a] = 0, (3.21)
[af,a'] =0 (3.22)

Las ecuaciones (3.18) y (3.19) conforman un sistema cuadrado de dos incégnitas, al
resolverlo se puede encontrar expresiones para las coordenadas generalizadas en términos
de los operadores de creacion y aniquilacion, i. e.,

1 2h
Q=3 _w(/?)( +a'), (3.23)
5w [ 2P G
P = w(/Z)( ) (3.24)

Con estas nuevas expresiones se puede reescribir el Hamiltoniano de la ecuacion (3.14)
sustituyendo las ecuaciones (3.23) y (3.24). Con lo que se obtiene la ya conocida expresién
cuantica para las energias del oscilador armonico aplicado al campo electromagnetico
(39, 32].

i = w(B)h {a*a + ﬂ | (3.25)

Del Hamiltoniano (3.25) se puede definir los operadores niimero de ocupacién, también
se le conoce como operador nimero de particulas [40]:
N = afa. (3.26)
Si el estado |n) es estado propio del operador N con valor propio n, se tiene que

Nin) = nln),

entonces el valor propio de energia para este estado es [41]

Hin) = (% + n) whin),
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en esta ecuacion se ve claramente la interpretaciéon de n como el nimero de particulas,
donde el estado de energia mas bajo es el estado fundamental y corresponde al estado en
el que el nimero de particulas es igual a 0, el valor propio de la energia estd dado por %ﬁ

Usando las propiedades de los conmutadores se pueden demostrar las siguientes iden-
tidades, tomando en cuenta que se suprimen los subindices, dado que se considera que se

trabaja bajo el mismo vector de onda y la misma componente de polarizacién:
| a] =,
[N, a} —_a
Se puede demostrar que, si se impone la normalizacién (n|n) = 1 para todo n, se tiene

las siguientes propiedades [20]:

aln) =v/nln — 1), (3.27)
atln) =vn +1jn + 1), (3.28)
(3.29)

aplicando el mismo operador m veces se puede obtener de manera general las siguientes
expresiones

aim ) = W!mjtn), (3.30)
a"n) = (n—L'm)'m —m). (3.31)

3.5. Estados coherentes

Desde un principio se ha especificado el tipo de particulas con las que se trabaja, las
consideraciones y su naturaleza cambia completamente de bosones a fermiones, el com-
portamiento de los bosones es distinto al de los fermiones, para el fotén, como bosén, no
existe el principio de exclusién de Pauli.

Pueden producirse interacciones entre grandes cantidades de bosones para entrar en
estados uniformes de vibracion unitaria que son llamados estados de coherencia cuéntica,
fueron introducidos por Schrodinger por el ano de 1926, y son los fundamentos de lo que
hoy se conoce como Gptica cudntica [29].

Matematicamente un estado coherente |«) se define como el estado propio del operador
de aniquilacién a con valor propio a [46]:
ala)y = ao|a). (3.32)

A su vez los estados propios |a) también son estados propios a la izquierda del operador
de creacion, con valor propio conjugados

(ala! = (aa”, (3.33)

dado que a no es hemitiano, en general a es un nimero complejo que puede ser escrito
como
o =|ale®,
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donde |o| es la amplitud y 6 es la fase del estado |«). El estado propio |«) puede ser
desarrollado en la base de estados propios |n), como una combinacién lineal

) = Culn),

y al aplicar a se obtiene

o0 oo
ala) =Y Cpuv/nln —1) =a ) Cyln),
n=0 n=0
de estas expresiones se obtiene
an
Cn ﬁOOa
y entonces
oo an
) = Co n)
G

Nuevamente, al normalizar esta expresion con (n|n) = 1, se puede obtener el valor de
_la? :
Cy = e~ 2, y entonces se tiene que

a” * a™ a2n ﬁ
(ala)y =1=1C,]2 Y (ﬁ) ﬁ<nlm> =|Co?> % = |ColPe .

Asi,

n

)= 3 )
o) =€ n
n=0 n! ’

es la representacién de un estado coherente [46].




Capitulo 4

Método de superoperadores

Para encontrar el desarrollo temporal de un sistema cuantico se recurre a resolver la
ecuacién de Schrodinger, cuya solucién, por ejemplo, si el hamiltoniano no depende del
tiempo, es la siguiente

6(t)) = e i1 p(0)).

Para ejemplificar en el método de superoperadores y para factorizar operadores expo-
nenciales se hace la consideracién de tomar el operador como una suma de otros opera-
dores, H = —2(A + B), donde el operador exponencial se aplica sobre el estado [¢(0)).

6(1)) = 4+D)|g(0)),

el problema de la factorizaciéon de operadores exponenciales surge al evaluarlos, si la
ecuacién anterior se expande en una serie de potencias se obtiene (A + B)", mientras
mas grande es n mas dificil es evaluar los operadores, asi que es conveniente factorizar
los operadores para simplificar el calculo. El caso simple ocurre cuando los operadores
conmutan pero en general lo que ocurrira es que la factorizacién no es directa

o(A+B) £ AP

cuando se cumplen los conmutadores [fl, [A, E” = [B , [/Al, E” = 0 es posible factorizar

el operador exponencial ya que [/1, E} es un numero y no un operador, quedando de la

siguiente manera
- L s o
—=|A —=|A
oA+B) _ BoA,~3[AB| _ A_B 3| ,B]’

utilizando esta factorizacién al momento de aplicar el operador exponencial como una
expansion en series de potencia se vuelve directo aplicar un solo operador elevado a la n
y después el otro. Con este ejemplo se puede ver que, si es posible separar el argumento
de los operadores exponenciales.

4.1. Factorizacién de operadores exponenciales

Si un operador de densidad obedece la siguiente ecuacién

p(t) = e 5(0), (4.1)

17
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donde los operadores respetan la siguiente regla de conmutacion:

[R, j} p=SJp, (4.2)

Entonces, se pueden definir las siguientes ecuaciones, para la funcién f(¢)

f(t) _ 6(I:2+j)t’
ft) = efites(®)J.

El proceso de separacion comienza al derivar ambas ecuaciones con respecto a t

O _ av iy (4.4
df(t)_A Rt _g(t)J 2 dg(t) 5 gt
o = Reftes®7 4 oft o — Je (4.5)

En la ecuacién (4.5) se introduce el operador identidad I = elite— Rt y agrupando se

obtiene lo siguiente

dfd_(tt) _ R(eRteg(t)J) 4 d%—g)emjem(emeg(t)j), (4.6)
df(t) dg(t) s _pu
i Rf( )+ . Y9\Y) Rt j,—R F(b). (4.7)

El producto de los operadores eftt Je—ht que aparecen en los segundos términos se pueden
desarrollar en series de potencias y al agrupar se obtienen los conmutadores [42]

2

i ]+

si se utiliza el conmutador definido (4.2) y la propiedad [R, S j] = [R, S'}
se encuentra

et Jo Rt J+t[R J]

<>
2}
=
<

[R, SJ] =0+88J =5%], (4.8)

entonces al sustituir en (4.8) y factorizar el operador J, se tiene
25 B . (t9)? .
o (I NG ) j

por lo que ) ) )
e Je B = 5] (4.9)
El resultado (4.9) se sustituye en (4.7), tal que

W_@:[R+d9_(t)

y7 y7 eStJ} f(t), (4.10)

si se comparan las ecuaciones (4.4) y (4.10), se observa que sélo se cumple si

dg(t) eﬁt

=1
dt ’
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es decir,
PO t ~ N
g(t) — _efstsfl — (1 . efSt)Sflj
0

con lo que f(t) se puede escribir de la siguiente forma
f(t) _ e]%te(lfe_ét)g_l,

entonces siempre que se pueda obtener los conmutadores (4.2) y (4.3) es posible factorizar
(4.1) y por lo tanto el operador de densidad puede ser escrito de la forma

. ft (1—e—5\3-17
plt) = M= 95 (),

donde el operador de densidad ya se ha separado y al realizar la expansiéon en series de
potencia no aparece el problema de los operadores en forma de binomio a la n, con lo que
se pueden aplicar de uno en uno.



Capitulo 5

Interaccion atomo campo

5.1. Operadores de subida y bajada

Se tiene un sistema simple de un atomo de dos niveles descrito por el hamiltoniano de un
dipolo, donde el sistema atémico cuantico tiene dos niveles de energfa [42]. Tal conjunto
de estados del sistema cumple con la condicién de que es un conjunto ortonormal de tal
manera que,

(il7) = dij, (5.1)

Z\z‘)(z‘y —1,i=12 (5.2)

De manera general, todos los estados del sistema estan representados en el estado
como una combinacion linealmente independiente.

1) = Cilg) + Cle) = (g) |

Al igual que en la cuantizacion del campo se introdujeron convenientemente los ope-
radores no Hermitianos @ y a', que cumplen con el papel de subir y bajar la excitacién
del campo en Aw, se introducirdan operadores de subida y de bajada 6_ y ¢, que modifi-
caran el nivel de excitacién en hw, para los estados del sistema atomico. Estos operadores
cumplen las siguientes reglas

o-le)=1g),  dile) =10)
o-lg) =10), Gilg) =le)f

De manera andloga los operadores 6_6, y 6,6 toman el papel del operador nimero
para los operadores de creacion y de aniquilacién en el campo, los operadores de subida
y de bajada pueden ser aplicados de manera consecutiva siendo asociativa la aplicacion
de éstos, salvo en los dos casos siguientes, satisfacen

>_54le) = 10)
.5-1g) = [0)
o_6_=10
6.6, =0
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Siguiendo la notacién del apartado anterior los operadores de subida y de bajada se
pueden escribir en términos de los estados |g) vy |e),

o- =|g)(el,
o+ =le)yl,
oo+ =|g)(gl,
.o =le){el.

5.2. Interaccion exacta Atomo-Campo

Para describir de manera satisfactoria la interaccién Atomo—Campo es necesario tomar
en cuenta el Hamiltoniano del campo como primera aportacion, la segunda aportacion
a tomar en cuenta es la del atomo y la ultima es la interaccién entre ambos que es
consecuencia directa de la imagen de interaccion.

Dada la naturaleza atomica, el sistema puede ser descrito por un oscilador armonico,
si los dos estados son nombrados por |g) v |e), lo niveles estén cuantizados en multiplos
de hw, entonces los niveles de energia son los siguientes,

le) =(hen)l), 53
Alg) =(5hen)lg). (54)

De acuerdo a la definicién de la matriz de Pauli Rs [22], se puede obtener una expresién
para los estados en términos de este operador:

),

Rslg) = %!9) (glg) = — %!9%

Ryle) = gle)ele) =5

con esta notacién puede reescribirse el Hamiltoniano del atomo de las ecuaciones (5.3) y
(5.4) utilizando el operador de polarizacién atémica &, = |e){e| — |g)(g| [41]:

N 1 A 1 .
Ha = Shwo (le)(el = 19){g]) = hwo Rty = Shwod,
con el objetivo de simplificar la notacion, se introduce E; la energia del atomo en el estado

i. Como |i) representa el conjunto completo de los estados propios de energia atémica,
donde la ecuacién de valores propios es Hy|i) = E;|i), entonces

1
Hy = 5hend, (5.5)

donde wy es la frecuencia angular.

5.3. Interaccion electromagnética carga-campo

Para ver la interaccion, se supone que el campo electromagnético al igual que la materia
estan cuantizados, de esta manera se busca una solucién exacta y no una aproximacion
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semiclasica donde el campo no esta cuantizado. Ya se ha encontrado el Hamiltoniano del
campo electromagnético cuantizado, esta dado por

. 1
H = wh {ﬁ—kﬂ ,
K,j

donde n es el operador de nuimero. Supéngase una particula de carga e, masa m, y
momento p, localizada en la posicién 7y que estd influenciada por un potencial U(7)

A

2

f[:%—i—eU(F),

al aplicar la regla de sustitucién minima para el momento, es decir, j — p— eA [43],
que caracteriza el momento de un sistema con una carga y un campo electromagnético a
partir del vector potencial A(7,t), se tiene que

- 1 57— eA)?
H=Y whl|ig, + - LB o,

ey | 2] 2m

5J

H=>" hlag+ L]+ p2+ U(7) ‘ [ A4 A A]+ iy
T MRS T g T T 1P Pl om

A - [43], entonces
HZhA+1+p2+U(*)
=Y wh|ng += — +eU(r
4 ki =9 2m
K7j

Como se puede ver el Hamiltoniano total estd conformado por tres términos: el Hamil-
toniano del campo, el de la particula y el Hamiltoniano para la interaccién, por lo que
entonces el Hamiltoniano de interaccién se define como

e? .

(p-A)+ %Az, (5.6)

A

m
dado que el operador de potencial vectorial correspondiente al campo electromagnético,
fundamentalmente tiene una dependencia al inverso del radio al cuadrado, entonces el
término del potencial al cuadrado se hace despreciable para el andlisis, asi %1212 en la
interaccién puede ser despreciado y si se relaciona el momento canénico del electréon p con
£ donde 1 es el momento dipolar atémico [41], después de un desarrollo matematico se
obtiene el Hamiltoniano de interaccién,

H; = iw, Z \/ ZwZV [(,ulgl; — uﬁfﬁ) . (d% + d,;)} .
k

Se define el elemento matricial del dipolo eléctrico

Pij = e(i|r7),
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también, se define la constante

hw (k)
& =
b 2¢,V
y el tensor
1@" . €Akégak
) 1]
gk; - h Y

con lo que se llega a la expresién para el hamiltoniano de interaccién [44]
=1y 3 gby (ak+ag) (5.7)
ij ok

donde

~

bij = [){Jjl-

5.4. Campo monomodo en equilibrio térmico

Para estudiar las implicaciones térmicas dentro de la cavidad debe tenerse en cuenta que
las fluctuaciones del campo electromagnético dependen en amplia medida de su naturaleza
bosoénica y un anélisis térmico de la dinamica del sistema debe incluir el caso particular
de la cavidad cuantica a temperatura cero. Un campo monomodo térmico es un campo
del que sélo se conoce la energia promedio [43]

(H) = tr{pH}. (5.8)

El objetivo aqui es determinar la matriz de densidad p que describe el campo electro-
magnético. Se puede encontrar p maximizando la entropia del modo sujeto a restricciones
como (5.8). Recordando que en mecanica estadistica la entropia esta dada por la ecuacién

S=—kgy RinP,

donde kg es la constante de Bolzmann y P; es la probabilidad de encontrar el sistema en
el estado i [46]. Para dar el paso hacia la mecanica cudntica se mantiene el concepto de
entropia, pero se hace una pequena modificacion cambiando P; por la matriz de densidad
p v cambiando la suma por la traza,

S = —kptr{plnp},
consecuentemente la equivalencia cudntica de la condicién de normalizacién ), P; = 1 es

trip} =1, (5.9)

las ecuaciones (5.8) y (5.9) son las dos limitaciones bajo las que se desea maximizar la
entropia. Al encontrar la variacién de entropia §.S debida a una variacion de la matriz de

densidad dp

0S ~ —kptr (%(plnp)ép) = —kptr ((1 + Inp)op),
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se busca que se cumplan las condiciones tr{dp} = 0y tr{Hdp} = 0, por lo que se anaden
los parametros A y (3, entonces para maximizar la entropia se debe cumplir S = 0 para
algin dp, por lo que al resolver 1+ Inp + X\ + SH > 0 se obtiene

p=e IV AR (5.10)
Utilizando la condicién (5.9) se define
7 = e = tr{e Y, (5.11)

la cual es llamada funcion de particiéon del sistema; es bien conocido de la mecéanica

estadistica clasica que 8 = kBLT y que al sustituir (5.11) en (5.10) se tiene

—BH
Z )

aqui 1" es la temperatura absoluta del sistema. Este tltimo operador de densidad describe
cualquier sistema con Hamiltoniano H en equilibrio térmico. Por supuesto, el punto clave

del anélisis termodindmico es definir de acuerdo a la teoria de la mecéanica estadistica el
nimero medio de fotones de la siguiente manera,

e

p:

_ 1
nzznpnm: €ﬁh’/—1’

donde v es la frecuencia de oscilacién del campo monomodo [43].

5.5. Modelo de Jaynes-Cummings

El modelo de Jaynes-Cummings (JCM) es usado en el estudio de la 6ptica cudntica como
un desarrollo tedrico que describe una cavidad 6ptica de dos niveles energéticos conocido
como atomo de dos niveles que interactia con un campo electromagnético cuantizado.
Se considera que el bano de radiacién electromagnética puede causar emision y absorcion
espontanea. El modelo fue desarrollado por Edwin Jaynes y Fred Cummings en 1963; el
JCM revela resultados interesantes entre los que resalta la existencia de oscilaciones de
Rabi entre los estados del sistema de dos niveles a medida que interactia con el campo
electromagnético, la existencia de colapsos y revivimientos de la probabilidad de detectar
al sistema de dos niveles en algiin estado cuando el campo esta en un estado coherente.
Si se representan los estados del dtomo mediante los vectores |g) para el estado base y
le) para el estado excitado. Al mismo tiempo el campo estd representado por los estados
numéricos |n). Estos operadores respetan las acciones,

aln) =/aln — 1),
afln) =vn + 1n + 1).

Si se omite en cada Hamiltoniano la energia del estado base, dado que esas energias
corresponden a la energia de estado fundamental y puede elegirse el nivel de energia base
de manera que no interfiera en la evolucién del hamiltoniano, las ecuaciones (3.25), (5.5) y
(5.7), ademés de poner la energia del estado exitado como hw, entonces se puede escribir
el Hamiltoniano para el sistema compuesto d&tomo-campo como [46]

~ 1 ~ N
Hy = hwi + Shwod + by (baﬁ + bTa) ,



5.5. MODELO DE JAYNES-CUMMINGS 25

aqui el primer término del Hamiltoniano describe el operador que representa el campo
dentro de la cavidad y es igual al producto de un paquete de energia (cuanto), es decir, la
energia de un fotén iw y el operador de niimero 7 = a'a que al aplicarse en un estado del
campo arroja como valor propio el nimero de fotones en la cavidad. El segundo término es
el operador que representa el atomo de dos niveles, donde hwy es la diferencia de energia
entre estos. El dltimo término describe el Hamiltoniano que representa la interaccion
entre el a&tomo y el campo dentro de la cavidad.

Este Hamiltoniano es conocido como Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.



Capitulo 6

Solucion de la ecuacion maestra del
sistema

6.1. Detalles de la cavidad cuantica

Para estudiar el sistema de la cavidad cuantica se considera las aportaciones de energia
del Hamiltoniano y las pérdidas de energia presentes en la cavidad, entonces la ecuacion
a resolver para el sistema es la siguiente

PO 211y, 5(0)] + Leat) + Lap(t), (6.1)

los operadores L4 y Lp representan las pérdidas de energia debido a las paredes de la
cavidad y a la temperatura a la que se encuentran [19], estdn definidos por

~

Lap(t) = ky(2a'p(t)a — aal p(t) — p(t)aa’). (6.2)

Lep(t) = ka(2ap(t)a — alfap(t) — p(t)a'a). (6.3)

donde k1 v ko estan dadas por:

en estas, n es el numero medio de fotones dentro de la cavidad que depende de la tem-
peratura, definido por n = (ezp(£) — 1)~ y C es la constante de decaimiento de la
cavidad, en ella estan caracterizadas las propiedades geométricas y el tipo de material
del que esta hecha.

Se define la desintonia como § = wy — wr, que mide el desfasamiento entre los dos
sistemas, en el caso no resonante, cuando el desfasamiento es muy grande se tiene el

llamado “limite dispersivo” cuyo Hamiltoniano efectivo es [45]:
H; = xha'ao., (6.4)

donde x es la constante de interaccion entre atomo y campo y mide que tan acoplados
estan.

26
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Al sustituir el hamiltoniano (6.4) y los superoperadores (6.2), (6.3) en la ecuacién maestra
(6.1), se obtiene

dp(t T A a s o . A A
% = —ixo.alap(t) +ixp(t)a'as, + k(24" p(t)a — aa’p(t) — p(t)aal)
+ha(2ap(t)a’ — atap(t) — p(t)a'a),
si se define k1o = ki + ks y se considera i = afa, se obtiene
dp(t)

p7a —ixGnp(t) +ixp()n6. + ki2a p(t)a+ka2ap(t)at — kiap(t)i — kranp(t) — 2k p(t),

(6.5)
esta es la ecuacién diferencial que se desea resolver.

6.2. Aplicaciéon del método de superoperadores

Para aplicar el método de superoperadores lo primero es definirlos. Sean los super-
operadores

Jip(t) = 2kiatp(t)a, (6.
Jop(t) = 2kqap(t)a (6.
Rp(t) = ixp(t)né. — ix6-np(t), (6.
(6.

6.

© 0 N O

S oY Oy O
~— — — ~— ~—

Sp(t) = —kap(t)i — kyanp(t),
Lp(t) =ixo.p(t) —ixp(t)o.. (6.10
Si se sustituyen los superoperadores en la ecuacién (6.5) se obtiene
dp(t)
dt
Como los operadores a', @ y 6. no dependen del tiempo, se puede ver que es una ecuacién
diferencial de variables separables
dp(t)
dt

= 2k p(t) + Jip(t) + Rp(t) + Sp(t) + Jap(t). (6.11)

- (—2k1 + I+ R+ 8+ j2> A(b), (6.12)
cuya solucion es -
plt) = (Tt ReS k) 5 () (6.13)

La dificultad estéd en aplicar los superoperadores a p(0), por lo que se propone la siguiente
separaciéon de la exponencial

p(t) = efo(t)efl(t)jl€f2(t)R€f3(t)Sef4(t)j2pA (0), (6.14)
para conocer la forma de las funciones se calcula la derivada de p ()

d. . _dfo(t) ) ; ; P
—5(t o(t) fl(t)Jl 2R f3()S o f1() )2 5 ()
d . . .

Te fo(t) f;( )J St €f2(t)R€f3(t)S€f4(t)J2ﬁ (0)

I TORAGES f;; ) ReRORBOS 10 5 (0

+€f0(t) fi(t) f2(t)Rdf:zlt( )S f3()8 f4(t)J215 (0)

1 o f1 1 L2 (OR (e df;f )J 0% (0).
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lo siguiente es sacar las derivadas por un lado y observar que

efiOA—fiOA _ o—FiALDA _ | (6.15)

donde A es un operador y fi(t) una funcién del tiempo unicamente. Aplicando esto se
introduce el operador identidad en cada sumando

%/3( )= ddei ) efo(t) f1(t)J1 ef2(t )RefS(t)Sef4(t)j2ﬁ (0)

df;( )J Fol®) ()j1efg(t)Refs(t)§6f4(t)j2pA(0)
+de§ ) (6 A0 frpti (tm) el i1 Fa(ORFOS ofa02 5 ()

+dfil£t) <€f1(t)j1 (efz(t)ﬁl ge—fz(t)z%> e—fl(t)ﬁ) o0 pf1 I L F2 (DR ,f3(8)S  fa(t) T 5(0)

N df; t(t) (105 (PO (P08 Jye=hs05) o=hOR) (=001

> ef(](t)efl(t)jl€f2(t)Ref3(t)§6f4(t)j2ﬁ (0) ’

se puede ver que la parte derecha de cada sumando es el operador p(t) propuesto, por lo
que después de sustituir se tiene

Gy =20500 1 Tl o) +

df2_<t> (efl(t

)jlfg —fl(t)j1> 5 (1
o e p(t)

_’_df?c)l;t) <€f1(t)j1 (efg(t)Rge—fg(t)R> e—f1(t)j1> ﬁ(t)

+df2£t) (efl(t)jl <€f2(t)R (efs(t)§j2€*f3(t)g> e*fz(t)R> effl(t)J}) p (t) ) (6.16)

Ahora lo que interesa saber es de qué manera actian las exponenciales en los superope-
radores. Para lo siguiente, note que los siguientes resultados son correctos

[ i) 1) =452 8(0) — ikt
Jh, fz_ p(t) =LJ,p,
J1, S| p(t) =2ky0J1p,
j27f%_ p(t) = — Lap,
o, s p(t) = — 2k1a Jop,
Ja L] plt) = | R, 8| p(t) = | B L] plt) = |8, 2] p(t) = |1, L] p(t) = 0

Teniendo esto en cuenta se aplica la siguiente propiedad [42]

B e (1) = (A+ (3.4) + & [5.[5.4]] + ) A1), (6.17)
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Con lo cual, aplicando los conmutadores anteriores se obtiene
<€f1(t)J1 Re—fl(tﬁl) =R+ f1(t)LJy, (6.18)
<ef1(t)j1 (efQ(t)Rge_fQ(t)R> —h®)J ) S+ 2k fy (t) Jh, (6.19)

(efl(t)fl (efsze (efs(t)S j2€—fs<t)5> e—f2<t>ﬁz) i (t)ﬁ) _ hazfs®+0L

20T et OH1OLG 0k fy (1) OOy gy by SRR, (6 20)
Si sustliQtuimos estos resultados en la ecuacién (6.16) se tiene
%ﬁ(t) _ df‘(’i—t(t)ﬁ(t) + df;—;t)flﬁ(t) + dfzt( ) (R+f1( )LJ ) p(t)
B0 (5 ok ) 4) 1)

L (t>(e2k12fs(t>+f2(t)ﬁ J, o 2ka2ks 212K ¢ ia s O+BOLG _ ofy ok, £, () 2120+ F0)L

dt k1o
ki kg fRePi2fsOFROL ] 5 (1) (6.21)
Para que esta ecuacién coincida con (6.12) es necesario que se cumpla lo siguiente
d ~
f(c]i;t) _ 2l€1 + df‘;( )2k12k' fl ( ) 2k‘12f3(t)+f2(t)L’ (622)
dfy (t) | df> (1) dfs (t) dfs (t) 2,2
1 = t L 2229k Ry 12f3(t)+f2(t)L
o TSRO Lo TSk fy (6 T P bk e
(6.23)
dfs (t)
l=—"—= 24
2t (6:24)
dfg (t) df4 (t) 2]€12k2 k1o F- 7
1= 12f3()+f2(t) L 2
TR TR fie , (6.25)
1 :df4 (t) €2k12f3(t)+f2(t)[:. (626)
dt

Estas ecuaciones forman un sistema de 5 ecuaciones con 5 incégnitas donde la solucién no
se obtiene directamente, lo que se hace es utilizar el método de suma y resta para eliminar
en las ecuaciones (6.22), (6.23) y (6.25) el término con la exponencial, haciendo esto, se
obtienen ecuaciones diferanciales para fy y f3 que se resuelven integrando directamente.
La ecuacién (6.24) tambien se resuleve integrando directamente y para resolver (6.26)
se sustituye la solucién de fy y f3, luego se integra para obtener fy. la ecuacién (6.23)
despues de eliminar el termino exponencial se sustituyen todas las expresiones para fi,
fa v f3, para terminar integrando. Las cinco funciones que resuelven el sitema son:

<[: + 2k12> — 4k Ccos (a([:))

fo (L) = 5 )+ | — ey

. (6.27)

f1 <t, f)) = (L) tan (C(f)t + a(ﬁ)) + %{%H)’ (6.28)
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fa(t) =1, (6.29)
T cos o(L) (e} [

gt ()
0022 () D),

donde
o(L) = \/ 16k ki — (L + 2k12>2, (6.32)

y

a(L) = arctan <z i 2k12> (6.33)

N N 2
\/ 16k ks — (L i 2k12>

Por lo que la ecuacion diferencial separada es
ﬁ (t) _ efo(ti/)efl (t,f/)jl etRefg, (t,i)gef4(t,f1)j2ﬁ (O) ) (634)

Ahora se va a calcular el operador de densidad p (), para esto se necesita conocer p (0).
Como la interaccién entre el dtomo y el campo inicia en t = 0, p(0) se puede escribir
como

$(0) = 67 (0) pa (0), (6.35)
por el momento se propone que py (0) sea arbitraria y que
pa(0) = [¢4(0)) (14 (0], (6.36)

donde [¥4 (0)) = 75 (le) +19)).(¢a (0)] = 5 ({e] + {g]) por lo tanto

pa(0) = % (le) + 19)) % (el + (g]) . (6.37)

desarrollando el producto de estados del atomo

p4(0) =5 (1) + la)) (el + {g])
p4(0) =5 (Ie) (el +1¢) (9] + Ig) (el +19) {g])
p0) = (1) g1 +1g) (el + Ie) el + o) g1

En la dltima ecuacion aparece la identidad
le) (el + lg) (9] = 1, (6.38)

con lo que se obtiene
(4 1e) (gl + 19} Gel) (6.39)

N —

pa(0) =
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por tanto se tiene la siguiente expresién para p(t):
. N s s N A N s 1 /.
p(t) = PUR) (DR BB ERSR D), (0) = (T4 e) (gl +1gh (el ). (6.40)
Por definicién el operador L actia de la siguiente manera

Lp = ixG.p — ixpé, (6.41)

por lo que, al actuar sobre la identidad se obtiene la igualdad que es una ecuacién de
valores propios para el superoperador L

LI =01, (6.42)

y en analogia con la ecuacién de valores propios para operadores, se puede generalizar
que culquier funcién dependiente del superoperador L se puede escribir como [33], tal que

F (L) [=F(0)1. (6.43)
Por otro lado, se cumplen también las siguientes ecuaciones
LI =01,
e) (gl =2ixle) (g,
el = —2ix|g) (e,

P02, 0) 3 (14 1e) ol +1o) ¢

:—Z Jpr ) (£ (62))" (T4 1) (9l + l9) el
:—Z 3 O (£ (62))" 1+ (£ (62)) le) tal + (£ (L))" 1o) (el)

— A"y 0)a™ ((fa (4,0))™ T+ (fa (1,200)"™ €) (ol + (fa (1, ~20x))"™ g} el )

Para aplicar e/? (tL)5 , Se propone que

€f3(t)glﬁ (O) _ 67k12f3<t,l:)ﬁﬁ (0) efklzfs(t,ﬁ)ﬁ’ (644)
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para confirmar que esto es correcto, se derivan ambos lados de esta ecuacién con respecto
at:

iefg (t,i)gﬁ (O) — ie—k12f3<t,i/)ﬁﬁ (0) e—k12f3 (t,ﬁ)ﬁ Te —ki12f3 (t L) iﬁ (O) 6—k:12f3 (t,ﬁ)ﬁ
dt dt dt
+ e—k‘12f3 (t,ﬁ)fzﬁ (O) %e—k‘mfe,(t,iz)ﬁ

d (t, i) N d <t L)
f3 y7 gef;g(t,L)Sﬁ (O) — —k}lgn f3 y7 —k12f3 tL nﬁ (0 —k:12f3 tL

: dfs (t.1)
+ €_k12f3 (t,L)pr\ ( —klgfg t L (_k12n f3 ’
)

df 3
, se tiene

dividiendo ambos lados de la dltima ecuacién por

S€f3 (t L) Aﬁ (O) — k12ﬁ67k12f3(t,L)ﬁpA (0) 67k12f3<t,L)n . k12€7k12f3(t,L)npA (0) e*k12f3(t,i/)ﬁﬁ

S' [efs(tl) S ( )} = — kioh [ k’12f3(t L) ﬁ(O) _k?12f3(ti/)ﬁ:|
p(0

— ko |:€*k12f3(t,l:) ) *k12f3(t7l:)ﬁ] A

Y

definimos po(t) = ef3(tL)S p(0) y de (6.44), po(t) = e_k12f3(t’i)ﬁﬁ (0) e_k”f?'(t’i)ﬁ, se susti-
tuye en la ecuacién anterior el lado derecho de ambas ecuaciones y se obtiene

gﬁo (t) = —ki2fapo (t) — k12po (£) 7,
que es como se definié el superoperador Sp(t) (6.9), lo cual muestra que es correcta la
propuesta. Note que

o0 o0

A\ & A A\ =~ 1~ . o &~
SN S S (L) T =SS (1,0) T = P UOST,
= =07

por lo que

ofs(tL)SF ef3(t,0)§j’

de forma similar a la enterior se obtienen expresiones para |e)(g| y |e){g|
)3 |e) (g] = 33 ) g
(2 |g) (o] = P05 g) e

al utilizar las 3 ecuaciones anteriores, se tiene
1 2k AT A ~tm m 7 . m
efs(th) Sji: @R, pr(0)a™ ((fa (£,00)™ I + (f4 (¢, 2ix))™ |e) {g]
(fh(t-—2@x)) |g><€D

IS @hafs GO e gmpoyatni

2 m!

m=0
1 C (2k2f4 <t7 22X)>m ix)S am A ~tm
52 ! B2 p(0)al"™ Je) (g]
m=0

o0

12(21@1‘4 (= 200)"  pace-2008m 50)6 |g) (el

2 m!
m=0
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aplicando el resultado (6.44) a la ecuacion anterior, se tiene

(P16} (ol + lab ) ) =
% f’: (2k2f1 (t,0)"

m)

e(1D)3 ( 1D, (0) 5
)

e—k12f3(t»U)ﬁ&mﬁ(O)&Tme—k’mfs(t,o)ﬁf

m=0

_|_1 Z (2k2f4 (t, QiX)) e—k12f3(t,QiX)ﬁdmpA<0)&Tme—k12f3(t,2ix)ﬁ |6> <g|

2 m!

m=0

1 > (2]€2f4 (t, —2ZX))m _ — 2% ) Aam A ~ i

52 :0 - 6 ko fs(t,—2ix)7 5 p(O)aT —ki2 f3(t,—2ix)n |g>< |

Continuando con la evaluacién, se apliaca ahora e2®F = ¢t esta exponencial entra en

cada uno de los sumandos
o (HeDS ( D0, 0) 5 (1410 ol + 1) e]) ) )

:12 Meﬂ%e—klzﬁ(t70)ﬁ&mﬁ(0)dTme—k12f3(t70)ﬁf
m=0

N | —

1o (2ka fa (¢, 2 ; ) X
N 52 2f4 ix))" etfie=hzfa(t200ngm 50)gimeki2fs(t2007 | ¢} (o]
m=0

Lo (2kafa (£, —2ix))™ .5 N .
+ 52 ( 2f4 (7771' ZX)) etRe—k12f3(t,—sz)ndmﬁ<0)&Tm6—k12f3(t,—21x)n |g> <€| )
m=0 ’

De la misma manera que con la funcién f3(t, j}), se obtiene la relacion
etRpA (0) _ e—ixtﬁ&zﬁ (O) eixtﬁ&z7
ya se puede aplicar en los estados del atomo
e~IXIRT: 5 (()) iXtRT: [ —emixthd: ;5 () gixthd: |
=X (0) X ) g :p (0) €N ) (g,
€N  (0) €K% g) (o] eI (0) €N g) e,

>

entonces al sustituir los resultados se obtiene

o (003 (D0, 0)5 (1410 o]+ 1) ) ) )

o0

1 Z (2k2f4 (ta 0)) e—ixtﬁfrze—k12f3(t,O)ﬁdmﬁ(O)d’[me—k12f3(t,0)ﬁ€ixtﬁ&zj

2
m=0

o

1 2k t,2ix)" s L o
Z ( 2f4 ( ) ZX)) e—zxtnaze—kuf;g(t,2zx)n&mla(0)dTme—klgfg(t,2zx)n|6> <g‘€zxtnoz

2
m=0

o0

1 2k t,—=2ix)"™ e o
Z ( 2f4 ( ) ZX)) e—zxtnoze—klgfg(t,—%x)ndmﬁ(()) Tm —kiaf3(t,—2ix) n’g> <e|ezxtnaz )

2 m/!
m=0
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La siguiente funcién a aplicar es e/1(t1))

N (L) < tR fs(t.L)S < Ja(BE) 22 5. (0) %(i+ le) (g] + |g) <e|))>

—¢ fi(e, L)J1 5 Z (2k2f4 (t O)) —zxtﬁé'ze—klzfg(t,O)ﬁ&mﬁ(O)dTme—kmfg,(t,O)ﬁeixtﬁ&Zj

m!
m=0

+ efl (t, L) 5 Z (2k2f4 (t ZZX)) efixt’ﬁé'ze*klgfg(t,QiX)ﬁdmﬁ<O)&Tmefk12f3(t,QiX)’fL‘€>

|
0 m:
% <g|€ixtﬁc}z
+ efl(t LyJy : Z (2k2f4 (fn'_sz)) e—ixtﬁ&ze—k12f3(t,—2ix)ﬁdmﬁ(0)&T —ki2f3(t,—2ix) n|g>
m=0 ’

x (e|eXtno=

De forma similar a como se aplicé ef3(:1)72 se aplica /151

efl (t,f/)jlf :efl(t’o)jlf,
D fe) (g] e 02007 fe) (g1,
efl(t,ﬁ)ﬂ |g> <€| :ef1(t,—2ix)f1 ’g> <€| ’

entonces

oA (R (008 (o 0) L 1) 0l + 1) e )

L= (2ko oy (£,0))™ X
5 Z ( 2f4n§' )) €f1 (t,0)J1 e—zxtnaz e—klgfg (t,O)n&mﬁ(O)dTme—klgfg(t,O)nezxtno'z I

m=0

4 %Z (2k2f4 ;:'QZX)) efl (t,QiX)jl e—ixtﬁé'ze—klgfg(t,QiX)'demp’*<O)&Tme—k12f3(t,?ix)ﬁ|€>
m=0 )
ixtne

X (gle

+ EZ (2k2f4 (t7 '_ZZX)) efl (t,72i)()j1e*ixt’flﬁ'ze*k‘lzfg(t,72ix)ﬁdmp\(0)d'i'mefklzfg(t,72ix)ﬁ‘g>
m:

% <e|€ixtﬁ&z ’
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al expandir la exponencial en una serie de potecias

Si(tD) (emefs(t L)s ( J(LE) 72 5. (0) %(i+ le) {g| + |g) <e\))>

oo oo m l
:lzz (2k2f4 (t’ O)) <2k1f1(t7 0)) &Tle—ixtﬁ&z e—k12f3(t,0)ﬁdm

mll!
m=01=0

% p(o) k12f3(t D)n ixtNG Al[

(2k t,2ix))™ (2ky f1(t, 2ix))! e L
+ _ZZ 2f4( ) ZX)) ( 1f1( ) ZX)) dTleflxtnazefklgfg(t,sz)n&m

mll!
m=0[=0

X pA(O)dTme—k1zf3(t,2ix)ﬁ| ><g‘€zxtnaz Al

+1§:§:(2k2f4 (t, —2ix)" (2k1f1 (2, —2iX))ldue—ixtﬁ&z —k12f3(t,~2ix)f ym

mil! ¢
m=0 (=0

% ﬁ(o)dTmefkuk(t,fQix)ﬁ|g> <€’€ixtﬁ&z &l.

Finalmente la ultima funcién se aplica directamente para obtener el operador de densidad
completo

p(t) :efo(t,i) ( fi(t, L)J1 tR fs(t L)s ( fa(t.L) I 25 (0) %(f+ le) (g] + |g) <€D)>

o m 1
:% Z (2k2f4 (t7 O)) (2k1f1 (t7 0)) efo(t,o)&'rle—ixtﬁ&ze—klgfg(t,o)ﬁ&m

mll!
m,l=0

% 16(0)d"‘me—klzfg,(t,o)ﬁeixtﬁﬁ'z dlj

+ l Z (2k2f4 (t, 27’X>) (2k1f1 (t7 QZX)) efo(t,Qix) ~1l —ixtﬁ&ze—k12f3(t,2ix)ﬁdm

m!l! @ e
m,l=0

[’5(0) tm o —k12f3(t,2ix) n| ><g‘€zxtnaz N

W\
i % Z (2ka fa (t, —2ix))™ (2k1 f1(t, —2ix)) pfo(t:=2ix) g1l —ixtid= ,—ki2f3(t,~2ix)h ym

mll!
m,l=0

% ﬁ(o)dtme—klgﬁg(t,—mx)ﬁ|g> <€|eixtﬁ&z &l.

Como se planted en el primer capitulo, el operador de densidad del campo es de la
siguiente forma
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donde cada uno de estos estados es un estado coherente, entonces

. 1 o (2kafs (£,0))™ (2ky f1(t,0))! Fo(t,0) AL —ixtids —kua f(t0)R Am
p(t) = 57';0 T e’oBYale e 2lBERRE™ o)
% <OZ| d k12f3(t 0)n zxtnUzAl[

1°°2k t,2ix))™ (2k1 f1(t, 2ix))" :
4+ Z ( 2f4(7 ZX)?)n'l(' 1f1<7 ZX)) efo(t@ZX)&Tle*ZthUze k12f3(t21x)nAm|a>

m,l=0
% <a|d’f —k12f3(t,2ix)n | ><g|6zxtnozAl

00 ; l
+ 1 Z (2k2f4 (t7 _QZX)) |l('2k1f1 (ta _QZX)) efo(t,—Zix)&Tle—ixtﬁfrz€—k12f3(t,—2ix)ﬁdm |Oé>
mei:

m,l=0
% <Cl/| dTme—k12f3(t,—2ix)ﬁ|g> <€|eixtﬁ&z &l.

Esta tultima expresion es el operador de densidad donde se ha trabajado con la parte
correspondiente a los estados del atomo |e) y |g). Ahora se debe prestar atencién en
lo estados del campo, especificamente en los estados coherentes del campo. Un estado
coherente es de la forma
\a|2
]n
I

2
la|

sabemos que los operadores de creacion y aniquilacién actian de la siguiente manera en
estados coherentes

Qo) =a™a),

(ala’™ =(al(a")™.

Nombrando H,,(t,0) = (2l<:zf4(t,0))’”f{(t70)(2k1)l7 Hy(t,2iy) = (2k2 fa(t,2ix))™ fL(t,2ix) (2k1)! v

mll! mll!
Hypy(t, —2ix) = (22 fa(t,=2ix))™ f1 (£, —2ix) (2k1)"

mll!

, se tiene

Z Hml t O) fo(t,0) ~ Tl —zxtnaz —k:12f3(t 0)n ~ m|a> <Oé|CLTm —k12f3(t,0)n zxtnaz Al]
ml 0

>
/\

1S | N N
+ 5 Z Hmyl(t, QiX)efO(t,mx)&Tle—zxtnaze—klzfg(t,sz)n&m|a> <Oé”€>
m,l=0
X (g]&Tme*kmfs(t:QiX)ﬁeixmazdl
1 oo
-+ 5 Z Hm,l(f, —2ix)€f0(t,f2zx)dTlefzxtnaz —ki2f3(t,—2ix) nAm|Oé> <Oé||g>
m,l=0
X <@|dTme—k12f3(t,—?ix)ﬁeixtfu%z al
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Evaluando los operadores @™ y a'™ que rodean el producto |a){(c| en la tltima ecuacién,
se obtiene

= Z Hyp (8, 0)ef0 B0 gllemixthd g —krzfs(t0)R o 2m) ) (| o~ ki2fa(E0 gixtnds 1 |
m,l=0

o0
" % Z (2, 2iX>efO(t’%X)(AlTle*ixtﬁ&Ze*klzfs(t,%x)ﬁ|Oé‘2m|04> (a
m,l=0
| ><g|€ ki2fa(t ZZX)neZthcTz ~1

+ 5 Z Hm,l(t, _2Z~X>€fo(t,—2ix)&Tle—z‘xtﬁ&ze—k’lzfg(t,—%x)ﬁ|a|2m|a> <O_/|
m,l=0
> ]g> <€‘€7k12f3(t,72ix)ﬁeixtﬁ&z al.

Redefiniendo H2 l(t 0) (2k2f4(t70))m{i!(;!,0)(2k1)l‘a|2m H2 l(t QZx) (2k2f4(t72ix))m{i!(;!’2i><)(2k1)l|a|2m
H? ((t,—2ix) = (Zkafa(t,=2000) ™ 74 (1,-200) (k1) ™

m!l!

, el operador de densidad queda como

Z l t 0 fo(t,0) A Tl 7zxtncrzefk12f3 (¢,0) n’a> <Oé|€ k12 f3(t,0)n 'thnoz Al]

mlO

3 Z lt 21X fo(t 2ix) afte—ixtns: —k12f3(t 2ix) n|OZ>< |
ml 0
| ><g|e k2 fs(t 21X)nelxtn0zal

4= Z H —2ix) fo(tﬁ%x)&ﬂefixtﬁ&zefkmfs(ts%x)ﬁ’a> (a
ml 0
% |g> <e|6—k12f3(t,—2ix)ﬁeixtﬁ5'z &l'

Sustituyendo |a) y («| dados por(6.2) y (6.2), se tiene

_ _ _M
Z l t 0 Jo(t,0) A Tl zxtnaz k12 fa( tOn Z \/_|n

mlO

jof? — oﬁ
e 2 E | —k12f3(t,0)n thnozAl]—

|2

+ = Z lt 27’X fO(tQZX) Tl Zthaze k12 f3(t,2ix)n 772
ml 0 \/n

\al

| n

k12 f3(t,2ix)n ixtné, Al
e){gle” e

+ = Z H t _QZX) fo(t,—2ix) 4 Jfl *ZthO'z *klzfs(t sz)n 7M Z \/_
ml 0

|n

||g k12f3(t,—22x)nezxtnoz &l.
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Ahora se aplica el operador n que se encuentra como argumento de las exponenciales en
los estados de nimero |n) y (s

—i ncrz - e —@
Z l t 0 Jo(t,0) 5l ,—ixt k12 f3(t,0) <Z \/_|n )

mlO

o o= F PP
X (e_Q Z —<S| e—klzfs(t,O)sezxtsoz&lI
Vsl )
1 —1 'I'LO'Z 7 7’L _ﬂ
+ = Z l (t,2ix)e fo(t2x) Le—ixt —k12 f3(t,2ix) (Z |n )

(Mz

. . - . @ 2 > n
4 = Z H t _QZX fo(t,—le)dTle—lthoz6—k12f3(t,—21X)n€—% (Z jﬁln>>

ml 0 n=0
oo
_lal? o
X e 2 5 _'<s
s=0

Una forma de aplicar el operador &, es teniendo en cuenta lo siguiente, para ambos
estados del atomo son ecuaciones de valores propios, se tiene

0= le) = (le}(el = lg){gl) le) = (1) [e),
0= 1g9) = (le)(el = [9){gD l9) = (=1)g),

lo cual se puede generalizar como
F(o:)le) = F(1)le),
F(o:)lg) = F(-1)g).

Utilizando estos dos resultados se puede reescribir

b - BN RS
Z ma(t,0)e foto afteixtnoz g=kizfs(t.0)n =5 (Z \/—|">>

mlO

02 o= O PN
< e 2 E <S’ e—k:lgfg(t,O)sezxtscrz dll
— V!
00

. . . « 2 n
4z Z t 22X fo(t,2zx)&Tle—zxtne—klzfg(t,2zx)n€—% <Z % ’n>>

ml 0 n=0

‘Q‘Q - ki2f3(t,2ix)s ,—ixts 5l
E e)(gle” e X*q

. . . a2 © n
4z Z H t _2ZX fo(t,—2zx)dTlezxtne—hzf?,(t,—sz)ne—% <Z \(;m|n>>

mlO

00
1 a —k12f3(t,—2ix)s jixts Al
X e 2 S c|le (& a .
< > L !) |9) (el

> g|6 kia2f3(t 2zx)sezxtsoz ~1

|> |g> <e|e—k12f3(t,—2ix)seixtsﬁz dl.
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Ahora se agrupan la exponenciales de tal forma que

(£, 0)efot0) k2 f(t0)(n+s) = _la? AL In)
o > o

mlO

ol - . s
< Z ) l zxt(s n)az[

1 & 4 ,
+ 5 Z H2 (t 22X> fo(t72ZX)eflxt(nJrS)e*kufS(t 21X)(”+5) - Tl <Z \/_’n )

m,l=0

x ( > j;<s|) ille) g

1 o
+ 5 Z Hshhl(ta _QiX)efo(t,fmx)ezxt(n+s)efk12f3(t QZx)(n+s - ATl (Z \/_|77/ )

< Z\/— )A’!g<|

Lo siguiente es aplicar el operador de creacién y de aniquilacién elevado a la [ recordando
que los estados |n), |s) son estados de nimero y se cumple lo siguiente:

(l—l—n)

al'ln) =/ ——2%| +n),

(n+1)!

(nfa" =(n+1\/=—

Y

por lo tanto

)elo(t0) gz fa(t0)(n-+5) Ol
Z e 2 oy HZ:O ~ |l +n)
< la‘Z Z \/_ l|> (S + l) zxt(s—n)c}zf

41 Z (1, i) o200 gixts) g—ra s (12000 () = (H”) (Z \/_|l+n>>

mlO n=0

a2 o= Q°
X | e” 2 s+1
(% o)

1 N , o2 l | [ gn
+ 5 Z Hg%l(t, _QiX)efo(t,—sz)ezxt(n+s)6—k12f3(t,—2zx)(n+8)e—% ( ‘;'n) <Z an' I+ n))
: n=0 ’

m,l=0

(S

2Ry,
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Se redefine H, (t,0) = lT-Ifrhl(t,())e*‘O"2 (L) (s 3, (t,2ix) = HY, (¢, 2iy)e e’

n!s!

(GRolCARIEg H3 ((t,—2ix) = H?,(t, —2ix)e” o D 16 que simplifica p(t):

nls! nls!

Z (£, 0)e0(H0) gk s(1.0)(n+9) (Z |l—|—n>
ml 0 \/_
o as . ) X
ezxt(s—n)gzl
(z St
+3 t QZX fO(t 2ix) o —ixt(n+s) o —k12 f3(t,2ix) (n+s) |l n n>
Z Z -

) le){g]

4 = Z t _QZX fo(t —2ix) pixt(n+s) ,—ki2f3(t,—2ix) (n+s) ( \/_|l_|_n>>

) |9) (el

Ahora se factorizan los términos en comun

a(t) = §j(§:¢_u+n><§:§%@+u)

(H3 (t O) fo(t,0) 1Xt(s n)crz klzfg(t,O)(nJrs)j

+ H3 l(t 2ZX) fo(t, 21)() zxt(nJrs)efklgfg(t,%x)(n+s)‘6> <g’
+H3 z(t —ZZX) Jo(t,=2ix) gixt(n+s) ,—ki2f3(t,~2ix) (n+s) |g)< D

Este es el operador de densidad que describe el comportamiento del sistema atomo cam-
po a través del tiempo con temperatura diferente de cero. Para evitar confusiones con
la siguiente seccion a partir de este punto el contador m de la tultima ecuacién serd
renombrado por p, con lo que resulta de la siguiente manera el operador de densidad

pt) = Z (Z \/_|l+n) (Z j—;<5+l|>

(H§l<t7 0)€f0 (¢,0) ezxt(s—n)oze—klzfg(t,O)(n—l—s)f
+ Hg z (f, QZ'X)efO(t,QiX)e*ixt(”+3)6*k12f3(t72iX)(n+5) |e> <g|
+ Hgl(ta _QZ»X)efo(tﬁQix)eixt(nJrs)efklgfg(tﬁQix)(nJrs) ’g> <€|),

donde
1 0,0) = B2t O B0 P [T+
3 (2ka fa (1, 2ix))" fi(t, 2ix)(2k1)’ o _ (L+n)l(s+1)!
H3,(t, 2ix) = X i X \/ e

H;l(t, —2iy) =

(2ka fu (1, 2iX))” fi(t,02ix) (2 )'|of* \/(l +o)l(s +

! nls!
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6.3. Calculo de la polarizacion atémica

El operador ¢, da la polarizaciéon del atomo, por lo que es un buen indicador del com-
portamiento del sistema, también se le conoce como operador de polarizaciéon atomica.
El valor del operador esta dado por

(62) = Tr (6:p(t)) = > ({el(m|62p(t)Im)|e) + (gl(ml.p(t)|m)g)),
donde 6, = (64 +0_) = (le){g| + |g)(e|), asi que
(2) =D ((el(ml(le){gl + lg)(eD)p(t)[m)le) + (gl (ml(le){g] + |g) () p(t)[m)]g)) ,

como los estados del campo |m) no interactian con los del dtomo |e) y |g) entonces
pueden conmutar, i. e.,

({ml(el(le) (gl + lg)(eDa()|e)lm) + (ml{gl(le)(g] + |g){e))p(#)]g)[m)) -

NE

<&x> =

3
I

Dado que los estados del atomo son ortogonales entonces los productos cruzados se anulan,
e., {elg) = (gle) =0, con lo que al distribuir los tinicos productos que no se anulan son

(ele) y (glg), tal que

=D ({ml(ele)(glp(t)le) lm) + (ml{gllg) (e)a(t)]g)[m)) -

m=0

Como el producto (e|e) = (g|g) = 1, entonces

o0

=D (ml{glp(t)]e)m) + (ml(elp(t)|g)Im)) .

m=0

Por lo que, de momento sélo se trabajara con la primera parte y la segunda soélo sera el

complejo conjugado,

() =Y ((ml(e|p(t)]g)|m) + c.c).

m=0

Lo siguiente es sustituir la expresion para el operador de densidad en la ultima ecuacion
para simplificar, teniendo en cuenta que los estados del campo (m| y |m) conmutan
con operadores del atomo y los estados del atomo (e|, (g|, |e) y |g) conmutan con los
operadores del campo

Z Zlem] <Z\/_]l+n><§j—;(s+l|> im)

m=0 pl 0
(fl(t 0)e fo(t.0) g—k12f5(£,0)(n+s) (e lert (s=n)é= | g)
+f1(t 2ZX) fol(t, 21x)e—zxt(n+s) —k12f3(t,2ix) n+s< || ><g||g>

+ filt, =2iy)elo 2 sl o mha s =209 (e g) (e | )
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simplificando los productos que son la identidad (e|le) = (g|g) = 1 y los que son nulos

(elg) = (gle) =
Z Z lm|(z\/_|l+n><;ﬁ<s+l|)|m)

m=0 pl 0
(fl (t, O)Gfo(tvo)e—kmfs(to) n+s) <6|6Z><t S—N)&zﬂg)

+ f{ (t,2ix) efo(t.2ix) p—ixt(n+ts) o —ki2 f3(,2ix) (n+s) ).

Obsérvese lo que pasa con el siguiente producto

o0 o0

1 .
(e|ent == g Z ((ixt(s = n)6.)"|g) = Zq— ixt(s —n))*(el6d]g),
:0 q=0
al sustituir &, se puede simplificar el producto de estados
(elet == Z (ixt(s —n))*(e|ozlg) = Z j(ixt(s —n))"(=1)%(elg) = 0,
—0 4 —0 4

por lo que, el operador de densidad se simplifica, i. e.,

S (& o) (575

m=0 pl 0
(fl (t, Q’LX)GfO(t’Q’X) —ixt(n+ts) o —k12 f3(t,2ix) (n+s) ))

)i

Analizando ahora los estados del campo obsérvese que en los siguientes productos sélo
toman el valor (m|l+n) =1sim=1[0+ny (s+1|m) =1si s+ =m, en caso contrario
los productos individuales son iguales a 0

la expresién para (), después de resolver los productos del campo es la siguiente,

A ) 1 oo H la2(mfl) ' ) i (e B (e
(62) :Z (52 <\/(m —p7l)|\/(m_l)l FLt, 20 ) o820 o= 2ix(m—Dt o =2k12 fa(t:2ix)(m=0) |

m=0 p,l=0

donde H,; = (2k2f4(t’02;!(2k1)l|a|2p e~ lol® % Para simplificar los factoriales a partir

de aqui se redefine

R0 k) e e [ mim! o
phm = ! (m—=D!m =0\ \/(m =D/ (m=D!)’
b @R[ (L)) k) e

phm = ((m — 1)1)2pll!
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Si se agrupan los términos elevados a la p, H,;,, puede transformarse en una serie de
potencias de una exponencial

(2ka f4 (t,0))" (2k1 )Y au|Pam=Dim)

. = —|af?
Pl ((m — 11))2pll! ‘

_ @halalfi (LO)) (k) a* Dl

p! ((m — l)')Ql' ’

de esta manera se puede ver que con la suma en p se puede transformar en la exponencial,

i 2k52|a| f4 (t O)) (2]{;1)la2(mhl)7n!e—la\2 e2k2|al? fa(£,0) (le) N —lof?

= ((m =02 ((m l) )20
Finalmente, definiendo H;,, = %W se obtiene el valor esperado para la polari-
zacion del sistema

(6,) =e7 1y (%Z Hy o fL(E, 20 ) 00200 ¢ =2ix(m=1)t =22 fa(8:20%) (m=1) el fa(t.20%) | QC) ‘

m=0 =0

(6.45)



Capitulo 7

Resultados y analisis de resultados.

A continuacién se muestran los resutados obtenidos al realizar el cdlculo numérico de la
ecuacion (6.45) donde se variaron «, x, n'y C. En todas las graficas en el eje-y se encuentra
el valor esperado de la polarizacién con valores dentro del intervalo —1 < (6,) < 1, este
valor representa la probabilidad de encontrar el sistema polarizado en estado base o
excitado, en el eje-r se encuentra el tiempo representado en segundos. Para generar las
simulaciones del valor esperado del operador de polarizacién se inicia la simulacion a
partir del instante cero. Tomando como pardmetros o =4, x =1, C' = 0,001 y n = 2,
se obtiene la visualizacién del comportamiento de la polarizacién como se muestra en la
Figura 7.1.

1(6y)
0.60+
0.50+
0.40
0.30
0.20+
0.10

—0.101

—0.20+

—0.30+¢

—0.40+

Figura 7.1: Polarizacion con parametros o =4, y =1, C = 0,001 y n = 2.

44
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Las oscilaciones de Rabi son un fenémeno cuantico que ocurre cuando un sistema de
dos niveles, como un atomo, interactiia con un campo electromagnético. Este fenomeno
se caracteriza por un intercambio peridédico de energia entre los dos estados del sistema,
conocido como oscilaciones de Rabi.

Se puede ver que el comportamiento que muestran las graficas tiene dos elementos
importantes: el primero son los intervalos en los que la grafica tiene valor cero, tales
intervalos son llamados colapsos, durante un colapso la amplitud de las oscilaciones de
Rabi disminuye gradualmente hasta que las oscilaciones desaparecen lo que introduce una
pérdida de informacién cuantica. El siguiente elemento son esos intervalos de oscilacion
entre polarizacién excitada y base donde se aprecia que la polarizaciéon es muy variable
en comparacion a los colapsos, a estos pequenos intervalos de oscilacion se le conoce como
revivimientos, después de un colapso, las oscilaciones de Rabi pueden volver a aparecer.

Al asumir que el operador de densidad es de la forma p (0) = p; (0) p4 (0) parat =0
como momento inicial para la dindmica del sistema, el operador de polarizaciéon no esta
definido para t < 0, lo que muestra que la grafica inicia en ¢t = 0.

El comportamiento conformado por colapsos y revivimientos de manera peridédica
muestra en la Figura 7.1 que esta acotado por una funcién envolvente. Para los apartados
posteriores se muestra un analisis de los parametros implicados en el operador de polari-
zacién tales como «, y, C' y 1, donde se muestra de manera grafica que esos parametros
modifican el comportamiento.
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7.1.

H{6x)
0.60
0.50
0.40
0.30

0.20

0.10 (\
0-0¢

CAPITULO 7. RESULTADOS Y ANALISIS DE RESULTADOS.

Variando y =0,1,0,5,0,8, 1.

A
(Gx)
0.60
0.50

0.40

—0.10

—0.20

—0.30

—0.40

—0.50

—0.60

H0x)

0.60

0.50

—0.10

—0.20

—0.30

—0.40

—0.50

—0.60

—0.60

(6x)

—0.10

—0.20

-0.30

—0.40

-0.50

-0.60

()

&

45 50 t[s]

(d)

Figura 7.2: Comportamiento de (6,) con parametros a = 4, C' = 0,005 y n = 2 al variar
la constante x: (a) x =0,1, (b) x =0,5, (¢) x =0,8y (d) x = 1.

Las graficas de la Figura 7.2, muestran el comportamiento de la polarizacién atémica
para diferentes valores de 0 < x < 1, es decir, el valor de la constante de interaccion.
Mientras y se acerca mas al la duracion de los colapsos se acorta mas y mientras mas
se acerca a 0 la duracion de los colapsos es mas grande, como el parametro esta acotado
por x = 1 como valor de maxima interaccién entonces la duracién del tiempo de colapso
tiene un valor minimo, lo que implica que no es posible evitar la pérdida de informacion
del sistema durante los colapsos, por otra parte, también el comportamiento muestra que
el tiempo de duracién de los colapsos tiende a ser infinito conforme x tiende a ser cero.

La variacion del parametro x no solo afecta la duracion de los colapsos, también
retarda la duracién de los revivimientos sin modificar el nimero de oscilaciones mostradas
entre dos colapsos consecutivos. En principio pareciera que la dinamica del sistema es
ralentizada, sin embargo, no es asi, ya que el segundo rivivimiento en (a), (b), (¢) y (d)
no tienen la misma amplitud maxima, por lo que no modifica la velocidad en que decrecen
las amplitudes a través del tiempo.

Por 1ltimo, cabe resaltar que para t = 0 se inicia con la mayor amplitud durante toda
la simulacién, es decir, es el tiempo en que se tiene mayor informacion del sistema, esto
reafirma que al momento inicial se conoce con mayor precision cémo funcionan el sistema
atomo y el sistema campo de forma separada: p (0) = ps (0) p4 (0).
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Figura 7.3: Comportamiento de (6,) con pardmetros « =4, x =1y C' = 0,001 al variar
la constante n: (a) n=1,(b)n=2,(c)n=4y (d) n=_8.

En la Figura 7.3 se muestra que la duracién de los colapsos, la duracién de los re-
vivimientos y el nimero de oscilaciones por revivimientos no se ven afectados al variar
el parametro 7, el nimero medio de fotones debido a la temperatura de la cavidad. Es
evidente que mientras mayor es el nimero de fotones mayor es la velocidad a la que
cae la amplitud, es decir, la informacién de la cavidad se pierde con mayor facilidad y
especificamente el aumento en la velocidad es de forma exponencial.

Un aspecto importante a observar es que el nimero de fotones no afecta la amplitud
inicial, en las cuatro graficas la primera oscilacion es la misma.
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Variando a = 3,4, 5, 6.
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Figura 7.4: Comportamiento de (6,) con parametros x = 1, C'= 0,001 y n = 2 al variar
la constante a: (a) « =3, (b) a =4, (c) a=5y (d) a =6.

El siguiente parametro que se varia es el nimero inicial de fotones del campo electo-
magnético dentro de la cavidad, cuyo nimero es igual a la magnitud de alfa al cuadrado.
Nuevamente, para o = 3y a = 4, la duracién de colapsos y revivimientos no son afecta-
dos por el parametro « y la amplitud disminuye mientras « crece. Para o > 4, se observa
que no hay colapsos, pero sigue existiendo oscilacion y la amplitud méxima decae mas
rapido conforme « es mas grande.
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Figura 7.5: Comportamiento de (G,) con pardmetros a« =4, y = 1 y i = 2 al variar la

constante C: (a) C' = 0,0001 , (b) C'= 0,001, (c) C' =0,01y (d) C =0,1.

El ultimo parametro que se puede variar es la contante C, que es la constante que
relaciona las constantes ki y ko de las pérdidas de energia consideradas al plantear la
ecuacién maestra del sistema. Este parametro tiene una alteracion directa y muy clara
sobre la funcién envolvente que modula la amplitud de las oscilaciones maximas por cada
revivimiento, modificar el pardmetro C' no modifica el tiempo de colapso, el tiempo de
revivimiento ni el niumero de oscilaciones. Por lo que se puede considerar que C' define
qué tan rapido pierde energia la cavidad o en otras palabras qué tan rapido se pierde la
informacion del sistema.
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7.5. Conclusiones.

El objetivo del trabajo fue concluido adecuadamente. El problema de la interaccién entre
el campo electromagnético cuantizado (mediante estados coherentes como estado inicial
del campo) y el atomo de dos niveles dentro de una cavidad, sujeta a la pérdida de energia
y temperatura diferente de cero fue estudiado mediante el comportamiento de la polari-
zacion atéomica. Con este trabajo se contribuye a entender la interaccion entre el atomo
y el campo al demostrar que atin en el limite dispersivo existe dinamica entre ellos, es
posible observar los colapsos y revivimientos en las oscilaciones de la polarizacion atémica
tal y como sucede con el caso a temperatura cero. Los resultados obtenidos muestran la
manera en que estan relacionados los parametros o, C'; x y n en el tiempo de duracion
de los colapsos, el nimero de oscilaciones y la pérdida de amplitud de estas oscilaciones,
proporcionando alternativas de controlar con las condiciones iniciales el comportamiento
de la cavidad.

Permitir que la temperatura pueda variar y no limitarlo a la idealizacién del cero ab-
soluto, introduce el pardmetro n (nimero medio de fotones térmicos). El aumento de la
temperatura provoca un aumento en el parametro n y a su vez el aumento del pardametro
provoca una mayor caida de la amplitud, por lo tanto se puede concluir que permitir que
la cavidad tenga temperaturas mas altas ocasiona que las oscilaciones de la polarizacion
decrezcan rapidamente y ocasiona que los fendmenos cuanticos de interés observados en
la cavidad puedan ser aprovechados durante un menor tiempo.

La consecuencia de la manipulacion de los parametros C', n, x y « arroja lo siguiente:

= La polarizacién de la cavidad al tiempo ¢ = 0 es la misma sin importan la variacién
de los parametros, a excepcién de aquellas configuraciones donde la polarizacién se
anula para todo t.

= El pardmetro y controla la duracion de los colapsos y los revivimientos, cuanto mas
cerca de 1 se encuentra éste, la duracion de los colapsos disminuyen y la amplitud
de las socilaciones aumenta.

= El pardametro n controla el tiempo de duracion y la amplitud de las oscilaciones, a
menor 7 mayor amplitud y duracion.

= En numero de fotones iniciales del campo dentro de la cavidad controla la amplitud
de las oscilaciones, a mayor a menor amplitud tienen las oscilaciones y el periodo
se mantiene para a < 4. Para a > 4, se observa que no hay colapsos, pero sigue
existiendo oscilacion y la amplitud méaxima decae mas rapido conforme « es mas
grande.

» El pardmetro ', que controla la amplitud de las oscilaciones y la duracién del estas,
mientras C' crece la amplitud decrece y el periodo permanece constante.
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