Capitulo 5

Solucionadores Aproximados de Riemann HLL

Mario Arciga Alejandre’

Abstract: In this chapter we present in a systematic way the basic ideas
that are behind the approximate Riemann solvers, which are used commonly
in the Godunov type numeric schemes to solve strict hyperbolic sistems
of partial differential equations. It shows an applied example in the gas
dynamic context, we also compared the results with the exact version, but
computationally more expensive.
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Resumen: En este capitulo presentamos, de una manera sistemaética, las
ideas basicas que hay detras de los solucionadores (solvers) aproximados de
Riemann, los cuales se utilizan comtnmente en los esquemas numeéricos de
tipo Godunov para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales de
tipo hiperbdlico estricto. Mostramos ademés un ejemplo de su aplicacion
a la dinamica de gases y, comparamos tomando como referencia la version
exacta, pero més costosa, del solucionador.

5.1 Introducciéon

Para obtener leyes que modelen el comportamiento y las propiedades de un gas, se parte,
como en la mayoria de las leyes fisicas, de Leyes Fundamentales de Conservaciéon. En la
dinamica de gases tal modelo basico se le conoce como las Ecuaciones de Euler, las cuales
se deducen de las leyes de conservacion de la masa, cantidad de movimiento y energia,
de modo que las variables primitivas de tales ecuaciones son la densidad p, el momento
lineal? (pu, pv) y la energia total E. Para esta tltima consideraremos tinicamente las
energias cinética %(u2 +v?) e interna e. Es de esperar que la energfa interna e dependa
del tipo de gas de interés. A las relaciones que definen la forma y de quién dependa la
variable e, se les conoce como ecuaciones de estado, las cuales tipicamente se obtienen
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2u y v son las componentes en z e y respectivamente, consideramos el problema en dos
dimensiones espaciales.
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de manera experimental. Para este trabajo consideraremos un gas ideal, cuya ecuacién

de estado es:
p

(y=Dp
A la constante « se le conoce como tasa de calor especifico y su valor depende del gas
en cuestion, p es la presion. En dos dimensiones espaciales las ecuaciones de Euler son
las siguientes:

(5.1.1)

e =

Op+ am(pu) + 5y(PU =0,

)
O(pu) + 0 (pu? + p) + Oy (puwv) = 0,
dt(pv) + 0z (puv) + 9y (pv? + p) = 0, (5.1.2)
OHE + 0:(uw(E + p)) + 0y (v(E +p)) =0,
E = p(3u* +30° +e), e= tp;

donde t > 0, z,y € R.

La primera se obtiene de la conservacion de la masa, las dos siguientes de la conser-
vacion del momento lineal en las componentes x e y respectivamente, la cuarta de la
conservacion de la energia y las dos tltimas nos dicen el tipo de energia que se considera
(cinética e interna) y la ecuacion de estado, respectivamente.

Las Ecuaciones de Euler (5.1.2) forman un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales acopladas no lineales, como es usual, al sistema lo acompanan respectivas condi-
ciones iniciales. Debido a que el sistema resulta ser de cardcter hiperbdlico estricto,
la “informacion” viaja a velocidad finita (el dominio de incidencia es un cono). Para
geometrias poligonales en el plano que no sean tan “simples”, no existe una solucién
algebraica cerrada sencilla, lo mejor que podemos hacer es utilizar métodos numeéricos
para dar soluciones aproximadas, es justo lo que haremos, primero debemos analizar la
ecuacion y tratar de tomar ventaja de sus propiedades.

Existen varios métodos numéricos que se han propuesto para obtener soluciones a

la Ecuacion de Euler, algunos de estos son el Método Clasico de Godunov (ver [12]), el
esquema de CIR (ver [10]), el esquema Random Choice (ver [7]), la técnica Flux-Vector
Splitting (ver [11],[8] y [3]). Para los que utilizan aproximaciones del problema de Rie-
mann podemos mencionar los métodos de Osher en [13], HLL/HLLC (ver [1] y [4]), Roe
(ver [9]). En particular, para el tipo de problema que estamos planteando, podemos
clasificar los métodos en conservativos y los que no lo son.
En la Seccién 5.2 describimos los métodos conservativos, en particular los de tipo Go-
dunov, veremos ademéas como podemos aprovechar la simetria de las ecuaciones para
implementar una técnica conocida como “dimensional splitting”, la cual esencialmente,
reduce nuestro problema de dos dimensiones a una sucesion de problemas en una dimen-
sion. En la Seccion 5.3 trataremos de la solucion exacta y aproximada al problema de
Riemann, problema que aparece de manera natural al adaptar el esquema conservativo
a nuesto sistema. En las Secciones 5.4 y 5.5, mostramos una aplicacién y compararemos
el método propuesto con la version exacta del problema de Riemann.
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5.2 El método de Godunov

Conviene escribir el sistema (5.1.2) en su forma vectorial:

oU + 0, F(U) +0,G(U) =0, (5.2.1)
donde
_ ppu F(U) = pugip G(U) = p[Z}v
| opv |7 - puv ’ | pt+p
E w(E + p) v(E + p)

Las funciones F'y G son llamados flujos fisicos, cada componente p, pu, pv y E depende
de las variables x,y y t. Notemos lo parecido de los términos en F(U) y G(U).

5.2.1 Reduccion a una dimension

Aplicando la forma méas simple de la técnica de Dimensional Splitting (ver [6]), donde
suponemos que se tiene la solucion exacta U™ a un determinado tiempo ¢, y se desea
obtener la solucion U"*! a un tiempo posterior ¢, 1, obtenemos lo siguiente:

PDE: 9,U+0,F({U)+ 0,G(U) =0,
IC: U(z,y,0) =U".

PDE: 0,U +0,F(U) =0, )
= U"tz (5.2.2)
IC: U(z,y,0) =U".
PDE: 9,U+0,G(U) =0,
) = Ut (5.2.3)
IC: U(x,y,0) =U""2,

El procedimiento anterior es exacto para sistemas lineales (ver [6]), resulta en una
aproximacion de orden 1 para sistemas no lineales como es nuestro caso. Notemos
que, utilizando dimensional splitting, debemos preocuparnos de resolver tinicamente el
problema en una dimension. Dada la simetria de los términos en los flujos fisicos F' y
G, la implementacién computacional de la rutina que maneje la aproximacion a F' en
(5.2.2) sera la misma para G en (5.2.3), s6lo que con argumentos en distinto orden.

Ahora bien, la forma unidimensional del sistema (5.1.2) es:

U + 0, F(U) =0, (5.2.4)
donde
P pu
U=|pu |, FU=| pu>+p
E u(E + p)

No es dificil ver que, explicitamente el flujo F' se escribe:
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U2
(5% u2
FU)=F | up | =| 58-73+ 0 - Dus
us Tizus —3(v—1)3
La matriz jacobiana de F' se escribe:
0 1 0
AU)=0uF(U) = 3(v = 3)u? B=7u y—1 |, (5.2.5)

1 _9),3 _ @®u  3=2y,2 | a®
s(r—2)u F—1 e u

donde a = \/? (es siempre positivo y se le conoce como wvelocidad del sonido). Los
valores propios de A(U) son:
AM=u—a, X=uy A\3=u+a, (5.2.6)

con respectivos vectores propios:

1 1 1
Kl = u—a s K2 = u y Kg = u—+a y (527)
H — ua %uQ H + ua

donde H = (E + p)/p.

Dado que los anteriores valores propios son todos reales y distintos, en particular
los vectores K, Ko, K5, forman una base para R3, esto nos dice ademés que nuestro
sistema es hiperbolico estricto, notemos que una manera equivalente de escribir (5.2.4)
es:

8U + A(U)d,U = 0. (5.2.8)

5.2.2 Esquema de Godunov

Consideremos ahora una propuesta para discretizar el sistema (5.2.4), partiendo de la
forma conservativa de Godunov. Definimos una malla espacial regular z; = x + jAx
y puntos intermedios x;,1/o = x; + Az/2, donde Ax := x; 1/ — x;_1/5 es un valor
fijo positivo. No podemos hacer lo mismo para discretizar el tiempo, dado que nuestro
sistema es un problema con término advectivo, las velocidades de onda (las cuales tienen
que ver directamente con los valores propios (5.2.6) encontrados en la seccion anterior)

limitan el posible At al tiempo t,,. Obtendremos una sucesion Atg, Aty, Ato, ..., hasta
alcanzar un T pre-establecido, tales At, seran limitados por la condicién de Courant:
C...Ax
Aty = —SF—, (5.2.9)
max

donde Sﬁl, es la maxima velocidad de onda, mostraremos explicitamente estos valores
para el sistema (5.2.4) en la siguiente seccion.

Supongamos que tenemos la soluciéon exacta U"(tmx) al sistema (5.2.4) y que tal
solucién tiene forma escalonada respecto a nuestra malla, i.e.

Un(tn7.’17) = ZU;LXCj (.’L’), Cj = [.’17j,1/2,$j+1/2], (5210)

J
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donde Xe, ©8 la funcién caracteristica de la celda C; y U}" los respectivos valores (en

nuestro caso vectores) constantes sobre la celda C;. Ahora, U™ debe satisfacer la forma
integral de la ley de conservacion

1 Ti+1/2 1 Tit+1/2
A—x/ Utpy1,x) de = A—x/ Ulty,z) dx

j—1/2 Tj—1/2

tnt1 _ 5
Quesepuedeescribir : 7Aix /t [F(U(t,xj+1/2)) — F(U(t, xj_l/g))] dt.

Tomando como

il 1 Tj+1/2
it a g [ Olta) da
Tj—1/2

el cual es el valor promedio de U™ en la celda Cj,y
Y A
Filyy = m/t F(U(t,xj41/2))dt

el cual es el promedio temporal del flujo fisico F' en el intervalo (t,,t,+1), llamado
flujo numérico. Con esto, la anterior forma integral de la ley de conservacion sugiere el
siguiente esquema:

At
n+1 _ n
U™ =0 - A Trije — F]”_l/z]. (5.2.11)
Las distintas formas de aproximar el término F;’_H /2 definen distintos esquemas numéri-

cos para el sistema (5.2.4). Al esquema numérico definido por (5.2.11) se le conoce como
esquema de Godunov, define en realidad una familia de esquemas, ya que cada propuesta
valida para aproximar al flujo numérico FJ”H /2 produce un esquema de tipo Godunov.

Notemos lo siguiente respecto al esquema (5.2.11) y la forma de la solucion. La
solucion escalonada esta compuesta de un nimero finito de discontinuidades simples (de
salto). Si hubiera una manera de encontrar la solucion exacta o aproximada al sistema
original, pero con un salto simple como condicién inicial, entonces podriamos dar la
solucion completa para un tiempo pequeno posterior (restringido por la condicion de
Courant (5.2.9) ), al problema anterior se le conoce como Problema de Riemann, muy
importante en la construcciéon de esquemas numéricos.

Definiciéon 1 Llamamos Problema de Riemann (RP) del sistema (5.2.4), al problema
que consiste en resolver (5.2.4) junto con una condicion inicial de la forma

| Up, sixz <z
U(=,y,0) = { Ugr, six> xg,

donde Uy, y Ur son vectores constantes llamados, respectivamente, estado a la izquierda
y estado a la derecha. Usualmente tomamos xqg = 0, dado que define un problema
equivalente. Denotamos por RP(Ur,Ug;xo) al problema anterior.

Utilizando la estrategia descrita anteriormente, necesitamos conocer la solucién al
problema de Riemann para la ecuaciéon de Euler en una dimension.
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5.3 Estructura de la soluciéon

Consideremos RP (U, Ug; o). Dado que los vectores K, j = 1,2, 3 definidos en (5.2.7)
son linealmente independientes, escogemos escalares o, 5; j = 1,2, 3 tales que:

Up = a1 K1 + oo Ky + a3 K3,
Ur = B1 K1 + BoKo + B3K3.

Puesto que, los valores propios (5.2.6) siempre son reales y distintos para cada U, la
matriz jacobiana (5.2.5) se diagonaliza mediante el cambio de variable V = R™!, donde
R = [K;|K3|K3]. La nueva ecuacion es de la forma:

8,V + D(U)3,V = 0, (5.3.1)

donde D(U) = diag(Ai1, A2, A3). Supongamos por un momento que D(U) es constante,
esto es, que U no cambia para un pequeno incremento de tiempo At, entonces el sistema
(5.3.1) se descompone como 3 ecuaciones lineales de adveccion (ondas) de la forma
Oid; + N;Opd; = 0, por lo tanto el sistema tendria por soluciéon:

3
_ _ _ ooy, = At <0
Ult,z) = ;vp(o,x MKy, vp(0,2 = Apt) = { B & A 0;

donde v, son las componentes de la variable V. En tal caso, U se ve como la superposicion
de 3 ondas que viajan a distintas velocidades, a saber \;,i = 1,2,3. La estructura de
la solucion se describe en la Figura 5.1. Notemos que, a la izquierda de la region
determinada por la onda Aq; la soluciéon es el estado Uy, = Zle a;R;, a la derecha de

la determinada por As, es el estado Ugr = Z?:l BiR;.

Uz, y,t) = B1R1 + aaRs + a3R3
~

T — Ast T — Aot x— At

Figura 5.1: Estructura de la solucién para un problema de Riemann.

Para encontrar la solucién al problema de Riemann en el caso no lineal, es necesario
utilizar los siguientes resultados conocidos de la teoria de las Ecuaciones de Euler y en
general de las leyes de conservacion, las pruebas se pueden consultar en [2].

Teorema 5.3.1 (Condicion de Rankini-Hugoniot) Para un sistema hiperbdlico es-
tricto O, U+ 0, F(U) = 0, si una discontinuidad que se propaga a velocidad s tiene valores
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constantes U, Ur a la izquierda y derecha respectivamente, entonces se debe cumplir:
F(UL) — F(UR) = S(UL — UR).

Teorema 5.3.2 (Invariantes Generalizadas de Riemann) Para un sistema hiper-
bélico estricto W + 0, F(W) = 0 con W = (wy,....,wn)T y cuya matriz jacobiana
A(W) = 0y F (W) tiene vectores propios K; = (k%l), ceny k,(q?)T con respectivo valor propio
Ai, i =1,....m. A través de la i-onda (entre las regiones de la recta determinada por \;
en la Figura 5.1) se cumplen las siguientes relaciones diferenciales:

k‘j(-i)dw]'_l = k:y;)ldwj, j = 2, 3, ey M.

Veamos como aplicar el teorema anterior a nuestro sistema. En nuestro caso tenemos
W = [p, pu, E]T, por lo que w; = p, wy = pu y ws = E. Utilizando el vector propio
Ky = [1,u, 2u*]T (a través de la 2-onda) tenemos que k%z) =1, kéz) =uy k§2) = 142,
entonces tenemos las 3 relaciones:

dp _d(pu)  dE

— 5.3.2
1 u %uQ ( )

De la primera igualdad en (5.3.2) se obtiene la relacion diferencial udp = d(pu),
después de integrar obtenemos:

pu = constante, (5.3.3)

lo cual nos dice que el factor pu permanece constante entre las regiones inmediatas que
determina la recta definida por Ao (ver Figura 5.1).
De la segunda igualdad en (5.3.2) se tiene la relacion diferencial:

después de simpliciar e integrar obtenemos:

1
pu® + ﬁp = constante. (5.3.4)

Por ultimo, de la igualdad en los extremos de (5.3.2) obtenemos, después de integrar la
respectiva forma diferencial, que:

2
pu’ + —P= constante. (5.3.5)
N —
De las relaciones (5.3.4) y (5.3.5) se sigue que:

p = constante. (5.3.6)

La presion p debe permanecer constante a través de la 2-onda. Finalmente, de (5.3.6),
(5.3.4) y (5.3.3) se concluye que:

u = constante, (5.3.7)



78 Solucionadores Aproximados de Riemann HLL

también la velocidad u es invariante a lo largo de la 2-onda. A la region por determinar
en el problema de Riemann (el cono determinado por la primer y tltima onda) se le
conoce como regiéon estrella, por ejemplo, una variable entre las regiones \; y Ay se
indica con un super-indice % y sub-indice L. Asi, lo que se obtuvo de las relaciones
(5.3.6) v (5.3.7) se escribe como:

ut =ul = up.
En las discontinuidades presentes en la solucién a un problema de Riemann ocurren
2 tipos de ondas, llamadas onda de choque y onda de rarefaccion. Para una ecuacion
escalar, la primera sucede cuando las curvas caracteristicas entre los estados que definen
la discontinuidad se cruzan, la segunda cuando tales curvas se separan®.
A continuacién damos el resumen de la solucion exacta al problema de Riemann
para el sistema (5.2.4), nos basamos principalmente en la forma presentada en [5].

5.3.1 Solucién en la region estrella

Para encontrar p* resolvemos la siguiente ecuacion:

Jo(*, W) + fr(p", Wr) + ug —ur =0,

donde
1
(»* — pK) {p*f‘r%,{} " "> pi, (Choque)
fr*, W) = -
% {(5}()2” - 1] p* < pk, (Rarefaccion)

-1
con Wk = (p,uk,pr), Ax = ﬁ, Bi = I9pk vy ax = |/ 2EE para K € {L, R}.
La funcion fx estd bien definida, tiene una tnica solucion y usualmente se utiliza el
método de Newton para aproximar p*. El valor inicial para la iteracion que empleamos
es:

1 1
po = méx {tol, i(pL +pr) — g(uR —Up)(pr + pr)(ar + ar)},

donde tol = % es la tolerancia para la convergencia del método iterativo, tal
5 |Pi+1+Ds

propuesta se obtiene de la solucién exacta al momento de linealizar el sistema en las

variables primitivas p, u y p.

La velocidad u* se obtiene directamente de la formula

ut = % [ur, +ur + fr(p*) — fL(p™)].

Los valores siguientes dependen la aparicién o no de una onda de choque o rarefaccion;
en la primera y tltima onda (l-onda y 3-onda), se dan en cada caso las respectivas

3Es facil ver que las curvas caracteristicas para una ecuaciéon escalar de la forma du +
O f(u) = 0, en realidad son rectas en el plano z — t de la forma = = f'(uo(&))t + €.
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velocidades de onda Sy, Sgr, Suyr v SHR.

Onda de choque en la 1-onda (p* > pr)

o y—1 i
PL = PL VPLT%I SLZUL—CLLP2 7+72
YL T Y PL gl

Onda de rarefaccion en la 1-onda (p* < pr)

. Pl . Pt
pr=pL|—| , Swr=ur—ap, Srpr=u"—ar|—
pL pL

2

B
p=pi (53 + e (ue — /)]

wyere = u= 25 [ag + Grug +2/t]

27

5=
p=DpL [’y+1 + ("H‘l)ﬂL( L 7$/t):|

Onda de choque en la 3-onda (p* > pg)

. +1p  y—1]%
PR = PR % Sp=ur+ag [72 +72]
_mﬁ‘i’l Y PR Y

Onda de rarefaccion en la 3-onda (p* < pg)

1 =1

. [p* . Pl
PrR=PrR|—| » Swr=ur+ar, Srr=u"+ar|— .
LPR PR
2
_ 2 - =
P =PR {vﬂ (ﬂrﬁ( R_x/t)}
Whre = { u= % [—ar + Ftur +2/t],

A

b =DPr {vil m( CIf/f)}

5.3.2 El flujo numérico HLL

La soluciéon descrita en la secciéon anterior para el problema de Riemann se le conoce
como solucién exacta, a pesar de utilizar un método iterativo para aproximar a p*. Justo
esa parte del procedimiento resulta la mas costosa computacionalmente, es por eso que se
han buscado estrategias para simplificar la obtencién de los valores en la region estrella.
Una estrategia consiste en desistir de buscar aproximaciones para los valores p*, p* vy
u*, mejor aproximar directamente al flujo numérico F” 12 Eso es justamente lo que se
intenta hacer en el método propuesto por Harten, (Vea [1]).

Consideremos la region [z, zg] x [0,7] la cual contiene la estructura de la onda.

Suponemos que tal onda se obtiene a partir de la solucién exacta para el problema en un
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determinado instante de tiempo, esto es, pedimos xz; < TSy y g > TSk con Sg, Sp
las velocidades de onda mayores producidas por los estados Uy, y Ug respectivamente,
T es el tiempo final pre-establecido. La forma integral de la ley de conservacion en tal
intervalo se lee:

/IR Uz, T)dz = /IR U(x,O)dz+/T F(U (21, 1))dt — /T F(U(zp, 0)dt.  (5.3.8)

L rr

La parte derecha de la igualdad se puede evaluar facilmente, pues
TR
/ U($7T)d$:xRUR—£ELUL+T(FL—FR). (539)
rrL
Para la parte de la izquierda hacemos lo siguiente:

TR TS TSr TR
/ Uz, T)dr = / U(x,T)dx—i—/ Uz, T)dx + Uz, T)dx
xrL xr TSy, TSr

TSr
= / Uz, T)dx + (TS, —x1)Urp + (xr — TSR)Ug.

TS
(5.3.10)
Comparando (5.3.8) y (5.3.10) obtenemos:
1 TSr SrUr — Sp.Up, + Fr, — FRr
S Uz, T) = . 5.3.11
T(Sr — St) /TSL (@) Sp— St ( )

Ahora, suponiendo que se conocen las velocidades, es natural proponer como solucion
para la region estrella el promedio anterior; esto es,

UHLL _ SrUr — S UL + Fr, — Fr

5.3.12
Sr—SL ( )
El método HLL para aproximar el problema de Riemann consiste en usar
Ur, si x <tSr;
Uz, t) =< UHLL ) si tSp < x < tSg; (5.3.13)
Ug, si x>tSr.
O bien en términos del flujo numérico
Fr, si 0<5g;
— Fp—F
HLL SrUr — S.UL + Fi E & 8, <0< Sp: (5.3.14)
Sr—SL
Fr, si 0>S5g.

Para este trabajo utilizamos la propuesta de Roe dada en [9] para estimar las velocidades
SL y SR:
SL%’EL—& SR'~“€L+Zl, (5315)
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donde:

ﬂ:

81

1
2

VeLUr + /pPrUR T 1)(\/PLHL +VerHR 1
VoL + PR VPL + /PR 2

@?)

Recordemos que H = (E + p)/p, entonces Hy, = (E+p)/pr vy Hr = (E + p)/pr.

5.4 Pruebas numéricas

Veamos cuatro pruebas donde presentamos las 4 posibilidades para las ondas 1 y 3, las
cuales son choque-choque, choque-rarefaccion, rarefaccion-choque y rarefaccion-rarefac-
cion. Presentamos resultados numéricos utilizando la solucién exacta al problema de
Riemann; en cada caso, se emplea un problema de prueba que consiste en el problema
directo de Riemann con sus vectores estados Uy, Uy, dados. Suponemos para todos los
casos que v = 1.4, se indican los tiempos finales. Un problema de Riemann en este
caso modela el conocido problema “shock tube”, el cual supone que dos gases, a distintas
presiones y densidades e inicialmente en reposo, se encuentran confinados en un mismo
tubo y solo los separa una delgada membrana, la ruptura abrupta de dicha membrana

representa el problema de Riemann.
Prueba 1: Rarefacciéon-Choque

( ) _ (10,003 l'O)L’
P UP) =0 (0.125,0.0,0.1) 5

Los resultados se muestran en la Figura 5.2.

Prueba 2: Rarefaccion-Rarefaccion

() = [ (10 =2.0.0.4)s,
PPI =0 (1.0,2.0,0.4) 5

Los resultados se muestran en la Figura 5.3.

Prueba 3: Choque-Rarefaccion

~ { (1.0,0.0,0.01)y,
(p;u,p) = { (1.0,0.0,100.0) 5

Los resultados se muestran en la Figura 5.4.

Prueba 4: Choque-Choque

(o) = | (5:99924,10.5975, 460.894),,
PtP) =\ (5.99242, —6.19633, 46.095)

Los resultados se muestran en la Figura 5.5.

. t=0.15.
. t=0.012.
, t=0.035.

, = 0.035.
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Figura 5.2: Resultados de la prueba 1. Ocurre

y una de choque a la derecha (3-onda).
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Figura 5.3: Resultados de la prueba 2. Ocurren dos ondas de rarefaccion.
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Por tltimo, en la Figura 5.6 se muestran los resultados obtenidos al aplicar el flujo

numérico F Ifl’/Lz dado por (5.3.14), utilizamos el problema de Riemann dado por la

J
prueba 1.
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Figura 5.6: Resultados del método HLL para la prueba 1.
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5.5 Conclusiones

Presentamos la descripcion del método conservativo de tipo Godunov, la descripcion
de la soluciéon exacta al problema de Riemann y mostramos la propuesta de aproximar
directamente al flujo fisico mediante el método HLL. Presentamos ademas una aplicacion
a un problema basico en la dindmica de gases, conocido como “shock tube”, comparamos
y mostramos los resultados. Realizamos una implementacion en C/C+-+, la cual utiliza
las técnicas usuales de paralelizacion para esquemas de volumen finito explicitos.
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