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Introduccion

A continuacién explicamos a grandes rasgos el contenido de esta tesis y reco-
pilamos algunos de los resultados que la motivan. A partir del Capitulo 1 se
retoman los temas con mas detalle.

Algunas veces podemos aproximar funciones complicadas mediante una suce-
sién de funciones més simples (con las cuales es més facil de trabajar en la
solucién de un determinado problema) que dan una solucién satisfactoria en
ciertas aplicaciones. Hoy en dia existe bastante teoria sobre tipos de aproxi-
macién de funciones, algunos de estos son: aproximacion lineal, aproximacion
no lineal, aproximacién uniforme, aproximacién de Chebyshev, aproximacion
tipo Korovkin, aproximacion de Lipschitz, aproximacion con peso, aproxi-
macién con peso sensible al signo, aproximacion lateral, etc.

Fue el matemaético ruso P. L. Chebyshev, en 1854, quien desarroll6 los con-
ceptos que sientan las bases de la Teoria de Aproximacion, mediante el pro-
blema: dada una funcién continua f encontrar un polinomio algebraico p de
grado menor o igual a n, de tal forma que el maximo de su desviaciéon con
respecto a f sobre un intervalo dado, sea mas pequeno que el de los otros
polinomios con las mismas caracteristicas. En el problema mencionado, los
sistemas de Chebyshev juegan un papel muy importante, ya que tienen una
caracterizaciéon interesante del polinomio de mejor aproximacién. De hecho,
un teorema clasico de Haar establece que toda funcién f € C'(X) tiene un
polinomio de mejor aproximacién en el subespacio generado por {hy, ...h,} C
C'(X) y, ademas éste es tinico si y sélo si hy, ..., h,, es un sistema de Chebyshev
de orden n + 1, [5] .

Por otra parte, en 1953 Korovkin (otro matemadtico ruso) establecié un
teorema que con el tiempo se haria muy célebre. Por su simplicidad y al
mismo tiempo su poder fue que desperté el interés de muchos matematicos.
Se trata de un criterio que permite decidir cudndo una sucesion de opera-
dores lineales positivos K, : C([0,1]) — C([0,1]) converge uniformemente
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al operador identidad Id : C([0,1]) — C([0,1]). Korovkin establecié que
basta con verificar la convergencia uniforme para f € {1, z, 2}, este tltimo
es llamado un subconjunto de Korovkin. Después se han encontrado otros
subconjuntos con las mismas propiedades que {1, x,z?} y se les ha llamado
también subconjuntos de Korovkin, mientras que a los espacios generados por
estos conjuntos se les llama subespacios de Korovkin, [1] y [2]. En tiempos
recientes se ha encontrado una relacion muy interesante entre los subespa-
cios de Chebyshev (espacios generados por un sistema de Chebyshev) y los
subespacios de Korovkin.

El trabajo en esta tesis trata sobre la relacion existente entre las dos teorias
mencionadas. FEspecificamente la relacién entre los subespacios de Chevy-
shev y los subespacios de Korovkin, asi como el orden de un subespacio visto
como un subespacio de Chebyshev y, el orden de ese mismo subespacio visto
como un subespacio de Korovkin. Lo anterior se desarrolla en los cuatro
capitulos siguientes, de los cuales damos aqui una breve descripcién. En el
capitulo inicial de preliminares damos algunos conceptos escenciales, como
son: Espacios de funciones con los que trabajamos principalmente, medidas
de Radon, asi como otros relacionados con éstas. También en esta parte
coleccionamos las principales caracteristicas topolégicas de los espacios re-
sultantes, las cuales se utilizan en los capitulos restantes para estudiar las
teorias de Chebyshev y de Korovkin.

En el Capitulo 2 mencionamos los conceptos bésicos de la teoria de aproxi-
macién de Chebyshev, haciendo énfasis en los conceptos de mejor aproxi-
macién, polinomio de la mejor aproximacion, resultados sobre la caracteri-
zacion del mejor aproximante, sistemas y subespacios de Chebyshev, sistemas
de Haar y caracterizaciones de sistemas de Chebyshev.

En el Capitulo 3 consideramos los D -subespacios (D (H, 1)) para una me-
dida de Radon, la igualdad de estos tltimos con los U, -subespacios (U (H, 1)),
con los cuales es mas fécil de trabajar y llegar a la igualdad de los K, (H,T')
con la interseccién de los subespacios D, (H, ,ug), esto es

K+(H7T) = ﬂ D+(H7 :ugj;) = ﬂ U+(H’ ng;)
yey yey
Relaciones similares son establecidas para Operadores contraccién y medi-
das de Radon contractivas. Finalmente en el Capitulo 4 tratamos sobre los
ordenes de los subespacios de Chebyshev y los érdenes de los subespacios
de Korovkin, para despues establecer la relacion entre los dos 6rdenes men-
cionados en espacios de funciones con un dominio particular.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conceptos topoldgicos

En esta seccién se presenta las definiciones y las principales propiedades de
los espacios compactos, localmente compactos y o-compactos, asi como los
principales espacios de funciones definidas sobre éstos, los cuales trabajamos
principalmente en la teoria de Korovkin. En un espacio topoldgico X, una
red (o sucesién generalizada) de elementos de X es una familia (x;);e; tal
que sobre el conjunto de indices I existe un orden parcial < con respecto al
cual (1, <) es un conjunto dirigido. Se dice que la red (x;);e; converge a
si para cada vecindad V' de x( existe un indice 7,, tal que z; € V para cada
i > 1,. En tales casos se dice que z( es un limite de la red (x;);e;.

Una familia filtrada de elementos de X es una familia (z;);c;  tal que sobre
el conjunto de indices I estd definido un filtro fijo F . la familia filtrada
(x:)ier,F converge a xg si para cada vecindad V' de x( existe un elemento F
de F, tal que x; € V para cada ¢ € F. Similarmente en tales casos se dice
que xg es un limite de la familia filtrada (z;)cr F.

En los dos casos anteriores, si X es Hausdorff, el limite si existe es tnico.
Si X y Y son dos espacios topoldgicos, entonces una funcién f: X — Y es
continua en un punto xy si y sélo si para cada red (familia filtrada) (x;);es
que converge a xo en X, se tiene que (f(x;));er converge a f(zo) en Y.

Dado el espacio topologico X una funcién numérica f : X — R U
{+00} (f : X — R U {—00}, respectivamente) se dice que es semicontinua
inferiormente (semicontinua superiormente, respectivamente) en el punto x,
si para todo A € R satisfaciendo f(zg) > A (f(xg) < A, respectivamente),
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existe una vecindad V' de xg tal que f(x) > A (f(z) < A, respectivamente)
para cada z € V. La funcién f se dice que es semicontinua inferiormente
(semicontinua superiormente, respectivamente), si lo es en cada punto de
X. Una caracterizacién que es la que mas se utiliza es que f se dice que es
semicontinua inferiormente (semicontinua superiormente, respectivamente),
si y sélo si el subconjunto {z € X : f(x) > A} ({x € X @ f(x) < A},
respectivamente) es abierto para cada A € R, o de manera equivalente, el
subconjunto {x € X : f(z) < A} ({z € X : f(x) > A}, respectivamente) es
cerrado para cada A € R. Mediante las definiciones anteriores, se tiene que f
es continua, si y sélo si f es ambas semicontinua inferior y superiormente.
El espacio X es llamado compacto si cada cubierta abierta de X tiene una
subcubierta finita, o de manera equivalente, X es compacto si y sélo si para
toda familia filtrada (x;);cr, 7 en X, existe un filtro F; més fino que F sobre
I, para el cual (z;);er 7 es convergente en X. Cuando X es metrizable, es
decir, la topologia es la generada por una métrica, entonces X es compacto si
y s6lo si toda sucesion de puntos en X admite una subsucesiéon convergente
en X. Un espacio métrico compacto es separable.
Un espacio topologico X es localmente compacto si cada uno de sus puntos
tiene una vecindad compacta. De hecho, cuando X es Hausdorff y local-
mente compacto, cada punto tiene un sistema fundamental de vecindades
compactas.
Un espacio topoldgico es llamado o-compacto si es la uniéon numerable de
subconjuntos compactos. Todo espacio localmente compacto, Hausdorff y
o-compacto es normal.
La compactificaciéon a un punto de Alexandrov X, de X, se define como
X=X U {w}, donde w es un objeto que no pertenece a X (w es llamado
frecuentemente el punto en el infinito de X'). La topologia 7, en X, se define
por

7, = T U{X,-K|K es compacto en X},

donde 7 denota la topologia en X. Resulta que X, es un espacio compacto y
Hausdorff, X es abierto en X,, y si X no es compacto, entonces X es denso
en X,,.

Siuna red (x;);er (familia filtrada (z;);er 7, respectivamente) de elementos de
X converge a w en X, decimos que la red (familia filtrada, respectivamente)
converge al punto en el infinito.

Analogamente, si f: X — Ry a € R, decimos que f converge al punto en
el infinito, si para cada ¢ > 0 existe un subconjunto compacto K de X tal
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que |f(z) — a| < € para toda x € X — K. Lo anterior se denota por

1i_1>11 f(z) = a.

1.2 Espacios de funciones

Dado un conjunto X, denotamos por B(X) al espacio de Banach de todas
las funciones reales acotadas definidas sobre X, provisto con la norma de la
convergencia uniforme (brevemente, la norma del supremo) definida mediante

/1l = sup |f(z)], para cada f € B(X).

Para cuando X es un espacio topoldgico, denotamos por C'(X) al espacio de
todas las funciones reales continuas sobre X y por Cy(X) = C(X)NB(X) el
espacio de funciones reales continuas y acotadas definidas en X. El espacio
Cy(X) provisto de la norma del supremo es un espacio de Banach. Si X es
localmente compacto, denotamos por Cy(X) al espacio de todas las funciones
en C'(X) que se anulan en el infinito, lo que significa que la funcién fiX, —

R definida por .
f(x) _ { flz) sizeX (1.1)

0si z=uw,

es continua en X,,.

Claramente, si X es compacto, entonces Co(X) = C(X) = Cp(X). En
general, Cyp(X) es un subespacio cerrado de Cy(X) y por tanto él mismo es
un espacio de Banach con la norma del supremo. Sobre Cy(X) consideramos
el orden natural inducido por el cono Cy (X) := {f € Co(X) : f(z) > 0,
r € X}. De esta forma, si f € Cy(X), entonces [T, f~ vy |f| € Cf(X), més
atn || f|| = [[If]l = max {|[f7[], [[/7]I} - Ast, Co(X) y C(X) son latices de
Banach, siendo un latice normado E un espacio lineal con una norma que
satisface

71 < gl = 11l < llgll para cada f,g € .

Una propiedad importante de los latices de Banach es la continuidad au-
toméatica de operadores lineales sobre ellos. Mas precisamente, si E es un
latice de Banach y F' es otro latice normado, entonces todo operador lineal
positivo T': E — F es continuo. Més atn, si £ = C'(X), con X compacto,
entonces ||T'|| = ||T°(1)|| donde 1 denota la funcién constante 1. En particu-
lar, toda forma lineal positiva sobre un latice de Banach es continua. Otro
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espacio de funciones que juega un rol fundamental en este trabajo es K(X)
el espacio de funciones reales continuas definidas en X y que tienen soporte
compacto. Siendo el soporte de f definido por

Sop(f) ={z € X : f(x) # 0}.

El espacio K(X) es denso en Cy(X). Si X es compacto, entonces éstos
coinciden con C(X), y por tanto K(X) = Co(X) = C(X) = Cp(X).

1.3 Medidas de Radon

Las medidas de Radon son utilizadas en muchas areas del andlisis, como
es en la teoria de la probabilidad, la teoria del potencial o la teoria de la
representacion integral.

En esta seccion supondremos, al igual que antes, que X es un espacio local-
mente compacto y Hausdorff. La definicién siguiente resulta ser una gene-
ralizacién natural cuando estamos tratando funcionales lineales positivos en
espacios localmente compactos Hausdorff, pues la constante positiva Mg
siempre existe para cada compacto K, utilizando el lema de Urysohn.

Definicién 1 Un funcional lineal pp: K(X) — R es llamado una medida

de Radon si para cada K compacto, existe una constante My > 0 tal que
[u(f)] < Mk || fll, para toda f € K(X) con sop(f) C K.

El espacio de todas las medidas de Radon definidas sobre K(X) se denota
por u(X). En nuestro caso nos centramos en el conjunto de las medidas de
Radon acotadas (X ), aquellas que son continuas con respecto a la norma
suprema definida por

lll = sup |u(f)] (1.2)
7111

Ademads, p es positiva si u(f) > 0 para toda f > 0 con f € K(X), o
equivalentemente si f < g, entonces u(f) < u(g).

Observemos que el conjunto de las medidas de Radon positivas forma un
cono lineal normado y es denotado por u(X), mediante la norma definida
por (1.2) en p™(X) por restriccién de la norma suprema definida en u(X).
Al conjunto de medidas de Radon positivas y acotadas lo denotamos por
i (X). Una medida de Radon acotada es una contraccién si ||ul| < 1,y se
denota al conjunto de todas las medidas de Radon positivas de norma 1 por
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ui (X) y se les llama probabilidades. Es facil ver que toda medida p € p(X)
puede ser extendida de manera unica a una forma lineal sobre Cy(X), a tal
extension se le contintia denotando por p. Como ejemplos tenemos las més
simples medidas, conocidas como medidas de Dirac sobre X. Para z € X
éstas son definidas por:

&:(f) = f(z), para cada f € K(X) (o, f € Co(X)). (1.3)

Una medida discreta sobre X es una combinacién lineal de medidas de Dirac
sobre X. Asi, medidas de Radon discretas son medidas de la forma:

p= Nia,, (1.4)
i=1

donden > 1, x1,....,x, € X y A1, ..., \, € R. En este caso p es positiva si y
solo si todo \; es positivo. Mas atn, se tiene

il = Il
i=1

Otro ejemplo es, dada una medida p € pu(X) y g € C(X), entonces la
funcional lineal v : K(X) — R definida por

o(f) = u(f - g) para cada f € K(X), (1.5)

donde - es el producto de funciones, es nuevamente una medida de Radon en
X. Esta es llamada la medida con densidad g y relativa a u, y es denotada
por g - fi.

Decimos que p es cero sobre un subconjunto abierto U de X si u(f) =0
para cada funciéon f € K(X) cuyo soporte esta contenido en U. Se denota
por I(u) a la coleccién de todos los subconjuntos de X sobre los cuales u es
cero. De tal forma que el soporte de p es denotado y definido por

Sop(u) =X\ |J U

UeS(u)

Asi, Sop(i) es el complemento del mayor subconjunto abierto de X sobre
el cual p es cero. Claramente, un punto z, pertenece a Sop(u) si para toda
vecindad V' de zy existe una funcién f € K(X) con Sop(f) C V' 'y u(f) # 0.
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Por otra parte, un punto xy no pertenece a Sop(j) si existe una vecindad V'
de xy sobre la cual p es cero.

Por un método muy simple es posible extender toda medida u € p;f (X)
a una medida de Radon g sobre la compactificacién a un punto X, de X. La
medida f es definida por

i(g) = p(gly — g(w)) +g(w) [lpll, para cada g € C(X,). (1.6)

Algunas referencia donde se prueban algunas propiedades importantes sobre
medidas de Radon son [6],pag.151 y [3]. Algunas de las mds importantes son
mencionadas en el teorema siguiente y damos demostraciones constructivas,
diferentes a las que se han mencionado.

Teorema 1 Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto y p € pu(X).
Entonces

(1) Sop(p + v) C Sop(u) U Sop(v) para cada v € pu(X), y si ambas son
positivas tenemos la iqualdad en la inclusion anterior.

(2) Si f € K(X) y f =0 sobre sop(u), entonces u(f) = 0. Si p € pup(X),
entonces la misma propiedad es vdlida para cada f € Co(X).

(3) Si f,g € K(X) (o f,g € Co(X) siempre que p € (X)) y f = g sobre
sop(), entonces u(f) = p(g).

(4) Sipe put(X)y fe KX) (of € Co(X) siempre que p € pf (X)),
entonces p(f) > 0 siempre que f > 0 sobre Sop(u).

(5) Sip € pt(X) yf e K(X), f>0(ofeCf(X) siempre que u € 1y (X))
y si p(f) =0, entonces f =0 sobre Sop(p).

(6) Para cada g € C(X) se tiene Sop(g - p) = {x € Sop(u) : g(x) # 0} C
Sop(p) N sop(g).

(7) Si xy,...,x, son puntos distintos en X, entonces Sop(pn) = { x1,...,Tn}
siy solo si =1 N, para algunos Ay, ..., A, € R —{0}.

(8) Si Sop(p) es compacto, entonces p es acotada.

Demostracién. Probemos 1). Si x € Sop(u + v), entonces para toda
vecindad V, de x, existe f € K(X) tal que sop(f) C V. con u(f)+v(f) #0,
luego al menos uno de los términos u(f) o v(f) es diferente de cero, por
tanto x € Sop(u) o x € Sop(v), asi se tiene Sop(u + v) C Sop(u) U Sop(v).
Ahora supongamos que ambas p y v son positivas y notemos que si f €
K(X), entonces fT, f~ € K(X), mds ain, como sop(|f|) = sop(f™+ f7) C
sop(f+) U sop(f~) C sop(f), entonces sop(f]) = sop(f).

Sea x € Sop(u), entonces para toda vecindad V, de z, existe f € K(X)
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tal que sop(f) € Vi v p(f) # 0, entonces u(|f[) = p(f*) +p(f~) > 0 con
sop(|f]) = sop(f) C Va, Asi como p(f) = ji(f*) — u(f), se debe tener
u(ft) > 00 u(f~) >0, siguiendose que u(|f|) > 0, por tanto (u+v)(|f]|) =
w(|f) + v(|f]) > 0, asi dado V,, se tiene |f| € K(X) tal que sop(|f|) C V,
con (p+ v)(|f]) = w(lf]) +v(|f]) > 0, por tanto z € Sop(p + v), luego
Sop(p) U Sop(v) € Sop(u + v).

Probemos 2). Sea f € K(X) y fl|sop(uy = 0. Supongamos que f > 0. sean
los conjuntos cerrados B, = {z € X|f(z) < =5}y A, = {z € X|f(x) > 1},
bajo la hipotesis que X es un espacio normal, entonces existe una funcion
continua g, : X — [0,1] tal que g,(B,) = 0y gn(A,) = 1 para cada n,
asi, afirmamos que la sucesion de funciones continuas h, = g, f converge a f
uniformemente; en efecto tenemos los siguientes casos.

a) Siz € A,, entonces |g,(z)f(x) — f(z)| =0.

b) Si z € B,, entonces |f(z)| < n+r1 <L

) Size{re X|[—=5 < f(z) < 1}, entonces 0 < gu(z)f(z) < f(z) <
y por tanto |g,(z) f(z) — f(z)] < 7.

3=

De a),b) y ¢) se sigue que |g, f(z) — f(z)] <  para toda = € X, asi, por la
propiedad arquimediana se sigue ||g.f — f|| < |gnf(x) — f(x)] < % < nio para
toda ng < n y toda x € X, es decir, g,f — f uniformente; ademas observe
que sop(fgn) C sop(f) N sop(gn) C sop(f), entonces fg, € K(X) para toda
n, es decir, {g, f} es una sucesién de funciones continuas de soporte compacto
que convergen a f. Finalmente probemos que sop(g,f) € X — Sop(u), note-
mos que Sop(p) C {z € X|f(x) =0} C E, :={z € X|f(x) < n+r2} Clz e
X|f(z) < =5} € {z € X| gnf(x) = 0}, tomando complementos en est4 serie
de contenciones y como E, es cerrado, se sigue sop(g,f) C ES C X —Sop(u),
por lo tanto como X — Sop(u) es el mas grande abierto para el cual u es cero,
entonces sop(g,f) C X — Sop(u) implica u(g,f) = 0 para toda n.

Por otro lado como p es una medida de Radon, si K = sop(f), entonces existe
una constante Mg > 0 tal que ||u(h)|| < Mk||h|| para todo h € K(X) con
sop(h) C K, asi como sop(gnf— f) C sop(gnf)Usop(—f) C sop(f), entonces

llgnf — fl| < Mkl|gnf — f|| para toda n, por tanto se sigue u(g,f) — u(f),
pues g,f — f converge uniformemente, es decir, lim u(g,f) = p(f), pero
n—aoo

como (g, f) = 0 para toda n, entonces 0 = lim pu(g,f) = p(f). En re-
n——aoo

sumen se tiene la afirmacién para funciones positivas.
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Sea f una funcién que cumple las hipétesis del teorema, esto es f|sop() =
0, note que flsopy = 0 si y s6lo si [f| = 0, asi como |[f| — f < 0y
(1f] = f)lsop(ny = 0, y aplicando lo anterior para funciones positivas, se sigue
ull ]~ £) =0, por tanto u(f) = u(|f]) = 0.

(3) se sigue de (2), suponiendo f — g = 0 sobre Sop(i) y la linealidad de .
(4) Sea f = f* — f~, se tiene que [T, f~ € CT(X), luego si se define

_J [T(@) sixwe Sop(p) _ ) JT() sixze Sop(p)
9(x) = { 0 si x € Sop(u)° y @) = { 0 stz € Sop(p)©,

entonces g = ft y h = f~ sobre Sop(u), luego por el resultado anterior

1(g) = p(f*) y u(h) = p(f~). Ahora, de f > 0 sobre Sop(u) se sigue g > h
(sobre todo X), luego por ser u positiva se tiene p(g) > p(h) y por tanto

u(ft) > u(f~). De manera equivalente u(f) = u(f*) — pu(f~) > 0. Los
restantes incisos son probados de manera similar. m

Sobre el espacio u(X) se considera a la topologia vaga, que es por definicién
la topologia mas gruesa sobre p(X) para la cual todos los funcionales ¢ son
continuos, donde los ¢ son definidos mediante

@r(p) == p(f), paratodo f € K(X)y p € p(X).

Con lo anterior, una red (u;);e; en u(X) converge a una medida p con
respecto a la topologia vaga, si y sélo si liIIll wi(f)) = u(f) para cada f €
1€

K(X). Si es el caso, decimos que la red (p;);e; converge vagamente a p. Un
subconjunto F de p(X) es vagamente acotado si los conjuntos {u(f) : p € F}
son acotados para cada f € K(X). Més ain, F es fuertemente acotado si
para todo subconjunto compacto K de X, existe una constante My > 0 tal
que |p(f)| £ Mk || f]l,, para toda f € K(X) con sop(f) C Ky cada pu € F.

Teorema 2 En p(X) con la topologia vaga, el concepto de conjunto rela-
tivamente compacto es equivalente a los de conjunto acotado y conjunto
fuertemente acotado.

1.4 Teoremas de extension

En esta seccion presentaremos teoremas de extension que necesitaremos mas
adelante. Para este fin recordemos que un espacio vectorial ordenado es un
espacio vectorial F con un orden parcial < que satisface las propiedades

x4+ 2z <y+ z, para todo z € E, siempre que x < y,
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Ar < Ay, para todo A > 0, siempre que x < y.

Un latice vectorial es un espacio vectorial ordenado para el cual siempre existe
sup{z, y} para cualquier par z, y € E. Una funcional lineal ¢ : E — R se
dice que es positiva si p(z) > 0 para cada x € E con x > 0.

La demostracién del teorema siguiente puede ser encontrada en Choquet

[6]-

Teorema 3 Sea E un espacio vectorial ordenado y F' un subespacio de E
tal que, para cada x € E existe un y € F que satisface x < y. Se tiene que
dada una forma lineal p : F' — R, entonces para cada v € F ya € R
satisfaciendo

sup p(y) < a < inf p(2),

zeF
e =

existe una forma lineal positiva ¢ : E — R que extiende a ¢ y p(x) = a.

De este resultado, se deduce el teorema clasico de Hahn -Banach. Para
establecer el resultado mencionado recordemos que dado un espacio vectorial
E, un mapeo p : E — R se dice que es sublineal, si

p(Az) = A\p(z) parax € Ey A >0,

p(z +y) < p(z) + p(y) para cada z,y € E.

Por ejemplo, una seminorma p : £ — R es un mapeo sublineal tal que
p(—z) = p(z) para toda x € E.

Teorema 4 Sea E un espacio vectorial real y p : E — R un mapeo sub-
lineal. Si F' es un subespacio de E y ¢ : F —> R es una forma lineal que
satisface p < pp, entonces erxiste una forma lineal ¢ : E — R que extiende
a ¢ y se mantiene la desigualdad @ < p.

Mencionamos otros dos resultados que son consecuencia directa del Teo-
rema de Hahn-Banach.

Corolario 1 Dado un espacio real localmente convexo E y una seminorma
continua p : E — R, entonces para todo xy € E existe p € E'(E' es el dual
de E) tal que p(xo) = p(xg) y ¢ < p. Ademds, si E es Hausdorff, para todo
xg € E existe p € E' tal que ¢(xq) # 0.
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Corolario 2 Sea E un espacio real normado y F un subespacio de E. Si
@ € F', entonces existe p € ' tal que pip = ¢ y ||9|| = [l¢]| -

En particular, de este ultimo corolario se deduce que, si E es un espacio
normado y zo € E, xg # 0, entonces siempre existe un ¢ € E’ tal que

(o) = l[zoll y llpll = 1.



Capitulo 2

Subespacios de Chebyshev

2.1 Mejor aproximacién

En esta seccién supondremos que X es un espacio de Banach con escalares
reales o complejos, a menos que se indique otra cosa. Sea Y un subespacio
vectorial de X. Si f € X el error de aproximacion E(f) de f por elementos
de Y se define por E(f) := E(f,Y)x = Iijng I|f— P||
€

En particular si {z1,...,2,} C X se tiene el subespacio generado Y =
gen{xy,...,z,} y a la combinacién lineal y = > A\;z; se le llama polinomio

i=1
de grado n. El error de aproximacién (o error de grado n) E, de f por poli-
nomios de Y estd dado por E,(f) = Fi)ng l|lf — Pl

S

Si existe un polinomio Py € Y para el cual E,(f) = ||f — Fo||, entonces
decimos que Py es un elemento de mejor aproximacién de f en Y. La funcion
error F es una funcién que se comporta muy bien, pues es una funcién con-
tinua, mas ain es sublineal.

Teorma 5 Si X es un espacio, Y un subespacio de X y E: X — R es la
funcion error de aproximacion por elementos de Y, entonces E es continua.

Demostracién. Sean f,g € X fijos y p € Y, entonces por la desigualdad
triangular y la definicién de infimo se sigue, E(f) < [|f —p|| <||f — g|| +
l|lg — p|| para toda p € Y, luego E(f) — ||f — g|| < |lg — p||, aplicando infimo
sobre toda p € Y, se sigue E(f) — ||f — g|| < E(g), esta ultima desigualdad
es valida indistintamente del orden de f y ¢g. Asi, se tiene

|E(f) = E(g)l < [If = 4ll. (2.1)

13
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Dado € > 0, tomemos 0 < ¢ < €, para obtener: ||f — fo|| < J implica
|E(f) — E(fo)l < ||f — fol| <d < e. Por tanto E es continua. m

Ahora nos centramos en analizar las propiedades de los elementos de mejor
aproximacién, y como se muestra en [7], pag.59, la existencia de la mejor
aproximacion esta garantizada cuando Y es un subespacio de X de dimensién
finita, es decir, B(f) = {P € Y|E(f) = ||f—P||} # 0, més atin este conjunto
tiene propiedades interesantes como se mostrara mas adelante.

Proposicién 2.1 Si Y es un subespacio de dimension finita de X, entonces
E es una funcion sublineal.

Demostracion. Probemos que E cumple

i) E(f+9) < E(f)+ E(g).

i) E(of) = lalE(f).
Sean Py € B(f)y Py € B(g) ( pues B(f),B(g) # 0), luego E(f + g) <
I(f +9) = (B + B)Il < (IS = Prll + lg = Byll = E(f) + E(g).
Por otro lado, sea a € R. Si o # 0, entonces E(af) = [|a(f — LP(af))]| =
lall|f — 2P(af))|| > E(f) por tanto E(af) > |a|E(f). Inversamente
[alE(f) = lalllf = PN = llef —aP(f))]| = E(af). Las desigualdades
anteriores son validas ya que toda combinacion lineal de elementos de mejor
aproximacién estan en Y y para el caso a = 0 el resultado es obvio. Asi se
tiene la igualdad y por tanto E es sublineal. m
Notemos por ii) de la proposicién anterior que E(—f) = E(f), es decir, el
error F es simétrico con respecto a el inverso aditivo de f en C(X).

Proposicién 2.2 FEl conjunto B(f) es cerrado, acotado y convexo.
Demostracion. Sea f € X — Y. Primero probemos que

E(f) <|If —pll < E(f) + d(p, B(f)) para todo f,p € X,
donde d(p, B(f)) = qeig(ff) ll¢g — pl|. Sea p € X, por la desigualdad triangular
se sigue que [|f—p|| < [|f—q|[+[lg—pl|, para todo g € Yy como inf |lg—pl| <

ig(ff) llg —p|| pues B(f) C Y, entonces se tienen las siguientes desigualdades
qe

E(f) <Ilf-»pll < 32${||f —q|l + g — pl[} Zgg;Hf—qH +;g§||q—p!|
< E(f) +qeigff) llg —pll = E(f) +d(p, B(f)).
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Por tanto
E(f) <||f =pll < E(f) +d(p, B(f)) para cadap € Y. (2.2)

Por otro lado, recordemos que p € B(f) si y sélo si d(p, B(f)) = 0. Asi,
afirmamos que B(f) € B(f). Si p € B(f), entonces d(p, B(f)) = 0 y por
(2.2) se sigue que ||f — p|| = E(f), es decir, p € B(f) y por tanto B(f)
es cerrado. Més aun, de E(f) + [|f|| = IIf — pll + lIfIl = |lp|| para todo
p € B(f), se sigue que B(f) es acotado. Finalmente, B(f) es convexo.
Sean « y [ no negativos con a + 5 = 1y p,q € B(f), se deduce que,
lof + B — (op+ Ba)l| < allf —pll + BILf — all = aB(f) + BE(f) y factori
zando se tiene ||f — (ap + Bq)|| < E(f). Ademds como Y es un subespacio
vectorial, entonces ap+0q € Y, ast E(f) = ||f—(ap+5q¢)||, donde a+ 8 = 1,
es decir, B(f) es convexo. m

Si Y es de dimension finita, entonces Y es topolégicamente isomorfo a R",
es decir, con {z1,...,2,} y {e1,... en} bases, respectivamente de Y y de

R™. La funcién ¢(y) = (Z ;) = Z Ai€e;, es un isomorfismo de espacios

vectoriales y un homeomorﬁsmo de espelunos topologicos, luego se sigue que
d(B(f)) es cerrado y acotado en R" y por tanto compacto. Por otro lado
como la compacidad es un invariante topoldgico se sigue que B(f) es com-
pacto en Y y mas aun es compacto en X, pues Y es cerrado en X. Asi se
tiene el siguiente resultado.

Corolario 3 B(f) es compacto y convezo para cada f € X.

Una observaciéon importante es que ¢ preserva la convexidad por ser iso-

morfismo de espacios vectoriales (note que la convexidad no es invariante
topoldgico).
En muchos casos practicos es importante saber que existe un tinico polinomio
de mejor aproximacién. Decimos que un espacio es estrictamente convexo, si
dado f1 # fo donde || fi]| = ||f2|| =1y a1,a2 > 0 con a3 + ay = 1, entonces
||y fi+aafa|| < 1. Estd es una condicién suficiente para la unicidad del mejor
aproximante y como ejemplo de espacio estrictamente convexo se tiene L,
con 1 < p < co. En estos espacios el polinomio de mejor aproximacion es
unico.

Definicién 2 Si Y es un subespacio de X tal que para cada f € X existe
un unico polinomio de aprorimacion en Y, entonces se dice que Y es un
congunto de unicidad de X .
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Proposicién 2.3 Sea Y un subespacio de unicidad de dimension finita de
X. Si P: X — Y es el operador de mejor aprorimacion definido por
f — P(f), entonces P es continua.

Demostracién. Por la unicidad de P(f), entonces el operador P esté bien
definido. Para la continudad basta con demostrar que P es acotado. De
la desigualdad (2.1) y haciendo g = 0 se sigue que E(f) < ||f|| para toda
fe X ast[[P(NHI < IIf = PO+ IIFI = EC) + If1] < 2], por tanto
IP|[<2 m

En algunos espacios especiales existen los subespacios de unicidad, uno de
ellos es cuando el espacio es de Hilbert, es decir, cuando el espacio tiene
definido un producto interno. En estos espacios una caracterizacién del mejor
aproximante es el siguiente.

Teorma 6 Sea (H,()) un espacio de Hilbert y sea Hy un subespacio de H,
un elemento g € Hy es de mejor aprorimacion para f € H si y solo si cumple
la siguiente condicion de ortogonalidad.

(f —g,h) =0 para toda h € Hy. (2.3)

Demostracion. Procedemos por contradiccion. Supongamos que g es un
elemento de mejor aproximacion a f y que existe un h € Hy para el cual no
se cumple (2.3), es decir, (f — g, h) # 0 para algin h € H,.

Sin perdida de generalidad se puede escoger h tal que ||h||] = 1 pues
el vector normalizado también es no ortogonal, de hecho todos los vectores
sobre la recta generada por h. Ademas se puede escoger a h o —h segun sea
el caso para suponer (f — g, h) = > 0. Luego sea el vector k = g+ dh € H,
asi se tiene

If = (g + 0P =If = gll> = (f — g,0h) = (0h, f — g) + [[6h|*  (24)
= If =gl = {f — g.6h) = (0h, f — g) + 6. (2.5)

Como (f — g,h) = 4, entonces 6(f — g,h) = (f — g,0h) = §*; de manera
semejante se tiene (0h, f — g) = 62, de lo cual se sigue que ||f — k||? =
1f = (g4 8WIP = |If — glP = 8% — & + 8 = ||f — gll> = &% < || — gII*, por
tanto || f — k|| < ||f — g||, pero esto tltimo no puede ser pues g es de mejor
aproximacién, entonces (f — g, h) = 0 para toda h € H,.
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Inversamente, como H, es un subespacio de H, entonces Hy = Hy + g. Se
definen los conjuntos A = {||f—(g+h)||: h € Ho} y B={||f—k|| : k € Ho},
respectivamente. Afirmamos que A = B;si||f — k|| € Ay como k =g+ h
para alguna h € Hy, entonces ||f — k|| = ||f — (¢ + h)|| € B, luego A C B.
La otra contencién es clara, pues g + h € Hy, por tanto se sigue que

E(f) = inf [If -kl =infb=infa= inf ||f —(g+R)l] = f —gll
Utilizando la ecuacién (2.4) con § = 1 y la hipétesis (f — g,h) =0, E(f) =
l|f — g||- = Un producto interior define un funcional lineal real o complejo
segin sea el producto interior, asi la ecuacién (2.3) se puede interpretar como
sigue: para el funcional A(h) := (f —g, h) se tiene A(h) = 0 para toda h € Hy,
luego podemos tomar lo anterior como motivacién para la siguiente definicion
en espacios de Banach.
Sea X un espacio y Y un subespacio vectorial de X, decimos que un funcional
lineal real o complejo A es ortogonal a Y si A(h) = 0 para toda h € Y y
denotamos por Y+ al conjunto de todos los funcionales lineales ortogonales
ay.

Teorma 7 SeaY un subespacio cerrado de X y f € X =Y. Entonces fo € Y
es elemento de mejor aproximacion a f en'Y siy solo si existe un funcional

lineal acotado X tal que N € YL, [N =1y ||f — fol| = MNf). Mds aiin
E(f) = sup A(f). (2.6)

eyt
[[All=1

Demostraciéon. Sea f € X —Y y fy el mejor aproximante a f en Y, es
decir, || f — fol| = E(f). Definimos el funcional lineal A : H — R por

My +mf)=mE(f), donde H=Y @ gen{f}. (2.7)

Notemos que H es un subespacio vectorial de X y A esta bien definido, mas
aun es lineal ya que si h = y+mf, b =y + m'f y a € R, entonces
AMh+ab') = My + ay) + (m+am')f) = (m+ am)E(f) = mE(f) +
am'E(f) = My +mf) + aXy +m') = A(h) + aA(h'). Con lo anterior
demostraremos las propiedades para el A del teorema. Primero notemos que
h €Y siy sélo si m = 0, entonces A(h) = 0 para toda h € Y, es decir,
A € Y1, Ademés se tiene que

Ay +mf)| = |m|E(f) < ||mf+y|| para today € Y y m € R.
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Por tanto ||A|| =1 sobre H y A(f) = AN(f —y) = E(f) =||f — fo||- Por otro
lado notemos que A es un funcional lineal sobre H el cual esta acotado por un
funcional sublineal FE continuo sobre H (por la proposicién (2.1)), més ain
A coincide con E sobre H, por el teorema de Hahn-Banach (ver [1], pag.48)
existe una extensién A a todo X con [|A|| = 1 sobre X, ademds A\ mantiene
la ortogonalidad sobre Y.

Inversamente, como A(f —y) < ||| ||f —yl| y por hipétesis [|[M|| =1, A € Y

v |1f = foll = A(f), entonces A(f) = A(f) — A(y) = A(f —y) < |[f —yl| para
todo y € Y, asi se sigue que

1f = foll = A(f) < ;161£||f—y|| = E(f) para cada f € X. (2.8)

Por tanto ||f — fo|| = E(f), es decir, fy es el mejor aproximante de f en Y.
Més atin, de la desigualdad (2.8), si fijamos f, entonces para toda A € Y+ y
[|Al| =1, E(f) es una cota superior, luego sup A(f) < E(f).

-
Finalmente, como fj es el mejor aproximante de f sobre Y y por (2.7) existe
un funcional ortogonal sobre Y tal que |[A|| = 1, se sigue la desigualdad
contraria
E(f) =If = foll = A(f) < sup A(f).

Aey+

[[All=1
[ |

2.2 Caracterizacion del mejor aproximante

Ahora nuestro interés es la caracterizacién del mejor aproximante en C'(X)
donde X es un espacio compacto Hausdorff, pues estos espacios en la practica
son unos de los mas usados por las propiedades que tienen. En el desarrollo
de este capitulo se mostrara la fuerza del siguiente teorema ya que al final se
caracterizard el polinomio de mejor aproximacion de la manera mas simple
con el teorema de alternancia de Chebyshev.

Teorma 8 (Kolmogorov) Si Y es un subespacio de dimencion finita de
C(X), entonces P es un elemento de mejor aprozimacion de f € C(X)
sobre Y si y solo si para cada (Q €'Y se tiene

max Re{[f(z) - P(2)]Q(z)} 2 0, (2.9)
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donde Ay denota el conjunto (el cual depende de f y P) de todos los x € X
para los cuales | f(x) — P(x)| = ||f — P||.

Demostracion. Procedemos por contradiccién, en efecto, supongamos que

existe () € Y tal que max Re{[f(z) — P(x)]Q(x)} = —2¢ < 0, para algin
rEAQ

€ > 0. Por la continuidad de la parte real Re,

[Re{[f — PIQ(2)} — Re{[f — PIQ(x0)}] <,

para toda x € Bs(xg), para algin ¢ y xg € Ay. Por lo tanto,
Re{[f — P]Q(x)} < e+ Re{[f — P]Q(x0)} para toda x € Bs(xy). Ademds

como Re{[f — P]Q(xo)} < m?qxifﬁe{[ f(z) — P(2)]Q(z)} = —2¢, entonces

Re{[f(x) — P(x)]Q(x)} < € —2¢ = —e para toda z € Bjs(zg). Tomando

ahora el conjunto abierto G := |J Bs(z), se tiene que G contiene a Ay,
T€AQ
(notemos que (e, z) y x € Ap), luego

Re{[f(x) — P(2)]Q(z)} < —e para todo x € G D Ay. (2.10)

Por otro lado, supongamos la funcién P, = P — AQ) donde A > 0y M =
max |Q(x)|, entonces para cada x € G se tiene que

(@) = Pi@)? = |f(2) = Ple) + AQ(@)]? = | f(z) — P(x)|*+
DRe[(f — P)(@)Q(@)] + NIQ(@)[2 < E(f)? — 2xe + A2M2.

Ahora tomando A\ < M ~2¢, se sigue que \2M? < \e y se tiene la desigualdad
|f(z) — Pi(z)|*> < E(f)? — Xe < E(f)?, es decir,

|f(z) — Pi(z)| < E(f) para toda = € G. (2.11)
Por otro lado

|[f(z) = P(2)| < [|f = Pll = E(f) = inf [|f — P[] para todo z € X,

asi se obtiene la desigualdad estricta | f(z) — P(z)| < E(f) para todo x € G°.
Sea § > 0 tal que |f(z) — P(x)| < E(f) — d para todo x € G°, entonces se

tiene que, | f(z) — Pi(0)] < [f(z) = P(2)] + Q@) < E(f) =5+ AM y
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tomando A de tal manera que A\ < (2M)~14 se deduce que |f(z) — Pi(z)| <
E(f) — 6+ 36 < E(f) para todo z € G°. De est4 tltima desigualdad y de
(2.11) se sigue

|f(z) — Pi(z)| < E(f) para todo x € X (2.12)

Por lo anterior, como P; € Y se obtiene que || f — Pi|| < E(f), es decir, existe
un menor error al que se tiene inicialmente, es una contradiccion y por tanto.

max Re{[f(z) — P(x)]Q(x)} > 0, para todo Q € Y.

TEAQ

Inversamente, sea P, € Y. Si P — P, := (@) y xp € X, entonces

|/ (o) = Pa(wo)[* = [ f (wo) = Pwo)|* + 2Re{[f (o) — P(0)]Q(x0) } +|Q(0)[*,
donde Re{[f(zo — P(x0)]Q(x0)} = 0. Luego [f(zo) — Pi(zo)| = [f(z0) —
P(zo)| = ||f — P||, por tanto P; no es de mejor aproximacién, pues si lo
fuera se tendria |f(x) — Pi(z)| < ||f — Pi|| = E(f) para todo = € X, asi P
es el mejor aproximante. m

En adelante Ay siempre denotard el conjunto utilizado en la hipdtesis del
teorema anterior. Como consecuencia del Teorema de Kolmogorov y con-

siderando el espacio de funciones continuas reales C(X) se tiene.

Corolario 4 Si Y es un subespacio de dimension finita de C(X) y P €Y,
entonces P es un elemento de mejor aprozimacion de f € C(X) si y solo si
para cada QQ €Y se tiene

Los teorema anteriores son caracterizaciones del elemento de mejor aproxi-
macion, utilizando funcionales lineales ortogonales. El Teorema Rivlin-Shapiro
que demostraremos utiliza el Teorema de Kolmogorov, asi como del Teorema
de Caratheodory, se puede ver en ([1], pag.46). Ademds para el teorema de
Hanh-Banach en su version geométrica que también se utiliza en el desarrollo
de la prueba del Teorema Rivlin-Shapiro, se puede ver en ([8],pag.204).

Teorma 9 Sean G y Gy conjuntos disjuntos convexos en un espacio lineal
normado X. Si G es abierto, entonces existe un funcional lineal A en X y
un v € R que cumplen

AMg) < v < A(f) para toda f € G, g € Gy.
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Teorma 10 (Caratheodory) Si B C R" yr < n, entonces el casco convexo
conv B consta de todos los elementos de la forma

x:Zpixi, conr; € B, p;>0y Zpi =1parare{l,2,...,n}.
i=0 =0
Teorma 11 (Rivlin-Shapiro) Sea Y un subespacio lineal de C(X) de di-
mension n. Una funcion P € Y es de mejor aprorimacion a f € C(X)
si y solo si existen puntos x; € Ag, i = 0,...,r y numeros p; > 0 tal que

ipi =1y ipl[f(xz) — P(2;)]Q(z;) = 0, para todo Q € Y conr < n.
i=0 i=0

Demostraciéon. Note que todo funcional lineal A\ : R" — R, esta definido
en R"™ si y sélo si estd definido sélo en la base candnica de R”, es decir, A es

funcional lineal en R siy sélo si A(x) = Y a;24, donde x = (x4, ..., 2,) € R"
i=1
y a = (Ae1),...,\Nen)). Si{¢1,...,¢0,} es una base para Y C C(X),

entonces para toda @ € Y, setiene Q = > ¢;¢;, con¢; € Ry parai =1,...,n.
i=1

Por otro lado sea la funcién continua ® = ((f —P)¢1, ..., (f—P)o,) : X —
R" definida por ®(z) = ((f — P)(x)¢1(x),...,(f — P)(x)pn(x)). Como Ay es
un subconjunto cerrado (Ag es la imagen inversa del escalar ||f — p|| bajo la
funcién continua |f — p| ) en un espacio X compacto y Hausdorff, entonces
Ay es compacto, y por tanto ®(Ay) es un subespacio compacto de R™. M4s
aun, el casco convexo cov $(Ay) es compacto.

Por otro lado afirmamos:

i) P es de mejor aproximacioén a f en Y siy sélo si r%%ic : A(z) > 0 para
fAS 0

toda A funcional lineal.

ii) Si nql)za( : A(z) > 0 para toda A funcional lineal, entonces 0 € cov ®(Ay).
Te 0

Probemos i), supongamos que P es de mejor aproximacién a f y sea A\ un

funcional lineal. Luego (A®)(z) = A(P(z)) = é})\(ei)(f — P)(x)pi(z) =

(f - P)(l’)(f% Aei)¢i(x)), es decir, A (x) = (f — P)(z)Q(x), donde Q(x) =
i Ae;)pi(z) € Y. Por el teorema de Kolmogorov, se sigue que
i=0

0 < max(f — P)(2)Q(z) = maxA®(z) = x| Az). (2.13)
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n

Inversamente, supongamos que 0 < rgz(if : A(x). Sea Q(x) = > cipi(x) €Y
TE€ 0 1=0

y el funcional lineal definido por A(x) = > ¢;x;, por (2.13) y el teorema
i=0

de Kolmogorov se tiene el resultado. Para la prueba de ii), procedemos
por contradiccién. Supongamos que 0 ¢ cov ®(Aj), como cov P(Ag) es
compacto, éste es cerrado en R”, sea la bola abierta Bs(0) en el complemento
de cov ®(Ay), si hacemos G := cov ®(Ay) y Gy = Bs(0), entonces se cumple
la hipétesis del teorema (9) y por tanto existe un funcional lineal A\ en R™ y
un v € R que cumplen

Ag) < v < A(f) para toda f € G, g € Gy.

< X(f) para toda f € P(Ay), es decir, —A(f) <

7
C cov P(Ap), luego max —A(f) < 0, lo cual

En particular, 0 = A(0) <
) fE€®(Ao)

0 para toda f € ®(Ap

contradice la hipodtesis.
Finalmente, por i), ii) y aplicando el Teorema de Caratheodory, se sigue

que > p;y; = 0, donde y; = ®(x;) para algin x; € Ay y los p; > 0 son
=0

7
T

tales que > p; = 1, con r < n. Ahora sea Q) = > c;¢0; € Y y el co-
=0 =0
rrespondiente funcional lineal A, donde A(e;) = ¢;, 7 = 1,...,n, entonces

0= \(0) = z PA(yi) = z piéo es)(f = P)(a)o;(2:) =

n

Opi(ifo(f — P)(zi)e;0(x:) = é%pz‘(f = P)(@:) (X ¢;o(w:)) =

J=0

T

1=

dYopi(f — P)(z;)Q(x;), por tanto, existen puntos z; € Ag, i = 0,...,ry
i=0

nimeros p; > 0 tal que > p; =1y > pi[f(z;) — p(2:)]Q(z;) = 0 para todo
0
QeY conr <n.

Para el reciproco del teorema, supongamos que >, p;[f(z;) —p(z;)]Q(z;) = 0.
i=0
Ast [f(z;) — p(z;)]Q(x;) > 0, para algin x; € Ag con 0 < i < r, pues p; > 0,
y por tanto
max(f(z) — p()|Q(z) 2 [f(zi) — p(2:)]Q(z:) 2 0, para todo Q € Y.

Finalmente, por el teorema de Kolmogorov se sigue el resultado. =

r

=0 i
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Corolario 5 §i P es de mejor aproximacion a f en X, entonces P es de
mejor aprozimacion a f en algin subconjunto {xg,...,z,} C Ag.

Como motivacion del teorema Rivlin-Shapiro surge la siguiente definicién que
es importante porque permite caracterizar de otra forma a los elementos de
mejor aproximacion en términos de funcionales lineales ortogonales como se
vera mas adelante.

Definicién 3 Sea Y un subespacio lineal de C(X) de dimension finita n,
A se llama funcional lineal de aprorimacion de f y P en Y, si dados

{zo,..., 2.} T Ag yr <mn, se tiene \*(g) = > a;g(z;),
i=0

donde a; = pgsign [f(x;) — P(x;)], p; >0, i1 =0,...,7, > p;=1.

Corolario 6 Sea Y un subespacio lineal de C(X) de dimension finita n.
Si f ¢ Y, entonces P es de mejor aproximacion a f en'Y si y sélo si
existe un funcional lineal de aprorimacion de f y P, para algunos puntos
{zo,..., 2.} C Ag yr <mn, el cual es ortogonal en Y.

Demostracién. Supongamos que P es de mejor aproximacién a f en Y.
Por el teorema de Rlvlln-Shaplro existen puntos x; € Ag, i = 0,...,7y

mimeros p, > 0 ta que p, = 1y 3 pilf(@,) = P(e)]Q(x;) = 0. para todo
Q€Y conr <n, luego se define el func1onal lineal ortogonal de f y Pen Y

por \*(g) = Z%aig(a:i) donde «; = pysign [f(x;) — P(z;)], pi >0y Zpi =1.

Como || f = P[|A(Q) = A*(Ilf =PIl Q) = Zazllf PllQ(x:) = sz[(,)

P(z;)]Q(x;) = 0, se sigue que \*(Q) = O para todo ) € Y, es decir, \*
es ortogonal en Y. Inversamente, por el teorema (7), basta probar que el
funcional lineal ortogonal A* cumple ||[A*|| = 1y ||f — P|| = A*(f). Como

A (9)| = IZ%Q(%)\ < Zpilg(l’i)! < Epil\g\l = llgll, Tuego [[A*[| =

Por otro lado como \* es ortogonal enY se 31gue que X*(f) = X(f — P) =

szszgn [f (i) = P(ai)][f (z:) — P(xi)] = gopz(e%gn [f (i) = Plaa)])?Ilf —
P||—||f Pl|.
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2.3 Sistemas de Haar

En la seccién anterior todos los teoremas son caracterizaciones del mejor
aproximante, finalizando con el teorema y corolario que caracteriza de la
manera mas sencilla tal polinomio. Ahora veremos como garantizar la unici-
dad del polinomio de mejor aproximacion. Para ello definimos los subespacios
de Haar y en particular los subespacios de Chebyshev en espacios de funciones
definidas sobre espacios topologicos de Hausdorff.

Definiciéon 12 Sea X un espacio Hausdorff con al menos n + 1 puntos y
sean hg, hy, ..., h, funciones reales continuas definidas sobre X. Decimos
que el conjunto de funciones ® := {hg,hy,...,h,} es un sistema de Haar
de orden n + 1 en X, si cada combinacion lineal A\ohg + A\ihi1 + -+ + A\, hy,
con coeficientes Ag, A1, ..., A, € R no simultineamente todos ceros, no tienen
mdas de n ceros distintos en X. El subespacio generado H = gen{hq,...,h,}
de X por el sistema de Haar de orden n+ 1 en X es llamado subespacio de
Haar de orden n+ 1 en C(X). En particular si X es compacto Hausdorff
decimos que ® es un Sistema de Chebyshev, respectivamente H es llamado
subespacio de Chebyshev.

Si X tiene cardinalidad n + 1 y ® es un sistema de Haar, entonces ® forma
un conjunto linealmente independiente en C(X). El conjunto {1,z,..., 2"}
en [a,b] es un sistema de Chebyshev.

Proposicién 2.4 Sean X wun espacio Hausdorff de cardinalidad n + 1 y
{ho,h1,...,h,} C C(X). & = {hg,h1,...,h,} forma un sistema de Haar
de orden n+1 en C(X) si y solo si det(h;(x;)) # 0 para cualesquiera puntos
distintos {xg,...,z,} € X.

Demostracion. Sean xy,...,z, puntos distintos de X. Como

n

> > Aih; = 0 implica \; = 0 con i = 0,...,n, ya que {hg, hy,...,h,} es un
i=0

conjunto linealmente independientes, entonces evaluando la combinacion li-
neal en cada x; para i = 0,...,n se tiene el sistema de ecuaciones lineales
homogéneo de orden n + 1:
tho(xo) —+ )\1h1(l’0) + -+ )\nhn(af())
Xoho(x1) + Mhi(x1) + -+ + Apho(21)

0
0

(2.14)
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que tiene la solucién trivial Ag = Ay = --- = A\, = 0 si y s6lo si det(h;(z;)) #

0. Inversamente, supongamos que det(h;(x;)) = 0, entonces existe una

solucién no trivial del sistema de ecuaciones lineales (2.14), luego la com-
n

binacion lineal »_ A\;h; tiene al menos n + 1 ceros, por tanto ® no es un
i=0

sistema de Haar de orden n + 1, asi el regreso estd demostrado por contra

reciproca. ®

El teorema anterior es importante porque nos permite encontrar una unica

funcién en el subespacio de Haar, cuya grafica pase por algunos puntos de-

terminados, es decir, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 7 Sean xg,...,x, € X yag,...,q, € R. Si ® forma un sistema
n

de Haar en X, entonces existe una unica combinacion lineal h = > \;h; tal
i=0

que h(x;) = o; coni=1,...,n.

Demostracién. Por el teorema anterior se tiene det(h;(z;)) # 0y por tanto
el sistema

)\QhO(ZIJg) + )\1h1 ($0) + -+ )\nhn(l'o) =
)\0h0(l’1) -+ /\1h1($1) + -+ )\nhn(xl) = (9

Moho(zn) + Ahi(z,) + -+ Mhp(2,) = .

n
tiene solucién tnica, A, ..., \,, asi se tiene que h = >_ \;h; tal que h(z;) =
i=0
o;. i ’
De esta forma decimos que hay un polinomio de interpolacion h de hg, ..., h,
con h(z;) = oy para i =0,...,n.

Proposicién 2.5 Si ¢ es un sistema de Chebyshev de orden n+ 1 en [a, b

Y x1,...,%, € (a,b), entonces la funcion definida por
ho(z) ho(x1) ... ho(z,)
D(z,zq,...,2,) := h1@> hl(_xl) o hl(_xn) (2.15)
ha(@)  hu(z1) ... hala)
tiene exactamente por ceros los puntos x;, para v = 1,...,n. Mas aun, en

cada x; cambia de signo D(x,xy,...,2,).
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Demostracion. La primera parte es clara. Por las propiedades de los de-
terminantes se sigue que D(z;, x1,...,2,) = 0 para i = 1,...,n. Méas ain,
como D(x,zy,...,T,) es una combinacién lineal del sistema de Chebyshev
®, entonces D(x,xy,...,x,) tiene a lo méds n ceros, y por tanto tiene exac-
tamente n ceros.

Sea 0 < § lo suficientemente pequeno tal que (z; — 0,21+ 0) C [a, b]. Defini-
mos la funcién continua gs : [0,] — R por

ho(ﬂfl —5+t) ho(ZL‘l +t) ho(l‘n)
hl(.flfl -0 + t) hl(xl -+ t) c. hl(xn)
95(t) = : : :
Afirmamos que gs(t) # 0 para toda t € [0,d]. En efecto, supongamos que
existe to € [0,9] tal que gs(tp) = 0, entonces (slir? gs(to) = 0 = —D(z1 +
—1to
to, T1, . - ., Tp) contradiciendo la primera parte de la proposicién, asi gs(t) # 0

para todat € [0, d]. Finalmente observemos que ¢(0) = D(z1—08,21,...,2,)y
g(0) = =D(x1+8, 21, ..., x,), luego D(z1—0, 21, ..., 2,) y D(x140, 21, ..., 2y)
tienen signos opuestos, pués g # 0 en todo el intervalo [0, d], de estd misma
forma se prueba que también cambia de signo D(x, 1, ..., z,), paraxs, ..., T,.
|

Se tiene un resultado mas general de la proposicién anterior, de hecho la
funcién D(z,z4,...,x,) genera a todas las funciones en un subespacio de
Chebyshev que cambian de signo exactamente en n puntos de un intervalo
cerrado [a, b].

Proposicién 2.6 Sean ® un sistema de Chebyshev de orden n+1 en [a,b] y
H el correspondiente subespacio de Chebyshev de orden n+1. Si h € H tiene

exactamente n ceros distintos 1, . .., z, en (a,b), entonces h necesariamente
cambia de signo en cada x;, parai=1,...,n.

n
Demostracién. h € H y xy,...,x, son los ceros de h, entonces h = Y \;h;,

=0
pues H es un subespacio diferente del trivial y por tanto existe algin \; # 0.

Sin pérdida de generalidad supongamos que Ay # 0, asi usando la propiedad
de los determinantes, multiplicando a los A; diferentes de cero con el renglén
i-ésimo correspondiente y sumando al primer renglén en D(x, x4, ..., z,), se
sigue que
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> Aih; 0 e 0
i=0
D(z,a1,...,2p) =1/Xo| M@  halz) .. hi(za) | = (Dy/A)h(x),

ho(xz)  hp(xy) R N )

]’Ll (l'1> hl (172) Ce hl (ZL’n)

ho(x ho(x oo ho(x,

donde D, = 2(, ) 2(, 2) 2(_ )
Entonces h tiene los mismos ceros que D(z,xq,...,2,), luego por

la proposicién (2.5), h cambia de signo en cada z; si y sélo si lo hace
D(z,z1,...,2,) en cada x;. =

Lema 1 Sean X un espacio de Hausdorff que tiene al menos n+2 puntos, ®
un sistema de Haar de orden n+1 y P un polinomio de mejor aproximacion a
la funcion continua f, entonces el subconjunto Ay para el cual |f(x)—P(x)| =
||f — P|| = E(f) contiene al menos n + 2 puntos.

Demostracién. Supongamos que Ay = {xg,...,xs} con s < n+ 1, entonces
existe un punto xz € X, tal que

0 <[f(x) = P(x)| <|[f =PIl = E(f),

luego entonces 0 < E(f). Por otro lado, por el sistema de ecuaciones lineales
de (s+1)x (n+1)

Aogo(To) + A1 (o) + -+ + Augn(z0) = —[f(20) — P(20)]
Modo(T1) + Mdi(z1) + -+ A@n(1) = = [f(21) — P(21)]

Modo(s) + M1 (ws) + -+ 4 Andn() = —[f(2.) = P(a,)]

se tiene un polinomio @ = > \;¢; (no necesariamente tinico) tal que Q(xy) =
i=0
—[f(zx) — P(xy)] con k =0,...,s. Aplicando el teorema de Kolmogorov se
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tiene max|f(z) — P(2)]Q(x) = max [f(zx) — P(24)]Q(zx) = max —[f () -

0<k<s
P(x1)]* = —E*(f) < 0, pero esto no puede ser ya que contradice la caracter-
izacién del polinomio de mejor aproximacién. m
De forma inmediata se prueba la unicidad del polinomio de mejor aproxi-
macién usando el teorema anterior.

Teorma 13 S5i ® es un sistema de Haar de orden n+1 en X, entonces toda
funcion continua f tiene un unico polinomio de mejor aproximacion P en

X.

Finalmente, si en X esta definido un sistema de Haar se garantiza la
unicidad del mejor aproximante. El teorema principal en esta seccion es
el teorema de Alternancia de Chebyshev que se pueden consultar en ([7],

pag.74).

Teorma 14 (de Alternancia de Chebyshev)

Sean ® un sistema de Haar de ordenn en [a,b] y A C [a,b] de al menosn+1
puntos. Si f € C(A), entonces P es el polinomio de mejor aproximacion a
fen A siy solo si existen n+ 1 puntos xg < --- < x, en Ay y un nimero
€ = +1, para el cual f(z;) — P(z;) = d(—1)% con i = 0,...,n y donde
d=|f =Pl

Notemos que el teorema de alternancia de Chebyshev sigue siendo un teorema
de caracterizacion del polinomio de mejor aproximaciéon y para calcular tal
polinomio se puede utilizar el algoritmo de Remez.([7] pag.78)

Un sistema de Chebyshev completo de orden n+ 1 sobre X es un sistema
de Chebyshev {hy,...,h,} de orden n + 1 sobre X, tal que para cada k =
1,...,m, el conjunto {hy, ..., hy} es también un sistema de Chebyshev de orden
k + 1 sobre X. Mientras que un subespacio de Chebyshev completo de orden
n+ 1 sobre X es un subespacio de X generado por un sistema de Chebyshev
completo de orden n + 1 en X.

Para el caso que nos interesa, que es el intervalo [a, b] o el circulo unitario
T=[0, 27| con la distancia p(x,y) = min{|z — y|,27 — | — y|}, una funcién
auxiliar que es de mucho apoyo es w : [a,b] — R dada por

w@y_{29$€w@,

1 siz=aox=0.

Para X = T, hacemos w(x) := 2, para toda z € T.
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Teorema 15 Sea X un intervalo real compacto [a,b] o el circulo unitario T.

Paran € N sea H un subespacio de Chebyshev orden n+1 en C(X) generado

por las funciones hg, ..., h,. Stk =1,...,n y si x1, ..., x, son puntos diferentes
k

en X que satisfacen > w(x;) < n, entonces existe una funcion h € H, tal

=1
que

h>0, h(z1) =---=h(zy) =0 y h > 0 sobre X\{z1, ..., 2, }. (2.16)

Si X es un intervalo real compacto [a,b], n es par y uno de los puntos ex-
tremos a o b estd en {x1,...,x,}, entonces la funcion h puede anularse en
ambos puntos a y b. Esto ultimo no puede ocurrir cuando H es un subespacio
de Chebyshev completo de orden n+ 1 en Cla,b).



Capitulo 3

Subespacios de Korovkin

3.1 Subespacios de Korovkin para medidas
de Radon

Definicién 4 Dada p € pjf (X), con X un espacio topoldgico Hausdorff y
localmente compacto, se define para H C Cy(X) el conjunto

D, (H,p) ={f € Co(X) : para cada red (;)ic; de elementos de u; (X) se
satisface la propiedad llleﬂll wi(f) = u(f), siempre y cuando
su? ||| < o0y lier?ui(h) = u(h) para cada h € H}.
i€ ¢
De la definicién es claro que H C Dy (H, u) C Cy(X). Lo interesante es saber
en que casos se tiene Dy (H,u) = Co(X). En tales casos H es llamado un
D -subconjunto de Korovkin con respecto a la medida de Radon positiva y
acotada . Por lo anterior se desea conocer las propiedades que debe tener
el subconjunto H para asegurar la igualdad. Como observacién, es facil
ver que si gen(H) es el subespacio de Cy(X) generado por H, entonces se
tiene D, (H,u) = Di(gen(H),pn), por tal razén asumiremos que H es ya
un subespacio. Un subconjunto de Cy(X) que estd muy relacionado con
D, (H, u) es el siguiente.

Definicién 5 Sea p € pf (X), con X un espacio topoldgico Hausdorff local-
mente compacto, se define para H C Cy(X) el conjunto

Ui(H,p) = {f €Co(X):v(f)=pn(f) siempre que se cumple
v € i (X), you(h) = u(h) para cada h € H}.

30
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El teorema siguiente es muy importante porque relaciona a Dy (H,u) y
U+(H7 M)

Teorema 16 Si H un subespacio de Co(X) y p € i (X), entonces
D+(H7 :u) = U+(H7 :U’)

Demostracién. Es claro que D, (H, ) C UL (H, ), yaquesi f € Dy (H, )
y v € i (X) satisface v(h) = u(h) para cada h € H, al definir la red (p;)ies
con p; = v, se ve facilmente que sup;¢; ||| = [|v|| < ooy limyer pi(h) = pu(h)
para cada h € H. Esto ultimo asegura que lim;e; p;(f) = pu(f) = v(f), y por
tanto f € Uy (H,p). Inversamente, al suponer que f € Uy (H,pu) y (fi)ier
es una red de medidas positivas y acotadas que cumplen sup,c; ||u: || < oo,
lim;es pi(h) = p(h) para cada h € H y lzlenllul(f) # u(f), existiria un € >

0, tal que para cada i € I hay un «(i) > ¢ con la propiedad |pa(f) —
u(f)| > €. Por otra parte, la familia A = {14} es fuertemente acotada, es
decir, para todo compacto, existe una constante My > 0 tal que |pqaa)(f)] <
My || f|| para toda «(i) y toda f cuyo soporte esta contenido en K. Como
es fuertemente acotada, entonces A es un conjunto relativamente compacto,
por tanto en A existe una subfamilia (p,).c; con un filtro F mas fino que el
filtro de secciones finales del conjunto de indices I tal que lim,er 7 . (h) =
lim;ey p;(h) = p(h) para cada h € H. Por tanto se sigue que v = p sobre H,
luego, en particular p(f) = v(f) lo cual contradice |pae)(f) — p(f)] > € =

Para la caracterizacién de los subconjuntos de Korovkin para medidas de
Radon necesitamos del concepto siguiente.

Definicién 6 Un subespacio H de Co(X) es llamado cofinal si para cada
f € Cy(X), existe h € H con f < h.

La anterior definicién es equivalente a que existe un hg € H con hg(z) > 0
para toda x € X.

Teorema 17 Si X es compacto y H es cofinal en C(X), entonces para f €
C(X) los enunciados siguientes son equivalentes.
(1) f € UJr(Ha:u) .
(2) sup u(h) = u(f) = inf. p(k).
heH keH
h<f f<k
(3) Para cada € > 0, existen h,k € H con h < f <k y u(k) — u(h) < e.
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Demostracién. La equivalencia entre (2) y (3) es clara. Veamos que (1)
implica (2). Si al mapeo p : C(X) — R definido por p(g) = Ign}f{u(k) para
€
9<k
cada g € C(X), le aplicamos el Teorema de Hahn-Banach, entonces existe
una forma lineal v sobre C'(X) tal que v < py v(f) = p(f). Ahora notemos
que si g € C(X)y g <0, entonces v(g) < p(g) < 0. Por tanto v es positivo
y entonces v € p(X). Més atn, v = p sobre H puesto que p = p sobre H.
Ast u(f) =v(f) =p(f) = kinlgu(k;), por (1). Para completar esta parte de
€
9<k
la demostracién, veamos que —f € U, (H, ), por lo que u(—f) = p(—f), o
)

bien, u(f) = —p(—f) = sup pu(h). Para ver que (2) implica (1), si v € u*(
heH

h<f
y v = p sobre H, entonces de las desigualdades supv(h) = u(f) = ]inlf{v(k)
heH S
h<f f<k

se sigue que v(f) = p(f). =
Otro resultado similar al anterior (con una demostracién también muy

parecida) que caracteriza a los D -subespacios de Korovkin con respecto a
una medida de Radon positiva y acotada, es el siguiente.

Teorema 18 Si X es compacto y H un subespacio de C(X), entonces para
f € C(X) los enunciados siguientes son equivalentes.
(1) Us(H, p) = C(X) para p € pu; (X).
(2) H es cofinal y sup p(h) < u(f) < inf u(k) para cada f € C(X).

heH ked

h<f I<k
(3) H es cofinal y para cada f € C(X) y e > 0, existen h,k € H con
h<[f<kyp(k)—ph) <e

Caracterizaremos ahora los subespacios determinantes para medidas de
Radon discretas por medio de un criterio casi puntual. Supondremos ahora
que X es un espacio Hausdorff localmente compacto. Preliminarmente el
siguiente resultado dice que si queremos que una medida de Radon u € p;f (X)
admita un subespacio determinante de dimensién finita, entonces necesaria-
mente se debe tener que i sea una medida de Radon discreta.

Teorema 19 Sea p € pj (X), u# 0y H es un subespacio de dimension n
de Co(X). Supongase que H separa los puntos de X, y si X no es compacto
para cada v € X existe un h € H, tal que h(z) # 0. Entonces eziste un
nimero finito de puntos x1,...,x, € X, p <n+ 1 y numeros reales positivos
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P P

Aty ooy Ap tales que YN < ||ul] y p = > Ni&y, sobre H. Consecuentemente, si
i=i i=1

H es un Dy -subespacio para pu o un D -subespacio para p, si es que ||p|| < 1,

p
entonces 1= >, Ny, -
i=1

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |u|| =1
y supongamos en principio que X es compacto. Fijemos una base algebraica
{h1,...,h,} de H y consideremos el mapeo inyectivo ®* : X — R" definido

por
¢*(z) = (hi(x), ..., h(z)) para cada x € X.

Entonces ®*(X) y su casco convexo K = conv(®*(X)) son subconjuntos
compactos de R™. Por el Teorema de Krein-Milman se tiene 9. K C ®*(X).
Consideremos ahora la medida de Radon probabilidad p* € pf (K) definida
por p*(f) = p(f o ®*) para cada f € C(K). Por otro lado, si denotamos por

r(p*) € K la resultante de p*, por el Teorema de Caratheodory existen a lo
n+1
mas n + 1 puntos 1, ..., Tpe1 € X ¥ A1,y Apgr tal que D0 N =1y r(p') =

n+1
> Ai®*(z;). De acuerdo a lo anterior, para cada j = 1, ..., n obtenemos
i=1

n+1 n+1

p(hy) = p*(pri®*) = pri(r(p)) = Z Aipri®*(z;) = Z Aihj(x:),

n+1
donde pr; : R* — R denota la j-ésima proyeccién. Asi, = > \&,.
i=1
Para el caso no compacto, considere la compactificaciéon a un punto X,
de X esto es para cada f € Cy(X), la funcién f definida por (1.1). Luego

consideremos la medida de Radon g definida por (1.6). Entonces ||p| =

lull =1y u(f) = f(f) para toda f € Co(X). Puesto que H = genf{hy, ..., hy}
separa los puntos de X, por el razonamiento del caso compacto, existen a
n+1
los mads n + 1 puntos xy,...,Tp41 € X ¥ A1, Apy1 tal que >N =1y
n+1 - 1=1
p=> Né&;, sobre H. Sea [ ={i=1,...n+1:x2; # 0}. Entonces I # (), ya
i=1
que de lo contrario u = 0; asi u = > \;j&,, sobre H. m
iel
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3.2 Subespacio de Korovkin para operadores

La aproximacién tipo Korovkin se desarrolla en medio de los conceptos y
los resultados obtenidos sobre la convergencia de las redes de operadores li-
neales positivos. La caracterizacion obtenida en relacién con la convergencia
del operador identidad tiene una subsecuente estimulacién a la investigacién
sobre otra clase de operadores lineales. Esta seccion s6lo menciona los con-
ceptos basicos y algunos resultados necesarios para comprender la relacién
entre los espacios de Chebyshev y los subespacios de Korovkin en el espacio
de las funciones continuas.

Definicién 7 Un subconjunto H de Co(X) es llamado subconjunto de Ko-

rovkin con respecto a un operador lineal positivo T : Co(X) — Co(Y), si se

satisface la propiedad siguiente: para cada red (L;);e; de operadores lineales

positivos de Cy(X) en Co(Y) tal que su? | Li]| < o0y hEITIl Li(h) =T(h) para
i€ v

cada h € H, entonces se tiene que lirgl Li(f) =T(f), para cada f € Co(X).
S

Si H satisface la definicion anterior decimos que H es un K -subconjunto
de Korovkin para T.

Obsérvese que la equicontinuidad de la red de operadores lineales posi-
tivos estd descrita por la condicién sup,.; ||Li|]| < oo. Si T es un operador
lineal positivo con ||L|| < 1, entonces T es llamado una contraccién, y si H
satisface la definicién anterior sélo para redes (L;);c; de operadores lineales
positivos que son contracciones, entonces se dice que es un subconjunto de
Korovkin con respecto a contracciones lineales positivas y se denota por K}L—
subconjunto de Korovkin para 7. Al igual que para medidas de Radon, un
subconjunto H de Cy(X) es un subconjunto de Korovkin para 7" con respecto
a operadores lineales positivos si y solo si el subespacio generado por H es un
conjunto de Korovkin, asi podemos suponer que en la definicién (7), H es ya
un subespacio y lo llamaremos K -subespacio para T, y de manera similar
K}r—subespacio para 1" para contracciones lineales positivas. Notemos que
si el espacio X es compacto y 1 € H, entonces la red automaticamente es
equicontinua, ya que por ser X compacto, entonces Cy(X) = C(X), luego,
de ser necesario se reemplaza la red (L;);e; por una subfamilia (L;);>;, la
condicién sup;e; || Li]] < oo es satisfecha siempre que lim;e; Li(h) = T'(h)
para cada h € H.

Si el subespacio H no es un K -subespacio para T o un K}r—subespacio
para T es aun importante conocer al mayor subconjunto  {f € Cy(X) :
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lim;e; Li(f) = T(f) siempre que sup,¢; || ;]| < oo y lim;es L;(h) = T'(h) para
cada h € H}.

Definicién 8 Se llama la clausura de Korovkin para H con respecto al ope-
rador lineal positivo T o K -clausura de Korovkin de H con respecto a 'l al
conjunto:

K. (H,u) ={f¢€Co(X): para cada red (L;);cr de operadores lineales
positivos L; : Co(X) — Co(Y') se satisface hn? Li(f)=T(f),
1€
siempre que sup || L;|| < oo y lier? L;(h) =T(h)
iel v
para cada h € H }.
(3.1)

Sin dificultad alguna se puede verificar que K, (H, ) es un subespacio de
Co(X) para cualquier subconjunto H.

Nuevamente hacemos notar que para clausuras de Korovkin, si H es un
subconjunto de Cy(X), la K -clausura de Korovkin con respecto a 1" es igual
a la K -clausura de Korovkin con respecto a 1" del subespacio generado por
H. También, segtin la definiciones de conjunto de Korovkin y de clausura de
Korovkin, H es un subconjunto de Korovkin si y sélo si K (H, ) = Co(X).
De manera similar se define la K}r—clausura de Korovkin de H con respecto
a la contraccién T, al tomar en la definicion 3.1 sélo operadores lineales que
son contracciones.

3.3 Relacion entre K, (H,T) y D, (H,u)

En esta seccién describimos la relacion existente entre la K, -clausura de
Korovkin de H con respecto al operador lineal positivo 7' o K} -clausura de
Korovkin de H con respecto a la contracciéon T y los D,-subconjunto de
Korovkin con respecto a la medida de Radon positiva y acotada pu.

Para lo anterior, sea T' : Co(X) — Cy(Y') un operador lineal positivo.
Para cada y € Y fijo se tiene una medida de Radon p : Co(X) — R
definida por

sy (f) =T f(y) para cada f € Co(X). (3.2)

. T o .
Como puede verse, se tiene py, = & o T. Un conjunto que aparece en el
siguiente teorema es el siguiente:
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Definicién 9 Dado un subespacio H, el conjunto de todos las f € Cy(X),
para los cuales se cumple que dado cada € > 0, existen h,k € H tales que
h-e < f <k + € se denota por H*.

Se puede verificar que f € H* si y sélo si siempre que p € pf (X) y p =0
sobre H, entonces p(f) = 0. Para mostrar la relacién de K, (H,pu) y los
D, (H, ), veamos primero la relacién entre K} (H,p) y los DY (H, ).

Teorema 20 Sea T : Co(X) — Co(Y') una contraccion lineal positiva y sea
H un subespacio de Co(X). Para cada f € Cy(X) los enunciados siguientes
son equivalentes:

(1) fe K\(H,T).

(2) i) fe DL(H,pu)) para caday €Y.
i) f e H".
Demostracién. (1) = (2). Primero estableceremos la condicién (7). Con-
sideremos y € Y y v € pf (X), tal que |Jv]] <1y v = p] sobre H. Fijando
una base @ de vecindades abiertas relativamente compactas para y € Y. Para
cada V' € g existe una funcién continua g, : Y — [0, 1], tal que g, (y) =1
v g, = 0 sobre Y\V. Con lo anterior podemos considerar el operador lineal
L, : Co(X) — Cy(Y) definido por L,(g) = v(g)g, + T(9)(1 — g,,) para
cada g € Cyp(X). Asi, cada L, es una contraccion, ya que

Ly, (9)(2)] [v(9)lgy (2) + 1T (I (1 = g,)(2)
lgllg, () + llgll (1 = g,)(2)
gl

IA N IA

para cada g € Cy(X) y z € Y. Consideremos ahora el orden parcial <
sobre o definido por U < V si 'V C U. Sih € Hy e > 0, existe un
Uy € p tal que |Th(x) — Th(y)| < € siempre que z € Uy. Asi, si V € p
y Uy < V, entonces ||L,, (h) —T(h)|| < € puesto que L, (h)(x) — T(h)(x) =
(T'(h)(y) — T'(h)(z))g, () para cada x € X. Con lo anterior hemos probado
que ‘l/lénp L,(h) =T(h) paracada h € H y luego, por (1) lared (L, (f))vep

converge a T'(f). Por tanto ) (f) = ‘l}m L,(f)=wv(f). Asi, f e Up(H,p) o
€p

de manera equivalente f € D} (H, p1). Para mostrar (i) de (2), sea p € 117 (X)
tal que p = 0 sobre H. Denotemos por © el conjunto de todos los subcon-
juntos compactos de Y ordenados por inclusién. Para cada K de © elijamos



Relacién entre K-subespacios y D-subespacios 37

un punto zx € Y\K y una funcién ¢x € K(Y) tal que 0 < ¢ < 1,

vr(xg) =1y px = 0sobre K. Con lo anterior, ||¢k|| = 1y es facil verificar

que [1(11% v f = 0 uniformemente sobre Y para toda f € Cy(Y'). Si para cada
€

K € © consideramos la contraccién lineal positiva Ly : Co(X) — Co(Y)
definida por Lg(g) = ﬁg&K + T(9)(1 — px) para cada g € Co(X), es
claro que la red (Lg(h))kxeo converge a T(h) para cada h € H; luego
por (1) la red (Lg(f))kxeo converge a T(f). Consecuentemente ﬁgp;( =
Li(f)—T(f)+T(f)px —> 0. Esto tltimo indica que u(f) = 0.

(2) = (1) Sea (L;)icr una red de contracciones lineales positivas de
Co(X) en Cy(Y), que convergen a T'(h) para cada h € H. Si (L;(f))ier no
converge a T(f), podemos hallar un ¢ > 0 y para cada ¢ € [ un indice

a(t) € I, con (i) > i ademds de un y; € Y tales que

| Lagy f(yi) =T f(ys)| > . (3.3)

Si la red (y;);e; converge al punto en el infinito de Y, tenemos lm;l W(y;) =0
1€

para cada 1 € Cy(Y). Podemos considerar para cada i € I la medida de
Radon contractiva positiva p; : Co(X) — R dada por p;(g) = Lag(9) (i)
para cada g € Cy(X). Por la compacidad vaga de {u € pf (X) : [ju]| < 1}
existe un filtro F mas fino que el filtro de secciones finales en I y una medida
pcon ||pl]] < 1, tal que (w;)ier es vagamente convergente a u € pu; (X) con
respecto al filtro F. Con lo anterior, si h € H tenemos

li(h)| < |La@yh(ys) — Th(y:)| + | Th(y;)| < HLa(i)(h) — T(h)H + | Th(y:)|

para cada ¢ € [ y entonces la red (u;(h));e; converge vagamente a 0 (con
respecto al filtro F). Por (i7) de (2), se sigue que hIIIl wi(f) = u(f) =0,lo
1€

cual contradice (3.3).

Si la red (u;(h));er no converge vagamente al punto en el infinito de Y,
podemos hallar un subconjunto compacto K de Y y, para cada ¢ € I un
indice 3(i) € I con B(i) > i, tal que yg;) € K. Luego podemos considerar
la medida de Radon contractiva u; : Co(X) — R definida por u,(g) =
Lai)9(yss)) para cada g € Cyo(X). Aplicando nuevamente la compacidad
vaga de {u € pi (X) : ||| < 1} para hallar un filtro F; en I més fino que
el filtro de secciones finales y una medida p € p;f (X) con |lul| < 1, tal que
(13)icr €s vagamente convergente a u con respecto al filtro F | también por
la compacidad de K podemos considerar otro filtro F5 sobre I mas fino que
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Fi, tal que (ya())icr converge a un y € Y con respecto al filtro F,. De tal
manera que, si h € H, para cada ¢ € I, tenemos

1i(h) = Loy h(ysiy) — Th(ysa)) + Th(ysa)
y puesto que
| Loy h(ys) — Th(ysm)| < ||Law(h) — T(h)|| — 0.

Se obtiene que p(h) = lim pi(h) = Th(y) = p, (h). Dado que f € Ui (H, p,),
1€

tenemos también u(f) = i (f) = T f(y), que es una contradiccién a (3.3).

Ahora observemos que la condicién (ii) de (2) significa que f € U, (H,0) =

H* =m

Este resultado en breve dice que

i)~ () ) phoad) )

yey

Maés ain, si Y es compacto, entonces (1) es equivalente a la parte (i) de (2),
y
1 1 T 1 T
KU(H,T) = () DL ) = (Y UL(H.3).
yey yey

El caso en que T : Cy(X) — Cy(Y') es un operador lineal positivo que
no es una contraccion, lo mencionamos enseguida y la demostracion es muy
similar a la anterior.

Teorema 21 Sea T : Cy(X) — Co(Y') un operador lineal positivo y sea H
un subespacio de Co(X). Para cada f € Co(X) los enunciados siguientes son
equivalentes:

(1) f < K+(H>T)'

(2) f € Di(H, ) para cada y €Y.

En breve, se tiene

K+(H7T) = ﬂ D+(H7 M;}F) = ﬂ U+(H’ :Ug:;)

yey yey



Capitulo 4

Subespacios de Chebyshev y de
Korovkin

4.1 Orden de un subespacio de Chebyshev

Hemos mencionado en el Capitulo 2 que, si X es un espacio de Hausdorff
con al menos n+ 1 puntos y hg, hq, ..., h, funciones reales continuas, entonces
decimos que el conjunto de funciones ® = { hg, hy, ..., h,} es un sistema de
Haar de orden n+1 en X, si cada combinacion lineal \ghg+ A1hi+---+ N, hy,
con coeficientes \g, A1, ..., A, € R no simultaneamente nulos, tienen a lo mas
de n ceros distintos en X. El subespacio H = gen{ hg, hy, ..., h, } es llamado
subespacio de Haar de orden n+1 en C(X). En particular, en el caso en que
X es compacto decimos que ® es un sistema de Chebyshev, y H es llamado
subespacio de Chebyshev.

Una caracterizaciéon de los sistemas de Haar es que ® = { hg, hy, ..., hy, }
forma un sistema de Haar de orden n+1 en C(X) siy sélo si det(h;(z;)) # 0
para cualesquiera puntos distintos z, ..., x, de X.

También, si ® forma un sistema de Haar en X de orden n+1, g, ..., z, €
n

X y ag, ..., a, € R, entonces existe una tinica combinacion lineal h = A\;h;
i=0

tal que h(x;) = a; con i = 0,...,n. Un resultado importante que relaciona

el orden de un subespacio de Chebyshev con los D, -subespacios es el sigui-

ente.

39
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Teorema 22 Sea X el intervalo real [a,b] o el circulo unitario T. y sea H

un subespacio de Chebyshev en C(X) de dimension n + 1. Entonces para
P

toda eleccion de puntos diferentes xq,...,x, € X satisfaciendo > w(x;) < n
i=1

y para todo p € C(x1, ...,x,) el subespacio H es un D -subespacio para fu.

Demostracién. Supdngase primero que n es impar y consideremos p puntos

p
distintos z1, ..., z, € X satisfaciendo ) w(z;) < n. Fijemos una medida p =
i=1

p
Yo iy, € Cy(xy, ...y 7). Siv € pt(X) cumple que v = p sobre H. Entonces
i=1
por (2.16) del teorema (15), existe una h € H para la cual se tiene h > 0,
h(xzy) = -+ = h(xy,) =0y h(x) > 0 para © € X\{x1,...,2,}, luego se tiene

v(h) = 0, por lo que Sop(v) debe estar contenido en el conjunto {zy,...,z,}y

p
entonces v = Y \;&;, para algunos Ay, ..., A, € RT. Consecuentemente, para
i=1

p
toda h € H obtenemos > (a; — A;)h(z;) = 0. Dado que p < n + 1, podemos
i=1

elegir de ser necesario (n+1)—p puntos distintos 41, ..., 41 para los cuales
n+1

> Bih(x;) = 0 para cada h € H, siendo
i=1

10 sip+1<i<n+1.

Dado que H es un subespacio de Chebyshev de orden n + 1 debemos tener
B; = 0parai =1,...,n+ 1y entonces v = u. Esto muestra que H es un
D, -subespacio para pu.

Supongase ahora que n es par y que X = [a,b]. También fijemos u =

P
P&, € Ci(xy,...,mp), donde a < 1 < -+ <, < by Y wr) <
i=1

n. Al considerar a v = p sobre H, nuevamente por (2.16) del teorema
(15) podemos encontrar una funcién h € H para la cual se tiene h > 0,
h(z1) = -+ = h(zp) = 0y h(x) > 0 para x € X\{z1,...,2,}. No podemos
proceder como en el caso anterior cuando sélo uno de los puntos extremos
a o besta en {xy,...,x,}, puesto que en este caso h puede anularse en a
y en b. Supongase que ¢ < x; < --- < x, < b. Si h(b) > 0, entonces
la conclusién se sigue como antes. Si h(b) = 0, entonces consideremos la
medida de Radon v; = v + &,. Puesto que vy(h) = v(h) + h(b) = 0, también
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se tiene Sop(vy) C {z € [a,b] : h(z) = 0} = {z1,...,xp,b}. Por lo anterior,

p
existen Ay, ..., A\p, \pr1 € RY tal que v1 = D> &y, + A\p11&p- esto implica que
i=1
p

para toda h € H, i au(z;) = pu) = v(u) = v (u) —ud) = > Nul(z;) +

=1 =1

P p
Apr1u(b) — u(b), es decir > au(z;) + u(b) = > Nu(x;)A\pp1u(b). Asi v = p.
=1 i=1

4.2 Orden de un subespacio de Korovkin

En esta parte consideraremos la convergencia de redes de operadores lineales
positivos (o contracciones lineales positivas) hacia un operador que corres-
ponde de forma natural a medidas de Radon discretas. Para lo anterior,
primero damos la definicion de los operadores en los que nos centramos.

Definiciéon 10 Sean X y Y espacios de Hausdorff localmente compactos y
sea T : Co(X) — Co(Y') un operador lineal y positivo. Decimos que T es
un operador finitamente definido de orden n si existen n mapeos py, ..., Pp :
Y — X y n funciones reales 1, ...,0, : Y — R tal que

T(f) = 3" wilf o 1) para cada f € Co(X). (4.1)

i=1

Se asume que el lado derecho de (4.1) pertenece Cy(Y') para cada f € Cy(X).
Lo anterior es valido siempre que Y sea compacto y cada una de las funciones
D1y eeey Oy Y1, ..., 1, sean continuas, o en el caso en que Y no es compacto,
que las 91, ..., ¥, estén en Cy(Y) y las @1, ..., ¢, sean continuas.
Denotaremos por L£,(X,Y) al conjunto de todos los operadores finita-
mente definidos de orden n de Cy(X) en Co(Y) y por LL(X,Y) al conjunto
de todos los operadores finitamente definidos de orden n de Cy(X) en Cp(Y)
que admiten una representacién (4.1) con Y, 1¢; = 1. Se hace notar que
L,(X,)Y)C L,(X,Y)y LUX,Y) C L. (X,Y) paracadan € N. Un ope-
rador finitamente definido 7" : Cy(X) —> Cy(Y) de orden 1 es de la forma
T(f)=v-(foy) paracada f € Cy(X),donde p: Y — X yop: Y — R.
Los operadores fintamente definidos estan estrictamente relacionados con me-
didas de Radon discretas positivas; de hecho, si T : Cyp(X) — Cp(Y') es un



Orden de un subespacio de Korovkin 42

operador finitamente definido de orden n con una representacién (4.1), tene-
mos entonces que

ul(f) =Tf(y) = Zwi(y) fleily) = Zwi(y) ot (),

paray € Yy f € Cy(X). Consecuentemente, se tiene

e = iY) - o) (4.2)
=1

es una medida de Radon discreta positiva para cada y € Y. Asi

1ty € Cy(21(y), - 0n(y)) (4.3)

para cada y € Y. Més atin, si T € LL(X,Y), entonces ug es también una
medida contraccion y

fty € CL(e1(y), - on(y)) (4.4)

para cada y € Y.

Las relaciones previas permiten establecer el teorema siguiente, que pun-
tualiza la importancia de los operadores finitamente definidos en teoria de
aproximacién tipo Korovkin. De hecho, estos son los tinicos operadores li-
neales positivos que pueden tener subespacios de Korovkin de dimensién
finita.

Teorema 23 Sea T : Co(X) — Co(Y) un operador lineal y positivo y
considere un subespacio n-dimensional H de Co(X). Supdngase que H separa
los puntos de X y si X no es compacto, adicionalmente que para cada x € X
exista h € H tal que h(x) # 0. Entonces existen n + 1 mapeos p1, ..., Pni1 -
Y — X yn+1 funciones reales 1y, ..., 100n11 - Y — R tales que

n+1

T(h) = Z%(h o ;) para cada h € H. (4.5)

i=1

Consecuentemente, si H es un K-subespacio para T de dimension n (o
un K3 -subespacio para T de dimension n, con |T|| < 1), entonces T es
finitamente definido de orden n + 1. Finalmente, si X y Y son compactos,
T(1)=1. y si H es un K}-subespacio para T , se tiene que T € L} (X,Y).
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Hasta ahora, hemos tratado los K -subespacios con un operador fijo 7.
Ahora fijemos a n y veamos las K -clausuras y K -clausuras para todo
operador finitamente definido de orden n.

Definiciéon 11 Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. Un
subconjunto H de Co(X) es llamado un K -subconjunto (o K3 -subconjunto,
respectivamente) de orden n en Co(X), si H es un K -subconjunto para T (o
un K3 -subcongunto para T, con ||T'|| < 1, respectivamente) para todo espacio
Hausdorff localmente compacto Y y todo operador finitamente definido T €
L,(X,Y) (T e LLX,Y), respectivamente). Cuando H es un subespacio de
Co(X), se llama a éste un K -subespacio (o K3 -subespacio, respectivamente)
de orden n.

Claramente todo K ;-subespacio de orden n en Cy(X) es un K -subespacio
de orden p, para 1 < p < n.

4.3 Relacion entre 6rdenes de subespacios

En esta seccion supondremos que X es un espacio Hausdorff, localmente
compacto y con mas de n puntos.

Teorema 24 Sea H un subespacio de Co(X). Entonces los enunciados sigui-
entes son equivalentes.

(1) H es un K -subespacio de orden n en Co(X).

(2) Para toda eleccion de n puntos diferentes x1,...,x, € X y para toda
w € Cy(x,...,x,) el subespacio H es un D, -subespacio para .

(3) Para todo congunto de n puntos distintos 1, ...,x, € X, para todo com-
pacto K de X satisfaciendo KN{ x1,...,x, } =0 y para todo € > 0 existe un
he Hyue Cy(X) tal que ||ul] <€,0< htusobre Hy  h(z;)+u(z;) < e
para cada v =1,...,n.

Demostracién. (1) = (2) Sean xy, ..., x, € X y fijemos p € Cy (21, ..., T,,).

Entonces p = > &, con ay,...,a, € RT. Sea Y = {1} y para cada i =
i=1

1,...,n, consideremos los mapeos constantes p; : ¥ — X y ¢, : Y — R de

valores z; y «, respectivamente. Entonces el operador T : Cy(X) — Cy(Y)

definido por T(f) = S bi(f o @) para cada f € Cy(X) es finitamente
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definido de orden n y consecuentemente por virtud del teorema (21), H es un
D, -subespacio para cada /LZ, y € Y. Pero M;‘,F = u y entonces (2) es valido.
(2) = (3) es una consecuencia directa del teorema 15. m

Corolario 8 Sea H un subespacio de Cy(X) que satisface lacondicion sigui-
ente: st para toda eleccion de puntos distintos xi,...,x, € X y para todo
x € X\{ z1,...,x,} eviste un h € H, h > 0, tal que h(xy) =--- = h(x,) =0
y h(z) > 0. Entonces H es un K -subespacio de orden n en Co(X).

Teorema 25 Sea X el intervalo real [a,b] o el circulo unitario T. St H es un
subespacio de C(X) de dimension n+ 1, entones los enunciados siguientes
son vdlidos:

(1) Sin es par, H es un subespacio de Chebyshev de orden n+ 1 en C(X)
si y solo si H es un K -subespacio de orden § en C(X).

(2) Sin es impar y H es un subespacio de Chebyshev de orden n + 1 en
C(X), entonces H es un K -subespacio de orden " en C(X).

Demostracion. Hagamos g, = 3 sin es pary q, = "T_l sin es impar. Si H
es un subespacio de Chebyshev de orden n + 1, entonces para cada eleccion
qn
de n puntos diferentes xy, ..., z,, € X siempre se tiene > w(x;) < n. Por el
i=1

teorema (22), H es un D -subespacio para p para cada p € Cy(xy, ..., x4, ).
Consecuentemente ahora por el teorema (24), H es un K, -subespacio de
orden g, en C(X).

Para concluir la demostracién de esta parte (1), sélo tenemos que mostrar
que sin es par y si H es un K -subespacio de orden 7 en C(X), entonces H
es un sub-espacio de Chebyshev de orden n + 1 en C(X). Para lo anterior,
supdéngase que H es algebraicamente generado por las funciones linealmente
independientes hy, ..., h,. Si H no es un subespacio de Chebyshev de orden
n+1en C(X), existen n+ 1 puntos diferentes xy, ..., z, € X y n+ 1 nimeros

n
reales ap, ..., &, no todos cero, tal que ) a;hj(x;) = 0 para cada j =0, ..., n.
i=0
SiJ={i=0,..,n:0q >0}, podemos asumir que Card(J) < 7, de otra
forma multiplicamos cada «; por —1. Al considerar la medida de Radon
positiva 1 = > &y, y U = — > &, entonces u = v sobre H y entonces
ieJ i¢J

por (2) del teorema 24, se debe tener u = v. Esto tltimo contradice que los
puntos xg, ..., x, son distintos. m
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Conclusiones

El objetivo de esta tesis ha sido el estudio de la relacién entre los subespacios
de Chebyshev y los subespacios de Korovkin en el espacio de las funciones
reales continuas que se anulan en el infinito, definidas sobre un espacio lo-
calmente compacto y para algunos resultados especiales se ha requerido de
la compacidad de estos espacios. Principalmente lo que se ha procurado en
este trabajo es mostrar la relacién entre las dos teorias mencionadas y los
correspondientes érdenes de los subespacios.

El problema tratado tiene suma complejidad, ya que para establecer la igual-
dad de los 6rdenes mencionados se ha utilizado una serie de resultados que
involucra trabajar con conjuntos de medidas de Radon asociadas a un oper-
ador lineal positivo, esto ultimo para los espacios de Korovkin, mientras que
para los espacios de Chebyshev se ha requerido de resultados sobre caracter-
izacion de los conjuntos que son sistemas de Chebyshev.

Aunque hemos establecido relaciones entre 6rdenes de subespacios de Cheby-
shev y de Korovkin para el espacio de funciones reales continuas definidas en
los espacios topolégicos [a,b] y T el grupo unitario, los resultados son mas
generales, pero las demostraciones son ain méas compleja.

Muchos de los resultados aqui presentados podrian extenderse al caso no
simétrico, esto es, en lugar de utilizar la norma del supremo, utilizar las
normas asimétricas definidas por

p(z) = max(0, z),
y su conjugada que viene dada por
p(z) = max(0, —x).

Cabe mencionar que el caso no simétrico ha sido ya tratado para la teoria
de Chevyshev en la tesis “Aproximacion polinomial mediante bandas de am-
plitud variantes”, por la Dra. Ivonne Lilian Martinez Cortes ; sin embargo
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aun no hay trabajos similares en la direccién de la teoria de Korovkin. Lo
anterior da la pauta para un posible estudio con ese enfoque en un trabajo

doctoral.
Creo que la forma en que se dan las demostraciones de los resultados y su
presentacion son un aporte importante.
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