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Prefacio

La tematica de la tesis se encuentra dentro de las ramas de la matematica conocidas como topologia
y sistemas dindmicos. En varios fenémenos de la naturaleza el movimiento de los objetos juega un papel
imprescindible. La parte de la matemaética que se encarga del estudio del movimiento de los objetos
y su evolucién a través del tiempo se le llama sistemas dindmicos. Asi, de manera intuitiva, un sistema
dindmico es un fenémeno de la naturaleza, un sistema fisico o un espacio de puntos, cuyo estado evoluciona
con el tiempo mediante una ley determinada. Si el tiempo se considera o se mide en lapsos, se dice que es
un sistema dinamico discreto. Por otra parte, ademés de considerar la dindmica de los objetos, podemos
analizar su comportamiento respecto a la cercania o acumulacién entre estos o respecto a ciertos conjuntos,
interviniendo de esta forma la topologia. En este sentido, sean X un espacio métricoy f : X — X una
funcién continua. Dado k£ € N, la k-ésima iteracién de f se define como la composicion de f consigo
misma k veces y se denota por f*. Considerando un punto z € X, la érbita del punto x bajo f, denotada
por O(z, f), es la sucesion {z, f(z), f2(x), ..., f*(x),...}. Asi, la érbita O(x, f) representa el movimiento
de un objeto, cuya interpretacién es como sigue: en el tiempo ¢ = 0, un objeto se encuentra en la posicién
x; en el tiempo ¢t = 1 el objeto ha cambiado de posicién y ahora se encuentra en la posicién f(x); en
el tiempo ¢t = 2 el objeto ha cambiado nuevamente de posicién y ahora se encuentra en f2?(z); y asf
sucesivamente. En tal caso se dice que se analiza la dindmica individual o puntual. De esta manera, la
pareja formada por X y f proporcionan un modelo matematico del movimiento, esto es, proporcionan
un sistema dindmico discreto, que denotamos por (X, f), cuyo comportamiento depende tanto de f como
de X. Asi, es importante estudiar las propiedades dindamicas de la funcién f.

En la literatura es comin encontrar el estudio sélo de la dindmica individual o puntual. Sin embargo,
en matemadticas y en varios fenémenos de la naturaleza se tiene la necesidad de tener una nocién en cuanto
a la dindmica de un subconjunto, lo cual motiva a estudiar las propiedades dindmicas en hiperespacios
de continuos. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Dado n € N, consideremos el
hiperespacio de X conocido como el n-ésimo producto simétrico de X y definido por:

Fo(X)={AC X : A# 0y tiene a lo mds n puntos},

con la métrica de Hausdorff.

La funcién f induce la funcién F,(f) : Fn(X) — Fn(X) definida por F,(f)(A) = f(A), para cada
A € F,(X). De esta forma el sistema dindmico discreto (X, f) induce el sistema dindmico discreto
(Fn(X), Fu(f)). En consecuencia, dado A € F,,(X), analizar la érbita O(A4, F,,(f)) es estudiar la dindmica
colectiva.

El objetivo del trabajo de tesis es estudiar la relacién que existe entre la dindmica puntual y la
dindmica colectiva. Cabe senalar que el primer trabajo que se realiza para estudiar la relacién entre estas
dos dindmicas fue realizado por W. Bauer y K. Sigmund en 1975 [7]. Sin embargo, en los dltimos afos
este tema ha despertado el interés de varios investigadores, obteniendo varios resultados al respecto, por
ejemplo en: [I], [8] y [10].

Para lograr tal objetivo, este trabajo lo hemos distribuido de la siguiente manera.
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En el Capitulo 1, realizamos una breve introduccién a los espacios métricos, principalmente para fa-
miliarizarnos con algunos conceptos y algunas notaciones que son utilizados a lo largo de la tesis. Al final
de este capitulo, damos la definicién de lo que es un continuo y algunas propiedades. En particular nos
enfocamos en las propiedades del continuo producto simétrico, el cual es el hiperespacio donde trabaja-
remos en el Capitulo 5.

En el Capitulo 2, damos una breve introducciéon a los sistemas dindmicos, con la finalidad de fa-
miliarizarnos con algunos conceptos y algunas notaciones que son utilizados en los Capitulos 3, 4 y 5.
Empezamos este capitulo con los sistemas dinamicos discretos, luego, nos enfocamos en los sistemas
dindmicos unidimensionales y analizamos algunos ejemplos. Para terminar este capitulo, estudiamos dos
tipos de funciones continuas: las transitivas y las cadticas.

En el Capitulo 3, analizamos algunos problemas relacionados con el crecimiento de poblaciones que
se pueden modelar mediante sistemas dinamicos discretos, especificamente, estudiamos: el Modelo de
Malthus, modelos con crecimiento restringido (Logistico, de Beverton y de Ricker) y algunos modelos
lineales. Analizamos y formalizamos la parte matematica y, ademads, proporcionamos ejemplos.

En el Capitulo 4, estudiamos varios tipos de funciones dindmicas. En la Seccién 4.1 estudiamos las
funciones exactas, mezcladoras, débilmente mezcladoras y totalmente transitivas. En la Seccion 4.2 estu-
diamos las funciones fuertemente transitivas, minimales, irreducibles y semi-abiertas. En ambas secciones
vemos algunos ejemplos y algunas relaciones entre ellas. En la Seccién 4.3 estudiamos a la conjugaciéon
topoldgica y analizamos la relacién que hay entre algunas funciones de las Secciones 4.1 y 4.2 con las
funciones conjugadas.

En el Capitulo 5, estudiamos la relacién que existe entre la dindmica puntual y la dindmica colectiva.
Para lo cual se analiza el siguiente problema: Sea M alguna de las siguientes clases de funciones: Tran-
sitivas, mezcladoras, débilmente mezcladoras, totalmente transitivas, fuertemente transitivas, minimales,
irreducibles, sensibles a las condiciones iniciales, cadticas o semi-abiertas. Hallar la relacion que existe
entre las dos proposiciones siguientes:

a) feM,
b) F.(f) € M.

En la tesis se ha hecho un estudio, dentro de lo posible, sobre la dindmica colectiva del producto
simétrico. Por tal motivo organizamos y presentamos un texto que sirva como referencia para adentrarse
en el estudio de dicho tema.

Esperamos que el lector encuentre interesante, comprensible y ttil la tesis aqui expuesta.
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Capitulo 1

Conceptos en espacios métricos

En este capitulo introducimos las notaciones, los conceptos y los resultados que utilizamos para el desa-
rrollo de nuestro trabajo. Las demostraciones de los teoremas de esta capitulo se pueden consultar en
[11], [14] y [12]. En este capitulo sélo se demostraron los teoremas que no son muy conocidos o que son
de mucha utilidad en nuestro trabajo.

1.1. Notaciones y conceptos basicos

En esta seccién hablaremos del infimo y del supremo de un conjunto, siempre y cuando existan. El
conjunto de los niimeros reales lo hemos denotado como R, al conjunto de los ntimeros reales positivos lo
hemos denotado como R, al conjunto de los ntimeros naturales lo hemos denotado como N, al conjunto
de todos los ntimeros enteros lo hemos denotado como Z, al conjunto de todos los nimeros complejos
lo hemos denotado como C y al conjunto de todos los niimeros irracionales lo hemos denotado como I.
Designamos a los conjuntos con letras maytsculas: A, B,C, ..., Z. El conjunto vacio es denotado por .
En todo el trabajo de la tesis, la unién y la interseccién entre conjuntos seran denotadas por U y N,
respectivamente. Las familias de conjuntos las denotamos por medio de letras caligraficas mayusculas: A,
B, C,...launién y la interseccién sobre familias de conjuntos las denotamos por | y [, respectivamente.
Ademsds, dado un espacio métrico X, X™ denota el producto de X por si mismo n veces. Dada una
funcién f: A — By C C A, la restriccién de f al conjunto C' la denotamos por f |c.

Definiciéon 1.1.1. Sea A un subconjunto no vacio de R. Se dice que A es:

1. Acotado superiormente si existe un nimero M € R tal que a < M, para todo a € A. Al nimero M
se le llama cota superior de A.

2. Acotado inferiormente si existe un nimero m € R tal que m < a, para todo a € A. Al nimero m
se le llama cota inferior de A.

3. Acotado si estd acotado superior e inferiormente.
Definicién 1.1.2. Sea A un subconjunto no vacio de R.

1. Se dice que un nimero a € R es el supremo de Ay se escribe o = sup(A), si verifica:
a) a es cota superior de A;

b) si p es cota superior de A, entonces a < p.

2. Se dice que un ntimero 3 € R es el infimo de A y se escribe = inf(A), si verifica:
a) B es una cota inferior de A;

b) Si i es una cota inferior de A, entonces pu < .
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Recordemos el Axioma del supremo:

Axioma 1.1.3. Si S es un conjunto no vacio acotado superiormente en R, entonces S tiene supremo en
R.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [3, pag. 31].
Teorema 1.1.4. Si S es un conjunto no vacio acotado inferiormente en R, entonces S tiene infimo en R.

Se conoce bien que si el supremo y el infimo existen, entonces son tnicos. Ademas, si A C R con A
acotado y no vacio, entonces inf(A4) < sup(B).

Teorema 1.1.5. Sean A y B dos subconjuntos acotados no vacios de niimeros reales. Se sigue que:
1. sup(A U B) = méx{sup(A),sup(B)}.
2. inf(AU B) = min{inf(A), nf(B)}.

Demostracién.

Sélo probaremos la parte 1. Sea a = méx{sup(A),sup(B)}. Primero veamos que « es cota superior
de AUB. Seax € AUB. Luego, x € Aoz € B. Si z € A, entonces z < sup(A). Si z € B, entonces
z < sup(B). Por lo tanto, z < méx{sup(A),sup(B)} = «. Ahora veamos que « es la minima cota superior
de AU B. Supéngase que (3 es una cota superior de AU B. Entonces x < 3, para cada x € Ay cada x € B.
Note que sup(A) < Sy sup(B) < . Asi, a < S. Por lo tanto, sup(A U B) = max{sup(4), sup(B)}. De
forma similar se prueba la parte 2 de este teorema. O

Las demostraciones de los siguientes resultados pueden consultarse en [9 pag. 3].

Teorema 1.1.6. Sean A y B subconjuntos acotados no vacios de niimeros reales tales que A C B.
Entonces: inf(B) < inf(A) < sup(4) < sup(B).

Teorema 1.1.7. Sea A un subconjunto de R no vacio y acotado inferiormente. Si € > 0 e inf(A4) < ¢,
entonces existe a € A tal que a < e.

1.2. Espacios métricos y propiedades

En esta seccién hablaremos sobre algunas propiedades en espacios métricos tales como: precompacidad,
compacidad, completez, etc. Las demostraciones de los resultados estudiados en esta seccién pueden
consultarse en [11] y [12].

Definicién 1.2.1. Sea X un conjunto no vacio. Una métrica en X es una funcién d : X x X — [0, 00)
que posee las siguientes propiedades:

1. Para todo =,y € X, d(x,y) >0.
2. Para todo z,y € X, d(z,y) = 0siy sélosi z =y.
3. Para todo =,y € X, d(z,y) = d(y, x).
4. Para todo z,y,z € X, d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).
El par (X, d), constituido por el conjunto X y la métrica d definida sobre X, se denomina espacio métrico.

Por lo general a una métrica d sobre un conjunto X también se le llama distancia sobre X, ademas si
z,y € X, al ntimero d(z,y) se le denomina distancia entre z y y.

Si debilitamos la definicién excluyendo a 2, y se permite que existan z,y € X con x # y tales que
d(xz,y) = 0, d no es una métrica y recibe el nombre de seudométrica.

De aqui en adelante, siempre que se trabaje con R, serd considerado con la métrica usual, esto es, con
el valor absoluto, el cual es denotado por |- |.
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Proposicién 1.2.2. Sean (X,d) un espacio métrico y X" el producto de X por si mismo n veces.
Sea dr((x1,Z2,. .. &n), (Y1, Y2y -, Yn)) = max{d(z1,y1),d(x2,y2),...,d(Tn,yn)}. Entonces d, es una
métrica sobre X".

Teorema 1.2.3. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Entonces A es un espacio
métrico con la métrica d|4 : A x A — [0, 00).

Recordemos que si X es un conjunto, se define y denota al conjunto potencia de X como P(X) =

{ACX:A#0}.

Definicién 1.2.4. Sean (X,d) un espacio métricoy A C X con A # 0. Si {d(z,y) : z,y € A} estd
acotado superiormente, el digmetro de A se denota y define como 0(A) = sup{d(z,y) : =,y € A}. En caso
contrario diremos que 6(A) = c0. Si 6(A) € R, diremos que A es acotado.

Observacién 1.2.5. Sean (X,d) un espacio métrico, A C X con A # () y 2 € X. Entonces el conjunto
{d(z,a) : a € A} es no vacio y acotado inferiormente. Luego, por el Teorema el conjunto {d(z,a) :
a € A} tiene infimo, el cual denotaremos por d(z, A), esto es, d(z, A) = inf{d(z,a) : a € A}. Obsérvese
que la tnica condicién que se le ha pedido al conjunto A es que sea no vacio.

Definicién 1.2.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Tomemos un punto a € X y un ndmero real r > 0. Se
llama bola abierta de centro a y radio r al conjunto: {z € X : d(x,a) < r} que lo denotamos por B(r,a).

Definicién 1.2.7. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. El conjunto A es un conjunto abierto en X
si para todo punto x € A existe r > 0 tal que B(r,x) C A.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [I1], pag. 35].

Teorema 1.2.8. En un espacio métrico (X, d), para cada z € X y r > 0, la bola abierta B(r,z) es un
conjunto abierto.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [Tl pag. 37].

Teorema 1.2.9. Sean (X, d) un espacio métrico y {4;};er una familia de conjuntos abiertos en X.
Entonces se cumple que:

1. El espacio X y el conjunto @) son abiertos en X.
2. ;e Ai es un conjunto abierto en X.
3. Si [ es finito, entonces (,c; A; es un conjunto abierto en X.

Definicién 1.2.10. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Se dice que z € A es un
punto interior de A si existe un numero real r > 0 tal que B(r,z) C A. Al conjunto {x € A : x es interior
de A} se le llama interior de A y se denota por int(A).

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [I3] pag. 17].
Teorema 1.2.11. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B C X. Entonces se cumplen:

1. Si A C B, entonces int(A) C int(B).

2. int(A) es abierto en X.

3. int(A) Uint(B) C int(AU B).

4. int(A) Nint(B) = int(A N B).

Definicién 1.2.12. Sean (X,d) un espacio métrico y z € X. Se llama entorno del punto x a todo
conjunto abierto que lo contenga.
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Obsérvese que en particular, una bola abierta de centro x y radio 7 es un entorno de zx.

Definicién 1.2.13. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X y = € X. Se dice que z es un punto de
acumulacion del conjunto A, si todo entorno de = contiene puntos de A distintos de z. Es decir, si para
todo entorno S de x se cumple que (S \ {z}) N A # 0. Al conjunto de todos los puntos de acumulacién
de un conjunto A se llama conjunto derivado de A y se denota como A’.

Definicién 1.2.14. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Si A contiene todos sus
puntos de acumulacién, decimos que A es un conjunto cerrado en X.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [11] pag. 48].

Teorema 1.2.15. Sean (X, d) un espacio métrico y {A;};c; una familia de conjuntos cerrados. Entonces
se cumple que:

1. El espacio X y el conjunto () son cerrados en X.

2. Si I es finito, entonces | J,.; A; es un conjunto cerrado en X.

iel
3. N;es Ai es un conjunto cerrado en X.

Definicién 1.2.16. Dado un conjunto A en un espacio métrico (X,d), al conjunto A = AU A’, se le
llama clausura o cerradura de A.

Teorema 1.2.17. Un conjunto A en un espacio métrico (X,d) es cerrado si y sélo si A = A.
La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [14], pag. 13].

Teorema 1.2.18. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B C X. Entonces se cumplen:
1. Si A C B, entonces A C B.

2. A es cerrado en X.

3. AUB=AUB.
4. ANBC AnB.
La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [I1] pag. 46].

Teorema 1.2.19. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1.z € A,

2. d(z,A) =0,

3. Para todo entorno S de z, SN A # ().

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [I1] pag. 47].
Teorema 1.2.20. Un conjunto A en un espacio métrico (X, d) es cerrado si y sélo si X \ A es abierto.
Observacién 1.2.21. Sean (X, d) un espacio métrico y € X. Entonces {z} es cerrado en X.

Teorema 1.2.22. Sean (X,d) un espacio métrico y A = {x1,x2,...,2,} un subconjunto finito de X.
Entonces A es cerrado en X.
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Demostracion.

Notemos que A = J_;{z;}, y por la Observacién los conjuntos singulares son cerrados en X.
Por el Teorema (2), se sabe que la unién finita de cerrados es cerrado. Asi, A = {z1,22,..., 2}
es cerrado en X. O

Definiciéon 1.2.23. Un subconjunto A de un subconjunto B en un espacio métrico X se dice que es
denso en B si B esté contenido en la clausura de A, es decir, B C A. En particular, A es denso en X o
es un subconjunto denso de X si A = X.

Recordemos las siguientes nociones en un espacio métrico:

Definicién 1.2.24. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X y U C P(X). Se dice que U es una cubierta
de A, si A C |U{B: B € U}. Decimos que U es una cubierta abierta de A, si U es una cubierta de A y
todos los elementos de U son subconjuntos abiertos de X. Una subcubierta de una cubierta U de A es
una coleccién S de elementos de U que es también una cubierta de A.

Definicién 1.2.25. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Decimos que A es compacto si toda cubierta
abierta de A admite alguna subcubierta finita para A.

Las demostraciones de los siguientes dos resultados pueden consultarse en [9, pag. 8].

Teorema 1.2.26. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean z,y € X tales que x # y. Entonces existe un
entorno S de z y un entorno 7" de y con SNT = §.

Teorema 1.2.27. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A y B son dos conjuntos ajenos y compactos de X,
entonces existen abiertos ajenos Sy T de X talesque AC Sy BCT.

Teorema 1.2.28. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y A C X con A cerrado en X. Entonces A
es compacto.

Demostracion.

Sea {U, : « € I'} una cubierta para A. Dado que A es cerrado, por el Teorema se sigue que X \ A
es abierto, asi, {X \ A}U{U, : @ € I'} es una cubierta abierta de X. Dado que X es compacto, la cubierta
abierta {X \ A} U{U, : a € I} admite una subcubierta finita de X. Por lo tanto, al remover X \ A de
esta subcubierta finita, se produce una subcubierta finita de la cubierta {U,} de A. O

Teorema 1.2.29. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y sea { X, }52 ; una sucesién de subconjuntos
cerrados de X tales que para cada n € N, X,,41 C X,,. Si U es un abierto de X tal que (7, X,, C U,
entonces existe NV € N tal que Xy C U.

Demostracién.

Sea U un abierto en X tal que ()7~ X,, C U. Entonces X \ U es cerrado. Por el Teorema se sigue
que X \ U es compacto. Como (,—; X,, C U, se tiene por leyes de De Morgan, X \ U C [J,—, X \ X,,.
Entonces, la familia {(X \ X,,) : n € N} es una cubierta abierta de X \ U. Dado que X \ U es compacto,
existe una subcubierta finita {X \ Xp,, X \ Xp,,..., X \ Xy, } que cubre a X \ U.

Sea N = max{ni,ng,...,nn}. Entonces, UTzl(X \ Xn;) = X \ Xn. Por lo tanto Xy C U. O

El siguiente resultado es el Teorema de Tychonoff en el caso finito. Para ver una demostracion de este
resultado consulte [12, pdg. 267].

Teorema 1.2.30. Si X7, X5,..., X, son espacios métricos compactos, entonces H?:l X; es compacto.
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1.3. Convergencia en espacios métricos

En esta seccién hablaremos sobre las sucesiones, en particular hablaremos de las sucesiones de Cauchy
y analizaremos algunas de sus propiedades. Las demostraciones de los resultados estudiados en esta seccion
pueden consultarse en [11].

Definiciéon 1.3.1. Sea X un espacio métrico. Una sucesion en X es una funcién f : N — X. Normal-
mente, en vez de utilizar la notacién funcional, se utiliza la notacién con subindices f(n) = x,, y se habla
de la sucesién f o {z, }nen. El punto z, se llama n-ésimo término de la sucesién {z, }nen.

Definicién 1.3.2. Una subsucesion {yn }nen de la sucesion {z, }nen es otra sucesién definida por y,, =
Ty (n), donde ¢ : N — N es una funcién creciente. Es decir, se eligen elementos de la sucesién original, sin
alterar el orden.

Observacién 1.3.3. Toda sucesién es una subsucesion de si misma.

Definicién 1.3.4. Sean (X, d) un espacio métrico y {zp }nen una sucesiéon en X. Se dice que x € X es
punto limite de {x,}nen en X, si para cada € > 0, existe n. € N tal que para cada n > n., x, € B(e, x).
Se dice también que {x, }nen converge a x en X y se denota por x,, — x. Si {xy, }nen no converge en X,
se dice que diverge.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [11], pdg. 104].
Teorema 1.3.5. El limite de una sucesién convergente en un espacio métrico es unico.
La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [I1], pdg. 106].

Teorema 1.3.6. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X y ¢ € X. Si « es un punto de acumulacién
de un conjunto A, entonces existe una sucesién {x, },en en A, cuyos términos son distintos dos a dos y
Ty — T.

Teorema 1.3.7. Sea A un conjunto no vacio en un espacio métrico. Entonces x € A si y sélo si existe
una sucesion {z, }nen en A con x,, — .

Demostracion.

Veamos que si € A, entonces existe una sucesién {x, },en en A con x, — x. Sea x € A. Si x € A’, por
el Teorema [1.3.6] existe una sucesién en A que converge a x. Si x € A, basta tomar la sucesién constante,
es decir, para todon € N, z, = x, que esta en Ay z,, = .

Reciprocamente, supongamos que {x,} es una sucesién en A con x, — x. Demostraremos que = € A.
Sea S un entorno de z, luego existe un N € N tal que para todo n > N, x,, € S. Dado que la sucesién
estd en A, x, € A para todo n > N, es decir, z, € SN A para todo n > N. Asi, SN A # ). Por el

Teorema x € A O

Definicién 1.3.8. Sean (X, d) un espacio métrico y {z, }nen una sucesién en X. Se dice que {x, tnen
es una sucesion de Cauchy si para cada € > 0, existe n. € N tal que para cada m,n > n., d(xn, xm,) < €.

Obsérvese que los términos de una sucesién de Cauchy se acercan entre si a medida que los indices
crecen.
La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [I1], pdg. 111].

Teorema 1.3.9. En un espacio métrico toda sucesién convergente es de Cauchy.

El reciproco del teorema anterior no siempre es cierto, pues existen sucesiones que son de Cauchy, pero
no son convergentes. Por ejemplo la sucesién x,, = % es de Cauchy en M = (0, 1], pero no es convergente
en M, pues su limite no se encuentra en M.

Para ver una demostracién del siguiente teorema, vea [I1l, pag. 112].
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Teorema 1.3.10. Sean (X, d) un espacio métrico y {z, }nen una sucesién de Cauchy en X. Si {zp, tnen
admite una subsucesién convergente en X, entonces {x, }nen converge y ambas tienen el mismo limite.

1.4. Funciones entre espacios métricos

Es esta seccién hablaremos sobre las funciones en espacios métricos, pues seran de gran utilidad en los
Capitulos 3 y 4. Las demostraciones de los resultados estudiados en esta seccién pueden consultarse en
[14].

Definicién 1.4.1. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos y f : X — Y una funcién.
1. Se dice que f es inyectiva si para todo a,b € X se tiene que si a # b, entonces f(a) # f(b).
2. Se dice que f es suprayectiva o sobreyectiva si para todo y € Y, existe € X tal que f(x) =y.
3. Se dice que f es biyectiva si f es inyectiva y suprayectiva.

Definicién 1.4.2. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos, f : (X,dx) — (Y,dy) una funcién y a € X.
Se dice que f es continua en a, si para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que si dx(a,z) < J, entonces
dy (f(a), f(x)) < e. Decimos que f es continua en X si para cada a € X, f es continua en a.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [11], pdg. 157].

Teorema 1.4.3. Sea f: X — Y una funcion entre espacios métricos. Entonces las siguientes propiedades
son equivalentes:

1. f es continua en X.
2. Si V es un subconjunto abierto en Y, entonces f~1(V) es subconjunto abierto en X.
3. Si T es un subconjunto cerrado en Y, entonces f~1(T) es subconjunto cerrado en X.

4. Para todo subconjunto S de X, f(S) C f(S).

Definicién 1.4.4. Sean (X,dx) y (Y, dy) espacios métricos. Se dice que la funcién f : X — Y es abierta
si para todo U abierto en X, se tiene que f(U) es abierto en Y. Se dice que la funcién f: X — Y es
cerrada si para todo U cerrado en X, se tiene que f(U) es cerrado en Y.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [11, pdg. 164].

Teorema 1.4.5. Si f es una funcién continua y sobreyectiva del espacio métrico compacto X en el
espacio métrico Y, entonces Y es compacto.

Definicion 1.4.6. Dos espacios métricos X y Y son homeomorfos si existe una funcién biyectiva
f: X =Y tal que fy f~! son continuas.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [I3] pag. 30].

Teorema 1.4.7. Sea f : (X,7) — (Y,0) una funcién continua y biyectiva. Entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo.
2. f es cerrada.

3. f es abierta.
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Definicién 1.4.8. Sean (X,dx) v (Y,dy) espacios métricos. Se dice que la funcién f: X — Y es una
isometria si es biyectiva y ademds para cualesquiera z,y € X, dx(x,y) = dy (f(z), f(y)). Se dice que X
es isométrico al espacio Y, si existe una isometria entre estos dos espacios.

La isometria es una relacién de equivalencia en la clase de los espacios métricos.

Teorema 1.4.9. Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métricos. Si existe una isometria entre X y Y, entonces
X y Y son homeomorfos.

Demostracion.

Supéngase que X es isométrico a Y. Entonces existe una biyeccién f : (X,dx) — (Y,dy) tal que para
cualesquiera z,y € X, dx (z,y) = dy (f(z), f(y)). Resta probar que f y f~! son continuas. Por demostrar
que f es continua. Sea y € X y € > 0. Considerese 0 = ¢, si dx(z,y) < J, entonces dx(z,y) < e. Asf
dy (f(z), f(y)) < €, es decir, f es continua. De manera similar se prueba que f~! es continua. O

Definicién 1.4.10. Sean (X, d) un espacio métrico y f : (X,d) — (X,d) una funcién. Se dice que f
es una funcion de Lipschitz si existe una constante & > 0 tal que d(f(x), f(y)) < kd(x,y), para cada
z,y € X. En tal caso, k es llamada la constante de Lipschitz.

Las demostraciones de los siguientes dos resultados pueden consultarse en [9, pdg. 14].

Proposicién 1.4.11. Sean (X, d) un espacio métrico y f1, fo,..., fn funciones de Lipschitz, entonces
fio faoo---0o f, es una funcién de Lipschitz.

Teorema 1.4.12. Sean (X, d) un espacio métricoy f : (X,d) — (X, d) una funcién. Si f es una funcién
de Lipschitz, entonces f es continua.

Definicién 1.4.13. Sean (X, d) un espacio métricoy f : X — X una funcién de Lipschitz con constante
de Lipschitz & > 0. Entonces:

1. Si k <1, la funcién f se le llama no expansiva.

2. Si k < 1, la funcién f se le llama contraccion, y en tal caso a k se le llama constante de contraccion
para f.
Teorema 1.4.14. Sean (X, d) un espacio métrico, f : (X,d) = (X,d) y g : (X,d) — (X, d) funciones.
Si f y g son contracciones, entonces f o g es una contraccién.

Aplicando la Proposicién [[.4:11] se tiene el siguiente resultado:

Corolario 1.4.15. Sean (X, d) un espacio métrico y f1, fa, ..., fn contracciones, entonces fio fao---ofy,
es una contraccion.

1.5. Continuos

En esta seccién hacemos una breve introduccién a los continuos. Analizaremos algunas de sus propie-
dades y construiremos algunos continuos que son de interés para este trabajo. Las demostraciones de los
resultados estudiados en esta seccién pueden consultarse en [9] y [I1].

Definiciéon 1.5.1. Sea X un espacio métrico. Decimos que los conjuntos S y T son una disconexion de
X si son no vacios, ajenos, abiertos en X y X = SUT. Si tales conjuntos existen decimos que X admite
una disconexion.

Notemos que S y T también son cerrados en X. Observemos que si X admite una disconexién, ésta
puede no ser tinica. En efecto, si S es abierto y cerrado en X tal que S # (0 y S # X, se sigue que
T = X\ S es un abierto y cerrado en X tal que T # ) y X = SUT. Asi, cualquier S abierto y cerrado
en X, S#0y S # X, induce una disconexién de X.
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Definicién 1.5.2. Sea A un conjunto no vacio en un espacio métrico (X, d). Decimos que A es disconezo
si admite alguna disconexion. Decimos que A es conezo si no es disconexo, es decir, no admite disconexién.

Teorema 1.5.3. Sea X un espacio métrico. Entonces X es conexo si y sélo si ) y X son los tinicos
conjuntos en X que son al mismo tiempo abiertos y cerrados.

Demostracion.

Supongamos que X es conexo. Sea A C X tal que A es abierto y cerrado en X, con A # X y A # (.
Observemos que por el Teorema se sigue que X \ A es abierto y cerrado en X. Notemos que
AN(X\A) =0y X =AU (X \ A), asi, X es disconexo, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, los
tinicos conjuntos en X que son al mismo tiempo abiertos y cerrados son el § y X.

Reciprocamente, probemos el contrarreciproco de esta afirmacién. Supongamos que X es disconexo. Asi,
existen U y V abiertos no vacios de X tales que UNV =0y X =U UV. Notemos que U = X \ V. En
efecto, dado que UNV = ), se sigue que U C X \ V. Por otro lado, sea 2 € X \ V. Como X =U UV, se
tiene que x € U. En consecuencia, U = X \ V. De aqui, U es un abierto y cerrado en X tal que U # 0 y
U#X. O

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [11] pag. 69].

Teorema 1.5.4. Sea X un espacio métrico. Si A y B son subconjuntos de X tales que A es conexo y
A C B C A, entonces B es conexo. En particular, A es conexo.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [I1] pag. 70].

Teorema 1.5.5. Sea F una familia de subconjuntos conexos de un espacio métrico X. Si existe Ag € F
tal que para todo A € F, AN Ay # (), entonces | J F es conexo.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [I1], pag. 71].

Corolario 1.5.6. Si F es una familia de subconjuntos conexos de un espacio métrico X tales que (| F # 0,
entonces | J F es conexo.

Definicién 1.5.7. En (R,d) sea A C R. Decimos que A es un intervalo si para cada x,y € A, y para
cada z € R con x < z < y se cumple que z € A.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [9 pag. 15].
Teorema 1.5.8. Sea el espacio métrico (R,d) y a,b € R con a < b. Entonces [a, b] es conexo.
Corolario 1.5.9. Un subconjunto A de R es conexo si y sélo si A es un intervalo.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [14] pdg. 143].
Teorema 1.5.10. Si X1, Xs,...,X,, son espacios métricos conexos, entonces H?:l X, es conexo.

Definicién 1.5.11. Las n-celdas son espacios homeomorfos a [0,1]”, donde [0,1]™ se define como el
producto cartesiano de n veces el intervalo [0, 1].

Note que como [0, 1] es conexo. Entonces por el Teorema [1.5.10} las n-celdas [0,1]™ son conexas. La
demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [I1], pag. 169].

Teorema 1.5.12. Si f es una funcién continua del espacio métrico conexo X sobre el espacio métrico
Y, entonces Y es conexo.

Definicién 1.5.13. Sean (X, d) un espacio métricoy € X. La componente conezxa del punto z se define
como Cp = |J{C C X : C es conexo y x € C'}.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [11, pag. 73].
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Teorema 1.5.14. Sean (X, d) un espacio métrico y = € X. Entonces:
1. Si C es conexo tal que x € C, entonces C C C.,.
2. C, es cerrado en X.
Definicién 1.5.15. Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo [0, 1].

Dado que un intervalo cerrado es un conjunto conexo y compacto, por los Teoremas y se
sigue que un arco es conexo y compacto.

Definicion 1.5.16. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un subcontinuo es
un continuo el cual estd contenido como subespacio en otro continuo.

De los Teoremas [1.2.30] y [L.5.10} se sigue que:

Teorema 1.5.17. Si X, Xo,...,X,, son continuos, entonces H?:l X, es continuo.

Ejemplo 1.5.18. Algunos ejemplos de continuos son los siguientes:
1. El intervalo [a,b], para a,b € R con a < b.
2. Las n-celdas [0,1]". En particular, la 2-celda es un continuo (Ver Figura [L.)).
3. Un arco (Ver Figura [1.2).

4. En un espacio métrico, la imagen continua de un continuo.

Figura 1.1: Gréfica del continuo 2-celda.

Figura 1.2: Grafica de un arco.

Construir continuos no es una tarea facil, por lo cual conviene ver el siguiente resultado que brindara
una gran herramienta para dicha tarea.

Teorema 1.5.19. Si X es un continuo y {A,}52 es una sucesién de subcontinuos de X tales que para
todan € N, A,41 C A, entonces (.-, A, es un subcontinuo de X.

Demostracion.

Sea A = ()2, A,. Como A es interseccién de cerrados, por el Teorema (3), se sigue que A es
cerrado en X. Dado que X es compacto y A es cerrado en X, por el Teorema [1.2.28] se tiene que A es
compacto.
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Obsérvese que X \ A,, es abierto en X, para cada n € N. Por demostrar que A no es vacfo. Supéngase
que A es vacio. Por leyes de Morgan

XX\AX\(ﬁ An> = (X\ A1) U(X\A4)U...

n=1

Entonces la familia {(X \ A1), (X \ A2),...} es una cubierta abierta de X. Como X es compacto existe
una subcubierta finita X \ A,,, X \ 4p,,..., X \ Ay, de X. Supdngase, sin pérdida de generalidad que
ny <ng < ... < n,,. Entonces

X=X\A,,) ) UX\A,)U...U(X\A4,, )=X\(A, NA4A,N...NA, )=X\A4,,.

En consecuencia A,, = 0, lo cual conduce a una contradiccién, pues al ser A, un subcontinuo es
diferente del vacio. Por lo tanto, A es diferente del vacio.

Resta probar que A es conexo. Supéngase que A no es conexo. Entonces existen U y V cerrados de X,
no vacios tales que UNV =0y A = U UV. Al ser X compacto, por el Teorema [1.2.28] se sigue que
U y V son compactos. Entonces por el Teorema existen I y J abiertos en X tales que U C Iy
V C J,con INJ = 0. Nétese que ()~ A, C IUJ, entonces por el Teoremaexiste N € N tal que
Ay CTUJ. Dedonde Ay = (AN NI)U(AxNJ). Observemos que, UUV = A C Ayn. Como U # (), sea
keU,asi kel Comok e A, sesigue que k € Ay NI. Luego Ay NI # (). De manera similar se prueba
que Ay NJ # (). Asi, Ay no es conexo. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, A es conexo. O

De la demostracién del Teorema se puede deducir lo siguente:

Teorema 1.5.20. Si X es un compacto y {A,}>2; es una sucesién de compactos tales que para toda
n €N, A,41 C A, entonces (), A, es un compacto.

En el siguiente ejemplo se hara uso del Teorema [1.5.19| para construir un continuo.

Ejemplo 1.5.21. Sean Ay =[0,1] x [0,1] y By = (%, %) X (%, %), obsérvese que Ay es un continuo, pues
A es el producto de conexos, por lo cual es conexo. También Ag es el producto de compactos, por lo

cual es compacto.

Sea A1 = Ap\Bj. Obsérvese que A; es un continuo. Sea Ba; = (%7 %) X (%, %), By = (%, g) X (é, %), Bos =
(5:5) % (5:3) Bas = (5, 5) % (5:3): Bas = (5,5) x (5:5): Bas = (5,5) % (5:5): Bor = (5:5) * (5, 5)
y Bog = (%, %) X (%, %) Sea A = A \Bg, donde By = By U Bog U Bz U Boy U Bog U Bog U Bor U Bog,
obsérvese que Ay es un continuo. Asi, sucesivamente se sigue con la construccién de los A,,. Para una
idea geométrica de como son los conjuntos formados, vea la Figura|l.3

Entonces, por el Teorema se sigue que A = ﬂzozl A, es un continuo. Dicho continuo se conoce

como la Carpeta de Sierpinski.

Observe que el Teorema nos brinda una herramienta para construir continuos de una manera
sencilla. En el ejemplo anterior se construyé la Carpeta de Sierpinski mediante una sucesion de continuos.
De manera similar es posible construir el Tridngulo de Sierpinski. A continuacién enunciaremos algunos
resultados sobre la funcién continua f: X — Y, donde X y Y son continuos.

Teorema 1.5.22. Sean X y Y dos espacios métricos compactos. Si f : X — Y es una funcién continua,
entonces f es cerrada.

Un caso particular del Teorema es el siguiente:

Teorema 1.5.23. Sean X y Y dos continuos. Si f : X — Y es una funcién continua, entonces f es
cerrada.
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Figura 1.3: Gréfica de los primeros pasos para construir la Carpeta de Sierpinski mediante continuos.

Enseguida citaremos el Teorema del valor intermedio, dicho teorema es muy conocido en calculo
diferencial y nos sera de utilidad en las demostraciones de algunos resultados. Su demostraciéon puede
consultarse en [3, pdg. 177].

Teorema 1.5.24. Sean A un intervaloen Ry f: A — A una funcién continua en A. Sean a, b dos puntos
en A tales que a < b, y sea M € R. Si alguna de las siguientes dos condiciones se cumple:

1. f(a) < M < f(b),
2. f(a) > M > f(b),
entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = M.

Teorema 1.5.25. Sean X y Y dos continuos y f : X — Y una funcién continua. Si f es biyectiva,
entonces f es un homeomorfismo.

Ejemplo 1.5.26. La funcién & : [0,1] — [0,1] dada por h(z) = sen®(%E) es un homeomorfismo. En
efecto, notemos que h es continua y [0, 1] es un continuo. Para mostrar que h es un homeomorfismo,
basta probar que h es biyectiva.

Veamos que h es inyectiva. Observemos que h'(x) = 2sen(%F) cos(%F) 5. Dado que sen(26) = 2sen(f) cos(6),
se tiene que h'(x) = Fsen(mx) > 0, asi, h(z) es creciente en el intervalo [0, 1]. Sean z,y € [0,1] tales que
x # y. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x < y. Luego, h(x) < h(y), es decir, h(z) # h(y).
Por lo tanto, h es inyectiva.

Por otro lado, veamos que h es sobreyectiva. Observemos que h(0) = 0y h(1) = 1. Sea = € (0,1). De
aqui, h(0) < z < h(1). Por el Teorema [1.5.24] existe ¢ € (0,1) tal que f(c) = z. En consecuencia, h es

sobreyectiva. Por lo tanto, h es biyectiva. Por el Teorema [1.5.25] se sabe que h es un homeomorfismo.

1.6. Los Hiperespacios y el producto simétrico.

Las demostraciones de los resultados estudiados en esta seccién pueden consultarse en [6] y [9].

Definicién 1.6.1. Sean (X, d) un espacio métrico y n € N. Definimos las siguientes familias de conjuntos
de X:

1. CB(X)={AC X : A#,A es acotado y cerrado en X };
2.2X ={ACX:A#0y A es compacto};

3. C(X)={A€2X: Aes conexo };
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4. Fo(X)={AC X :A#(y A tiene a lo més n puntos};
5. Cn(X) = {A € 2% : A tiene a lo més n componentes}.

Obsérvese que F,(X) C Cp(X) C 2%. Si n =1, en lugar de escribir C;(X), se escribe C(X). En este
caso C(X) = {A € 2% : A es conexo }. Recordemos que dado un espacio métrico X y A C X con A no
vacio en X, para todo z € X, se tiene que d(z, A) = inf{d(z,a) : a € A}.

Definicién 1.6.2. Sean (X, d) un espacio métricoy A, B C X con A y B no vacios y acotados. Entonces
definimos y denotamos: p(A, B) = sup{d(a, B) : a € A}.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [6 pag. 63].

Teorema 1.6.3. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces la funcién H : CB(X) x CB(X) — [0, 00),
definida por H(A, B) = méx{p(A4, B),p(B, A)} para todo A, B € CB(X), es una métrica sobre CB(X).
Tal métrica se conoce como la métrica de Hausdorff.

Las bolas abiertas en CB(X) se denotardan como B(d, A), donde A € CB(X) y 6 > 0. De ahora en
adelante, al espacio CB(X) sera considerado con la métrica de Hausdorff. Adem4s, cualquier subconjunto
de CB(X) seréd considerado con la métrica de Hausdorff de CB(X) restringida. La métrica de Hausdorff
nos permite trabajar con un tipo de conjuntos. Para ello, damos la siguiente definicién.

Definicion 1.6.4. Sea X un continuo. Un hiperespacio de un continuo X es una coleccién de subconjuntos
de X que satisface algunas propiedades particulares.

Todas las familias dadas en la Definicién [1.6.1]son hiperespacios y son considerados con la métrica de
Hausdorff H.

Proposicién 1.6.5. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B € CB(X) tales que A = {a} y B = {b}. Se
sigue que H(A, B) = d(a,b).

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [6, pag. 65].

Teorema 1.6.6. Sean (X, d) un espacio métrico, y A, As, By, By € CB(X). Luego H(A1UAs, BiUBs) <
méx{H(Al, Bl), H(AQ, Bg)}

Para conocer una equivalencia que tiene la métrica de Hausdorff, conviene ver la siguiente definicion.

Definicién 1.6.7. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X con A no vacio. La nube alrededor de A y
radio v > 0 se define y denota como:

N(r,A) ={z € X : d(z,A) < r}.
La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [0, pag. 61].

Teorema 1.6.8. Sean (X, d) un espacio métrico, € > 0y A € CB(X). Se tiene que N (e, A) = [J{B(e,a) :
a€ A}

Las demostraciones de los siguientes tres resultados pueden consultarse en [0, pdg. 65].
Teorema 1.6.9. Sean (X, d) un espacio métrico, A, B € 2% y € > 0. Se sigue que:
H(A,B) <esiysélosi AC N(e, B) y BC N(e, A).

Teorema 1.6.10. Sean (X, d) un espacio métrico, y A, B € CB(X). Entonces H(A, B) = inf{r > 0 :
ACN(r,B),BC N(r,A)}
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Teorema 1.6.11. Sean (X, d) un espacio métrico, A, B € CB(X) y € > 0. Entonces se cumplen:
1. H(A,B) < ¢, entonces A C N(¢,B) y B C N(e, A).
2. SSACN(e,B) y BC N(e, A), entonces H(A, B) < e.

Definicién 1.6.12. Sean (X,d) un espacio métrico, y A, B € CB(X). La distancia Pompeiu-Hausdor(f
entre A y B estd dado por: Do (A, B) = sup{|d(z, A) — d(x, B)|: x € X}.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [0, pag. 64].
Teorema 1.6.13. Sean (X, d) un espacio métrico, y A, B € CB(X). Entonces H(A, B) = Dy (A4, B).

Definiciéon 1.6.14. Sea X un continuo, m € Ny U;,Us,...,U,, subconjuntos de X. Definimos la
siguiente subcoleccién de 2X:

i=1

(Ul,...7Um>:{A€2X:AC UUZ-yAﬂUZ-;é@, paracadaie{l,...,m}}.

Definimos (U, ..., Un)n = (U1, ..., Un) N Fo(X).
La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [9 pag. 47].

Teorema 1.6.15. Sean X un continuo y B = {(Uy,Us,...,Uy) : m € N}, donde U; es abierto en X,
para cada i € N. Entonces B es una base para una topologia del hiperespacio 2% (la topologia generada
por B), denotada por Ty y conocida como topologia de Vietoris.

Ty denota la topologia inducida por la métrica de Hausdorff. Note que una base para Ty estd dada
por yg = {B(5,8) : S € 2% y § > 0}. La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [9]
pag. 47].

Teorema 1.6.16. Sea X un continuo. Se tiene que la topologia de Vietoris Ty y la topologia inducida
por la métrica de Hausdorff, T, en 2% son iguales.

De aquf en adelante 7,, denotard la topologia Ty restringida a F, (X).

Observacién 1.6.17. Dado n € N y X un continuo. Notemos que F,(X) C 2%. Asi, dado que B es
una base para una topologia Ty en 2%, se sigue que B,, = {(Uy,...,Up)n : m € N} es una base para la
topologia 7, en F,(X).

Teorema 1.6.18. Sean X un continuoy n € N. La familia {(Uy,...,Uy,), : U1,...,U, son abiertos en X}
es una base para la topologia de F,,(X).

Demostracion.

Sabemos que B = {(U1,...,Un)n : m € Ny Uy,...,U,, abiertos en X} es una base para la topologia
T, de Fp(X). Veamos que C = {(Uy,...,Un)p : Uy,...,U, son abiertos en X} es una base para la
topologia 7, de F,(X). Sean U € 7,, y A € F(X) tal que A € U. Dado que B,, es una base para
Tn, €xisten m subconjuntos abiertos Uy,...,U,, de X tales que A € (Uy,...,Upn), C U. Para probar
que C es una base para la topologia 7,,, basta verificar que existen n abiertos Vi,...,V,, de X tales que
Ae Vi, .., Vu)n C (Ur,...,Un)n CU. Consideremos los dos posibles casos:

Caso 1, m < n. En este caso, tomaremos V; = U; para cada i € {1,...,m} y V; = U, para cada
ie{m+1,...,n}. Entonces, (Vi,...,Vp)n = (U1,...,Un)n.

Caso 2, m > n. Sea A = {z1,...,x%}, con k < n. Para cada ¢ € {1,...,k}, pongamos W; = N{U; :
x; € U;}. Claramente z; € W;, para cada ¢ € {1,...,k}. Asi, A € (Wh,...,Wg),. Note que A €
(Wi,...,Wi)n C(U,...,Un)n. Dado que k < n, se sigue por el Caso 1, que existen n subconjuntos de
X abiertos Vi,...,V, talesque A€ (Vi,..., Vi) CT Wi, . ., Wi)n C(Ur,.. ., Undn- O
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Observacién 1.6.19. Note que dado U € 7, y = € U, se sigue por el Teorema [1.6.18| que existen n
abiertos en X, Uy, Us, ..., U,, tales que x € (Uy,...,Up), CU.

Teorema 1.6.20. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces F1(X) = {{z} : x € X} considerado con la
métrica de Hausdorff es isométrico a X.

Demostracion.

Basta mostrar que existe una isometria entre F1(X) = {{z} : © € X} y X. Considere la funcién
h: X — F(X) dada por h(x) = {z}, para cada € X. Por la manera en que estd definida la funcién
es biyectiva. Adem4s, por la Proposicién d(a,b) = H({a},{b}) = H(h(a), (b)), con lo cual h es
una isometria entre F1(X) = {{z} : z € X} y X. Por lo tanto, F1(X) = {{z} : € X} es isométrico al
espacio X. O

Teorema 1.6.21. Sea (X, d) un espacio métrico. Se cumple que F1(X) = {{z} : € X} es homeomorfo

aX.

Demostracion.

Por el Teorema [1.6.20}, F1(X) = {{z} : x € X} es isométrico a X. Luego, por el Teorema Fi(X) =
{{z} : 2 € X} y X son homeomorfos. O

Obsérvese que, para cada n € N, se cumple la siguiente contencién, F1(X) C F,(X).
Teorema 1.6.22. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces F1(X) es cerrado en CB(X).

Demostracién.

Probemos que F;(X) es cerrado en CB(X). Para probar lo deseado, basta verificar que J;(X) C Fi(X).
Sea A € F1(X). Luego, por el Teorema [1.3.7 existe {4,} C F1(X) tal que lim A,, = A. Veamos que
A € Fi(X). Supéngase que A ¢ F1(X). Seanx € Ayy € A\{z}. Asi, d(z,y) =r > 0. Como lim A,, = A,
para 5 > 0, existe N € N tal que para todo n > N, H(A,,A) < 3. Fijemos n > N. Luego, por el
Teorema (1), A C N(%,An). Supéngase que A, = {z}. Asi, A C N(3,{z}). Entonces d(z,z) < §
y d(y,z) < 5. Luego por desigualdad triangular, d(z,y) < d(z, 2) + d(z,y) < r. Asi, d(x,y) <, lo cual
es una contradiccién. De manera que, A € F1(X). Asi, F1(X) C F1(X). Por lo tanto, por el Teorema

11.2.17) F1(X) es cerrado en CB(X). O

Teorema 1.6.23. Sea (X, d) un espacio métrico y X el producto topolégico de X por s{ mismo n veces.
Sea fp, 1 (X", dy) = (Fn(X),H) la funcién definida por f,((x1,z2,...,2,)) = {21, 22, ..., 2, }, para cada
(z1,22,...,2,) € X™. Entonces f, es continua y suprayectiva.

Demostracién.

Por la manera en que estd definida f,,, esta funcién es suprayectiva, resta probar que f,, es continua. Sean
(x1,22,...,2,) € X"y € > 0. Pongamos § = e. Ahora, supéngase que d((1, Z2, ..., Tn), (Y1, Y2y oy Yn)) <
. Entonces, se sigue que max{d(z1,y1), d(z2,y2),-..,d(xn,yn)} < €. Con lo cual d(z;,y;) < €, para cada
ie{1,2,...,n}.

Veamos que {z1,%2,...2n} C N(€,{y1,y2,...yn}). Sea z; € {x1,22,...2,}. Como d(zj,y;) < €
y dxj, {y1,y2,...yn}) = mf{d(zj,y:) : i € {1,2,...,n}} < d(zj,y5), d(z;,{y1,92,...yn}) < €
se tiene que z; € N(e,{y1,¥2,...-yn}). Luego {x1,z2,...2,} C N(¢,{y1,y2,...yn}). Similarmen-
te, tenemos que {yi,y2,...yn+ C N(e,{z1,22,...2,}). Por lo tanto, por el Teorema (2),
H{z1,z2,. .- Znt, {y1,Y2, ... Yn}) < €. Con lo cual H(fn(x1,22,...,20), fu(y1,y2,---,yn)) < €. En con-
secuencia, f, es continua en (z1,s,...,Z,). De manera que f, es continua en X™. O

Teorema 1.6.24. Si (X, d) es un espacio métrico conexo, entonces F,,(X) es conexo.
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Demostracion.

Sea fn : (X", d;) — (Fn(X),H). Dado que X es conexo, por el Teorema se sigue que X" es
conexo. El Teorema [1.6.23] nos dice que esta funcién es continua y suprayectiva, por lo cual al ser X"
conexo y por el Teorema se sigue que F,(X) es conexo. O

Teorema 1.6.25. Si (X, d) es un espacio métrico compacto, entonces F, (X) es compacto.

Demostracion.

Sea fn, 1 (X", d;) = (Fn(X),H). Dado que X es compacto, por el Teorema se sigue que X" es
compacto. El Teorema nos dice que esta funcién es continua y suprayectiva, por lo cual al ser X"
compacto y por el Teorema se sigue que F,(X) es compacto. O

Por los Teoremas [1.6.24] y |1.6.25] se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.6.26. Si (X,d) es un continuo, entonces F,,(X) es un continuo.



Capitulo 2

Breve introduccion a los sistemas
dinamicos discretos

En la naturaleza es frecuente encontrar fenémenos naturales en donde el tiempo juega un papel importan-
te, por ejemplo la migracién de las mariposas monarcas, el crecimiento poblacional de cierto tipo de aves
en verano, el nimero de infectados por el dengue en cierto pais, etc. Estos tipos de fenénemos naturales
han sido de gran interés para los matematicos pues se han encontrado algunas nociones matematicas que
describen dentro de lo posible estos tipos de fenémenos.

2.1. Sistemas dinamicos discretos.

La importancia de entender estos procesos naturales resulta 1til para modelar, predecir y en algunos
casos evitar eventos no deseados, por lo cual en las matematicas ha surgido el area de sistemas dinamicos
discretos.

De forma general, la dindmica de sistemas es el estudio de como ciertas cantidades cambian en funcién
de otras variables, que por lo general suele ser el tiempo. De manera formal tenemos la siguiente definicién:

Definicién 2.1.1. Sean (G, *) un grupo (o un semigrupo con neutro) y (X, 7) un espacio topoldgico. Un
sistema dindmico es una funcién ¢ : G x X — X continua que cumple las siguientes propiedades:

1. ¢(0,z) = z, para todo = € X,
2. o(t, (s, z)) = p(t * s, x), para todo t,s € G y para todo x € X.

Esta definicién es probablemente la méas formal que se tiene hasta el momento de un sistema dindmico,
mas adelante daremos otra que serd mas comprensible y la que usaremos en todo este trabajo. Pero de
momento conviene hacer unas observaciones. En este trabajo, Ix denota la funcién identidad en el espacio
X.

Observacién 2.1.2. Para todo ¢t € G, sea p; : X — X tal que ¢;(x) = ¢(t, ). En este caso, los puntos
1y 2 de la Definicién [2.1.1], se pueden escribir como:

1. po(x) = Ix, para todo = € X,
2. (g1 0 ws)(x) = pras(x), para todo x € X.

Notemos que si para todo t € G, existe una funcion ¢, : X — X que cumple con las propiedades 1 y
2 de la Observacién entonces existe una funcién ¢ : G x X — X con las propiedades 1 y 2 de la
Definicién Esto es, las funciones de la Observacion definen sistemas dinamicos.

Dependiendo del campo en el cual se trabaje, un sistema dindamico puede clasificarse en dos clases:

17
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Observacién 2.1.3. Un sistema dindamico se clasifica en dos grupos:
1. Si (G, %) = (Z,+) o bien (G, x) = (N,+), se dice que tal sistema es un sistema dindmico discreto.

2. Si (G,*) = (R,+) o bien (G,*) = (Rt U{0},+), se dice que el sistema es un sistema dindmico
continuo o flujo.

A continuacién mencionamos un caso particular de la definicién original de un sistema dindmico.

Definicion 2.1.4. Sea X un espacio métrico. Un sistema dindmico discreto es una funcién continua
F:7Z x X — X que cumple con las siguientes propiedades:

1. F(0,2) = x, para todo = € X, esto es F(0,z) = Ix,
2. F(n,F(m,z)) = F(n+ m,x), para todo m,n € Z y para todo z € X.
En la Definicién [2.1.4] podemos hacer algunas observaciones.

Observacién 2.1.5. Si para todo n € N, definimos F,, : X — X tal que F,(x) = F(n,z). Entonces, en
la Definicién [2.1.4] los puntos 1 y 2 se pueden escribir como:

1. Fy(z) = x, para todo = € X, esto es, Fy = Ix,
2. Fn o Fm = I'ntm-

En particular, sea F; = f, donde f : X — X es una funcién continua en X. Asi F, = FioF; = fof. En
general, F;, = fofo...ofof. En este caso (f,X,Z), determina completamente un sistema dindmico.
—_—

n veces
La parte de la dindmica que estudia este tipo de sistemas discretos, se le llama dindmica topoldgica. En

este trabajo analizaremos este tipo de sistemas dindmicos y la definicion que usaremos es la siguiente:

Definicion 2.1.6. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua que cumple con las
siguientes propiedades:

1. fO(z) = z, para todo = € X, esto es fO(z) = Ix,
2. f*(f™(x)) = f"*t™(x), para todo m,n € Z y para todo x € X.

Al par (X, f), constituido por el espacio métrico X y la funcién continua f : X — X, se denomina sistema
dindmico discreto.

Observacién 2.1.7. De aquf en adelante, f~"(A) denota a (f™)~1(A), es decir, la preimagen de conjunto
ACX.

Definicién 2.1.8. Sean (X, f) un sistema dindmico y € X.
1. La 6rbita futura de = bajo f se denota y define como O = {f"(x) : n € N} = OT(x, f),
2. La 6rbita pasada de x bajo f se denota y define como O~ = {f " (x) :n € N} = O~ (, f),

3. En general, la 6rbita de un punto x bajo f se denota y define como O = O(z, f) = OT(z, f) U
O~ (, f)

Observacién 2.1.9. Con los elementos de la érbita, O(z, f), podemos definir la siguiente sucesion: zo =
x, 21 = f(m0), 2 = f(x1) = f2(w0),- .., T = f(xn_1) = f*(20). Entonces analizar el comportamiento
de la 6rbita es equivalente a estudiar el limite de la sucesién {z, }nen. Es importante aclarar que en varias
referencias la sucesién de recurrencias x,+1 = f(x,) = " (zo) se le llama sistema dindmico discreto.
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Dado un espacio métrico X y una funcién f : X — X, nos resulta interesante estudiar los x € X tales
que f(z) = x. Por ello, es necesario dar la siguiente definicién.

Definicion 2.1.10. Sean X un espacio métrico, x € X y f : X — X una funcién continua. Decimos
que z es un punto fijo de f o punto de equilibrio si f(x) = x; decimos que x es un punto periddico de f
si existe n € N tal que f™(z) = z. Al conjunto de todos los puntos periédicos de f lo denotaremos con
Per(f). Si x € Per(f), entonces

no =min{n € N: f*(z) =z}

se le llama periodo de x.

Despues de la Definicién 2.1.10] podemos concluir las siguientes observaciones.
Observacion 2.1.11. Podemos observar que:

1. Si z es un punto fijo de f, entonces x € Per(f) y x tiene periodo 1.

2. Si x es un punto fijo de f, entonces O(z, f) = {z}.

Observacién 2.1.12. Se dice que z es un punto periddico de f de periodo n si y sélo si f*(x) =z y
para cada i € {1,...,n — 1} se tiene que f'(z) # .

Definicién 2.1.13. Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Se dice que O(z, f) es asintdticamente
periddica o que x es asintoticamente periddico si existe y € Per(f) tal que limy_.o d(f*(x), f*(y)) =
Observacién 2.1.14. Sean (X, d) un espacio métrico, f : X — X continua y = € X.

1. Si x es un punto periédico de periodo k, entonces O (z, f) = {x, f(z),..., fF1(z)}.

2. Sean k,m € N, entonces f*t™(z) = fE(f™(z)) y (f¥)™(x) = fF(z).

Con motivo de seguir estudiando los sistemas dindmicos enunciamos la siguiente definicion.

Definicién 2.1.15. Sean (X, d) un espacio métrico, f : X — X continua y « € X. Se dice que x es un
punto preperiddico si existe m € N tal que f™(x) € Per(f) y = ¢ Per(f).

i 1]
£(0) =

Ejemplo 2.1.16. Para ver un ejemplo de un punto preperiédico, consideremos la funcién f : [—1
tal que f(z) = v/1 — 2. Notemos que si * = —1, se sigue que f(z) = 0, f?(z) = f(f(z)) =
fa) = f(f2 (@) = f(1) =0, f(z) = f(f*(x)) = f(0) = 1, asi, en general:

0, sim es impar;
fray =4 b
1, sim es par.

De aqui, para todo m € N, f™(—1) # —1. Luego, {—1} ¢ Per(f). Observemos que f(—1) € Per(f). En
efecto, f(f(=1)) = f(0) = 1, asi, f*(f(~1)) = f(f(f(=1))) = f(1) = 0. En consecuencia, f*(f(-1)) =
f(=1). Por lo tanto, x = —1 es un punto preperiédico de f.

Observacién 2.1.17. Sean n,m € N tales que n < m, entonces existe k € N tal que f*(f"(z)) = f™ ().

Observacién 2.1.18. Note que si ¢ € Per(f) y n es el periodo de z. Entonces se tiene que f*"(z) =
ffo...of"x)=u, para « € N.
| —

a veces

Con el objetivo de seguir estudiando la dindmica que tiene una funcién f, enunciamos las siguientes
definiciones y resultados.

Definicién 2.1.19. Sean (X, f) un sistema dindmico y z € X. Se dice que O(x, f) es asintdticamente
fija o asintdticamente fijo, si existe xg € X tal que f(zg) = zo v lim, 00 () = 0.
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Teorema 2.1.20. Sean (X, f) un sistema dindmico y zg,yo € X. Si lim, e f™(z0) = yo, entonces
f(yo) = vo.

Demostracién.

Supongamos que lim, o f™(z9) = yo. Luego, por el Teorema [1.3.9] se sigue que {f™(z¢)}52, es una
sucesiéon de Cauchy. Notemos que {f"1(z0)}5%; es una subsucesién de {f™(xg)}52 ;. Asi, por el Teo-
rema lim,, o0 f* 1 (zg) = yo. Por otro lado, dada la continuidad de f se sigue que f(yo) =
Flimy, oo f™(20)) = My oo f 1 (20) = 0. O

Definicién 2.1.21. Sean (X, d) un sistema dindmico y xo un punto fijo de f. Se dice que ¢ es un punto
fijo atractor si existe 6 > 0 tal que si x € X y d(x,x0) < 6, entonces lim, o, f™(z) = zo.

De forma intuitiva, si zg es un punto fijo atractor, todos los puntos que pertenezcan a la §-vecindad
del punto fijo zg se acercaran eventualmente a ella.

Observacién 2.1.22. Sean (X, d) un sistema dindmico y z¢ un punto fijo de f. La definicién de punto
fijo atractor zy es equivalente a:

1. Si z € B(d, zp), entonces lim,,_, f™(x) = xo.
2. Si existe un abierto U en X con zy € U tal que x € U, entonces lim,, o f™(z) = xo.

Definicién 2.1.23. Sean (X, d) un sistema dindmico y xo un punto fijo de f. Se dice que z( es un punto
fijo repulsor si existe § > 0 tal que si z € B(4,x0) \ {zo}, entonces existe n € N tal que f"(x) ¢ B(J, zo).

Observacion 2.1.24. Notemos que un punto fijo repulsor no es necesariamente lo contrario a un punto
fijo atractor. La definicién dice que todos los puntos que pertenezcan a la d-vecindad del punto fijo
repulsor, excepto él mismo, se alejaran eventualmente de ella. Observemos que la definicién no niega que
los puntos de la §-vecindad, en algiin momento pueden retornar.

La importancia de conocer al punto fijo xo ya sea atractor o repulsor de una funcién f es que nos
brinda informacién sobre la vecindad de x(. Si z¢ es un punto atractor, entonces las 6rbitas de todos los
puntos cercanos a xy convergen a . Por otro lado, si xg es un punto repulsor, entonces las érbitas de
los puntos cercanos a xg escapan en un tiempo finito que depende de cada punto. A los puntos que no
son atractores ni repulsores se les llama puntos indiferentes o puntos fijos neutros.

2.2. Sistemas dinamicos discretos unidimensionales

Antes de continuar con la teoria, conviene ver algunos ejemplos para ilustrar los conceptos previamente
definidos. Por lo tanto, nuestro primer ejemplo serd una de las funciones mas sencillas.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos f : R — R tal que f(z) = —23. Observemos que el tinico punto fijo de
fesxz =0y f tiene dos puntos periédicos de periodo 2, los cuales son 1 y —1. En efecto, f(1) = -1y

f(=1) = L. De aqui, f*(1) = f(f(1)) = f(=1) = Ly f3(-1) = f(f(=1)) = f(1) = —L

Ejemplo 2.2.2. Sean a,b € Ry f:R — R una funcién tal que f(z) = ax + b.
Observemos que para cada pareja de valores a,b se obtiene una funcién lineal. Por esto, la dindmica de
dicha funcién dependera de estos valores y es conveniente analizar los posibles valores de a y b.

(I) Sia=0.
En este caso, nuestra funcién se reduce a f(z) = b. Sea x € R. Notemos que si = b se tiene que
fox) = I, fi(x) = f(z) = b, f2(x) = f(f(x)) = b, asi, en general se tiene que f"(x) = b para
n > 1. Observemos que O (b, f) = {b} y O~ (b, f) = {f~"(b) : n € N} = R. Por otro lado, si x # b,
se tiene que OT (z, f) = {x,b} y O~ (z, f) = 0.
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(I) Si b= 0.
En este caso, nuestra funcién se reduce a f(z) = az. Sea z € R. Observemos que f2(z) = f(f(x)) =
f(az) = a®z y en general se tiene que f"(z) = a™z, para n € N. Notemos que el tinico punto fijo
de fesz =0, asl, O, f) = {0} y O (x, f) = {a"x : n € N}. Por otro lado, para toda pareja de
puntos x y y se tiene que |f(z) — f(y)| = |a||z —y|. Asi, en general |f™(z) — f"(y)| = |a"z — a"y| =
la" (x —y)| = |a|™|z —y]|, para toda n € N. Observemos que |a| > 0y |f(z) — f(y)| < |a|lx —y|, luego,
f es una funcién de Lipschitz. Si consideramos una sucesién {z, }»en, como en la Observaciénm
tenemos que:
= Si|a| < 1, entonces f es una contraccién y lim, . x, = 0.
= Si |a| > 1, entonces lim,,_, oo 2, = 00.
» Sia =1, entonces OF (z, f) = {x}.
» Sia=—1, entonces OF(z, f) = {z, —z}.
(IIT) Sia#£07yb+#0.
En este caso, nuestra funcién es f(x) = ax + b. Sea x € R. Notemos que

fOz) = Ix
fl(z) = f(x) =ax+b
f2(x) = f(f(x)) = flax +b) = a’r +ab+b

2(x) = f(f2(z)) = f(a®>x +ab+b) = a3z +a?b+ab+b

n 1— g™
f"(m)za”w—i—bZa”‘k:anx—l—b( a )

1—a
k=1

n

Asi, se sigue que OF (z, f) = {z} U {a"z + b (11_:1@ ) :n € N},

Ejemplo 2.2.3. Sea f : [0,1] — [0,1] tal que f(z) = v1— a2 (Vea Figura . Primero analicemos
los puntos fijos de f. Para ello buscamos los puntos z € [0, 1] tales que f(z) = z, es decir, aquellos que
cumplen que v/1 — 22 = z. Usando dlgebra se tiene que z = % 6x = f%. Dado que el dominio de
nuestra funcién es [0, 1], el tinico punto fijo que tiene f es x = % Por otro lado,

x, si n es par;

v1—1x2, en otro caso.
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Asi, se sigue que O (z, f) = {x, V1 — 22}.

0.6
0.4

02

L L L L
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Figura 2.1: Gréfica de la funcién f(z) = v1 — 22 y de la funcién f(z) =

Ejemplo 2.2.4. Sea f: R — R la funcién dada por:

{2307 six € [0,

N

_ K

1) %—x, sixe[%,l].

En la Figura se puede ver la gréafica de la funcién f. Observemos que por la naturaleza de la funcién
f es conveniente estudiar sus puntos fijos en dos casos. Si x € [O, %}, para que x sea un punto fijo se debe
cumplir que 2z = =, es decir, 2 = 0. Por otro lado, si € [3,1], para que x sea un punto fijo se debe
cumplir que % —x = x, es decir, z = %. En consecuencia, f tiene dos puntos fijos. Para continuar con el
estudio de f, analicemos el comportamiento de f2(x).

1. Siz € [0,1], se sigue que f(z) € [0,3]. Por lo cual f?(z) = f(2z) = 4x.

2. Siz € [},3], sesigue que f(x) € [3,1]. Por lo cual f%(z) = f(2z) = 3 — 2x.
3. Siz € [3,3], sesigue que f(z) = € [2,1]. Por lo cual f*(z) = f (3 —2) ==
4. Siz € [2,1], se sigue que f(z) = € [3.2]. Por lo cual f2(z)=f (3 —z) ==

Notemos que los puntos fijos de f2son z =0y x = %.

08
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Figura 2.2: Grafica de la funcién f definida en el Ejemplo y de la funcién f(z) = x.

Como podemos observar en estos ejemplos, existen funciones en las cuales estudiar sus puntos fijos
resulta un trabajo arduo. Para facilitar dicha tarea, veremos algunos resultados que nos seran utiles para
identificar a los puntos fijos atractores o repulsores.
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Teorema 2.2.5. Sean A un intervalo en R, f : A — A una funcién continua en A y xg € A tal que
f(zg) = xo. Supongamos que f es derivable en z.

1. Si|f'(x0)| < 1, entonces zg es un punto fijo atractor.

2. Si |f'(zo)| > 1, entonces zy es un punto fijo repulsor.

Demostracion.

1) Supongamos que |f'(zo)] < 1. Veamos que zy es un punto fijo atractor, es decir, existe § > 0 tal
que si z € X y d(z,x9) < 6, entonces lim, o f™(z) = x. Recordemos que una forma de definir
a la derivada de una funcién f en cualquier punto a de su dominio es de la siguiente manera: f'(a) =

lim,_, f(m) f(a) . De aqui, se sigue que h’mz_mo %ﬂ)“) = |f’(3:0)| < 1. Dado que f(aso) = x0, se tiene
que |limg 4, f(;)xm fgcm)xm

($) Zo

Por otro lado, sea o un ntmero real fijo tal que lim,_,,, < a < 1. Asi, existe un d; > 0 tal que

flx)—zo

r—x(

si | — xo| < 01, entonces ’ ’ < a, es decir, |f(z) —xo| < a|x — xp|. Observemos que si aplicamos

f al punto f(z) obtenemos que |f?(x) — zo| < a|f(z) — zo| < a®|x — z¢|. De forma general se tiene que
|f™(x) — x| < a™|z — 20| para toda n € N. Notemos que 0 < o < 1, asi, lim, o @™ = 0. En conclusién,
si | — xg| < 01 se tiene que lim, o f™(z) = xg. Sea 6 = §;. Con esta eleccién del ¢, se tiene que g es
un punto fijo atractor.

2) Supongamos que |f’(xo)| > 1. Veamos que xg es un punto fijo repulsor, es decir, existe § > 0 tal que si
x € B(d,70) \ {zo} se tiene que existe N € N tal que fV(z) ¢ B(J,z¢). Procediendo de forma similar a

1), existe 1 > 0 y « un ndmero real fijo tal que si |z — xg| < §1 y  # xo se tiene que f(‘”) 7o

es decir, |f(z) — xo| > alx — zo|. Sea n € N. Observemos que si para cada 0 < ¢ § n se tiene que
fi(x) € B(61,z0), entonces | f™(x) — zo| > a™|x — x0|. Dado que a > 1, lim,,_, o @™ = oo. Es decir, existe
N € N que depende de z para el cual fV(z) ¢ B(61,70). Sea § = &;. Con esta eleccién del §, se tiene que
o es un punto fijo repulsor. O

Observacién 2.2.6. En el Teorema [2.2.5] si 2y es un punto fijo de f y se tiene que |f'(z)| = 1, entonces
no se puede afirmar nada sobre el punto xg.

Si f(xo) = o y la derivada de f en xq es cero, decimos que xg es un punto fijo siper atractor de f.
El siguiente teorema nos sera de utilidad para saber si una funcién f tiene al menos un punto fijo. Cabe
mencionar que por f([a,b]) nos referimos a la imagen de [a,b] bajo f, es decir, f([a,b]) ={y e R:y =
f(z), para algin z € [a,b]}.

Teorema 2.2.7. Sean A un intervalo en Ry f : A — A una funcién continua en A. Sean [a,b] un
intervalo contenido en A.

1. Si f([a,b]) C [a,b], entonces f tiene un punto fijo en [a, b].
2. Si [a,b] C f([a,b]), entonces f tiene un punto fijo en [a, b].

Demostracion.

1) Supongamos que f([a,b]) C [a,b]. Veamos que f tiene un punto fijo en [a, ], es decir, existe xg € [a, b]
tal que f(zg) = zo. Dado que f([a,b]) C [a,b], se tiene que a < f(a) y f(b) < b. Sea h : [a,b] — R dada
por h(z) = f(x) —x. Observemos que la funcién h es continua en [a, b]. Por otro lado, h(a) = f(a)—a > 0
y h(b) = f(b) — b < 0. En consecuencia, h(b) < 0 < h(a). Por el Teorema del valor intermedio (Teorema
, existe xg € [a, b] tal que h(zg) = 0. Por lo tanto f(zo) = xo.

2) Supongamos que [a,b] C f([a,b]). Veamos que f tiene un punto fijo en [a, b], es decir, existe zq € [a, ]
tal que f(zg) = xo. Dado que [a,b] C f([a,b]), existen « y 8 en [a,b] tales que f(a) = ay f(B) =
Notemos que a < a < by a < 8 < b. En consecuencia, se tiene que f(a) < ay f(8) > B. Sea
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h:[a,b] = R dada por h(z) = f(x) — . Observemos que la funcién h es continua en [a, b]. Por otro lado,
hia) = fla) —a <0y h(B) = f(B) — B8 > 0. De donde se sigue que h(a) < 0 < h(B). Por el Teorema
del valor intermedio (Teorema [1.5.24)), existe g € [a, 8] 0 zg € [5,a] tal que h(zg) = 0. Por lo tanto,
f(l‘o) = Xp. O

El siguiente teorema no nos garantiza la existencia de puntos periédicos de f de periodo 1, sélo nos
brinda un herramienta para descartar en funciones crecientes a puntos periddicos de f de periodo mayor
al.

Teorema 2.2.8. Sean A un intervaloen Ry f: A — A una funcién continua en A. Si f es estrictamente
creciente, entonces f s6lo puede tener puntos de periodo a lo més 1.

Demostracion.

Supongamos que x es un punto periédico de f de periodo 2, es decir, f(x) # x y f?(x) = x. Notemos que
s6lo existen dos posibles casos; x < f(z) o z > f(z). Si x < f(x), dado que la funcién f es creciente se
sigue que f(z) < f?(x). Es decir, x < f(z) < f2(z). Asf, x < z. Por otro lado, si z > f(z) y puesto que
la funcién f es creciente se sigue que f(x) > f?(x). Es decir, z > f(x) > f?(x). De donde se tiene que
x > x. Por lo tanto f no tiene puntos de periodo 2. Ahora supongamos que x es un punto periédico de f
de periodo m, es decir, f(z) # x, f(x)? #x, ..., f(x)" P # 2y f™(x) = x, donde m > 2. Procediendo
de forma similar en el caso anterior sélo existen dos posibles casos; x < f(z) o z > f(x). Si x < f(z),
dado que la funcién f es creciente se sigue que x < f™(z). Es decir, < z. Por otro lado, si > f(z), y
puesto que la funcién f es creciente se sigue que z > f™(z). De donde se sigue que & > z. Por lo tanto
f no tiene puntos de periodo m, donde m > 2. O

En los siguientes teoremas veremos condiciones para saber si una funcién continua f tiene un punto
fijo de periodo 1.

Teorema 2.2.9. Sean I un intervalo en Ry f: 1 — I una funcién continua en I. Si f tiene un punto
de periodo 2, entonces f tiene un punto de periodo 1.

Demostracion.

Supongamos que x1 € Per(f) y es de periodo 2. Asi, O(z1, f) = {71,732}, donde f(x1) =22y f2(21) =
f(f(x1)) = f(x2) = z1. Veamos que f tiene un punto de periodo 1, esto es, que existe zo € I tal que
O(zo, f) = {zo}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x1 < z5. De aqui, f(z2) < z2 y 71 < f(1).
Luego, f(x2) —22 <0y 0 < f(z1) — x1. Es decir, f(r2) — 22 < 0 < f(z1) —x1. Sea h: I — I dada por
h(z) = f(x) — . Observemos que la funcién h es continua en I. Por otro lado, h(zz) = f(z2) —22 <0y
h(z1) = f(z1) — 21 > 0. De donde se sigue que h(z2) < 0 < h(x1). Por el Teorema del valor intermedio
(Teorema [L.5.24)), existe zo € (z1,22) C I tal que h(zg) = 0. En consecuencia f(zo) = z¢. Por lo tanto,
O(xo, ) = {zo}, es decir, g es de periodo 1. O

El siguiente teorema es la generalizacién del Teorema por lo cual no resulta extrano que sus
demostraciones sean similares.

Teorema 2.2.10. Sean I un intervalo en R, f : I — I una funcién continua en I y n € N tal que n > 1.
Si f tiene un punto de periodo n, entonces f tiene un punto de periodo 1.

Demostracién.

Supongamos que x € Per(f) y es de periodo n > 2. Veamos que f tiene un punto de periodo 1, esto
es, que existe zg € I tal que O(xg, f) = {xo}. Notemos que O(z, f) tiene n elementos. Si ordenamos
estos n elementos de O(z, f) en forma creciente tenemos que 1 < z2 <,...,< z,. Observemos que 1
es el menor de los elementos de O(x, f) y x, es el mayor de los elementos de O(z, f). Asi, f(z1) > =1
y f(zn) < 2,. De donde se tiene que f(x1) — 21 > 0y f(a,) — 2, < 0. Sea h : I — I dada por
h(z) = f(x) — x. Observemos que la funcién h es continua en I. Por otro lado, h(z,) = f(z,) —z, <0y
h(z1) = f(x1) — x1 > 0. De donde se sigue que h(z,) < 0 < h(z1). Por el Teorema del valor intermedio
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(Teorema [1.5.24), existe zg € (x1,2,) C I tal que h(zg) = 0. En consecuencia, f(z¢) = zo. Por lo tanto,
O(xo, f) = {xo}, es decir, xq es de periodo 1. O

Notemos que el teorema anterior sélo nos garantiza la existencia del punto de periodo 1, pero no
nos brinda una forma de encontrar dicho punto. El siguiente resultado nos serd de utilidad en varias
demostraciones, por tal motivo es conveniente analizar su demostracién.

Teorema 2.2.11. Sean I un intervalo en Ry f : I — I una funcién continua en I. Sean [a,b] v [c, d]
intervalos contenidos en I. Si [¢,d] C f([a,b]), entonces existe un subintervalo cerrado [, 5] C [a, b] tal

que f([avﬁ]) = [67 d]'

Demostracién.

Supongamos que [¢,d] C f([a,b]). Veamos que existe un subintervalo cerrado [a, 8] C [a,b] tal que
f([e, B]) = [e,d]. Dado que [¢,d] C f([a,b]), existen dos puntos s y t en [a,b] tales que f(s) = cy
f(t) = d. Sin pérdida de generalidad, supongamos que s < t. Puesto que f es continua, existe un punto
x € [s,1] tal que f(z) = c. Consideremos o = sup{x € [s,t] : f(x) = ¢}. Por la forma en que construimos
a « tenemos que [¢,d] C f([«,t]). Por otro lado, notemos que dado que f es continua, existen puntos
x € [, t] tales que f(z) = d. Consideremos 8 = inf{z € [o,t] : f(z) = d}. Claramente o < 3. Por la
forma en que escogimos a « y S tenemos que f([«, 8]) = [¢, d]. O

Los siguientes dos teoremas nos dan herramientas que nos ayudaran a encontrar puntos periédicos.

Teorema 2.2.12. Sean A un intervalo en Ry f: A — A una funcién continua en A. Si f tiene una
orbita de periodo 3, entonces tiene una orbita de periodo 2.

Demostracién.

Supongamos que f tiene una érbita de periodo 3, es decir, O(a, f) = {a,b,c} con a <b<cy a,b,c €R.
Veamos que f tiene una drbita de periodo 2, es decir, existe g € A tal que O(xo, f) = {zo, f(z0)}
donde f(xg) # . Observemos que la érbita de a tiene dos opciones de recorrido. En el primer caso,
b= f(a), c = f(b) y f(¢) = a. En el segundo caso, ¢ = f(a), b = f(¢) y f(b) = a. Procederemos
a demostrar para el primer caso, con la idea de que para el segundo caso es similar. Por simplicidad,
pongamos I = [a,b] y J = [b,c]. Notemos que dada la continuidad de f y el hecho de que a < b < ¢,
se tiene que J C f(I) y TUJ C f(J). Dado que I C f(J) y por el Teorema se sigue que existe
A; C J subintervalo tal que f(A;) = I. Por otro lado, puesto que J C f(I) y Ay C J, tenemos que
Ay C f(I). Luego, por el Teorema se sigue que existe Ay C I subintervalo tal que f(As2) = A;. De
donde, f%(As) = f(A;) = I. En consecuencia, Ay C f?(Az). Asf, por el Teorema [2.2.7} existe zg € Az
tal que f?(z0) = zo. Notemos que f(xg) # xo. En efecto, supongamos que f(zo) = zo. Observemos que
xg € A C I. Luego, f(xo) € f(A2) = Ay C J. Asi, f(xo) € I NJ. De manera que f(xo) = b. Por tal
motivo, f(b) = b. Lo cual es una contradiccién pues f(b) = ¢. Por lo tanto, O(zo, f) = {zo, f(z0)}. En
conclusién, f tiene una Orbita de periodo 2. O

Observacion 2.2.13. Observemos que por los Teoremas|[2.2.10|y [2.2.12] si f tiene una érbita de periodo
3, entonces f tiene orbitas de periodo 2 y 1.

El siguiente teorema es la generalizacién del Teorema [2.2.12] conocido como el Teorema de Li- Yorke.

Teorema 2.2.14. Sean A un intervalo en Ry f: A — A una funcién continua en A. Si f tiene una
orbita de periodo 3, entonces para todo n € N, f tiene una érbita de periodo n.

Demostracion.

Supongamos que f tiene una érbita de periodo 3, es decir, O(a, f) = {a,b,c} con a <b<cy a,b,c €R.
Veamos que [ tiene una Orbita de periodo n, en otras palabras, existe o € A tal que O(xo, f) =
{z0, f(x0),..., f" 1 (x0)} donde fi(xqg) # z0, para cada i € {1,2,...,n — 1}. Observemos que la érbita
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de a tiene dos opciones de recorrido. Procediendo de forma similar a la demostracion del Teorema [2.2.12
s6lo analizaremos el caso donde b = f(a), ¢ = f(b) y f(¢) = a. Pongamos I = [a,b] y J = [b, ¢]. Notemos
que dada la continuidad de f y el hecho de que a < b < ¢, se tiene que J C f(I) y IUJ C f(J). Dado que
I C f(J) y por el Teorema se sigue que existe A; C J subintervalo tal que f(A;) = I. Por otro
lado, puesto que 4, C J C TUJ C f(J) por el Teorema se sigue que existe Ay C J subintervalo
tal que f(A3) = A;. De forma similar, dado que Ay € J C TUJ C f(J) por el Teorema se sigue
que existe Az C J subintervalo tal que f(A3) = As. Procediendo de esta forma definimos los intervalos
Ay, As, ..., Ap_1, todos ellos contenidos en J, y tales que f(A;) = A;_1, donde 2 <4 < n — 1. Dado que
An—1 CJC f(I), porel Teorema se sigue que existe A,, C I subintervalo tal que f(A,) = A,_1.
Notemos que A,, C I'y f*"(A,) = 1. Asi, A,, C f"(A,). Luego, por el Teorema [2.2.7} existe zy € A,
tal que f™(xg) = wo. Veamos que o es de periodo n, para esto, basta verificar que fi(x) # o, para
cada i € {1,2,...,n — 1}. Supongamos que existe k € {1,2,...,n — 1} tal que f*(z) = zo. Dado que
xo € I, tenemos que f¥(x¢) = x¢ € I. Por otro lado, dada la forma en que definimos los intervalos
Ay, Ag, ... Ay 1 yelhechode que k € {1,2,...,n—1} se tiene que f*(x¢) = ¢ € J. Asi, f¥(x¢) € INJ.
De manera que f*(xq) = b. Por tal motivo, f*(b) = b. Lo cual es una contradiccién pues f(b) = c. Por lo
tanto, f'(zo) # xo, para cada i € {1,2,...,n— 1}. En conclusién, f tiene una érbita O(xo, f) de periodo
n. O

Para entender mejor la dindmica que tienen algunas funciones respecto a la érbita de un punto z es
conveniente estudiar sus graficas.

2.3. Diagramas de Cobweb o red de arana

En esta seccion veremos una forma de analizar la érbita de un punto zg bajo una funcién f continua.
Sean A un intervalo en Ry f: A — A una funcién continua en A. Para graficar el comportamiento de
un punto xg bajo la funcién f seguimos los siguientes pasos:

1. Graficar las curvas de las funciones f(z) y y = x para todo x € A.
2. Encontrar el valor de f(zg). Asi, tendremos el punto (zg, f(z¢)).

3. Trazar una linea recta horizontal de este punto a la funcién identidad. Al cruzar con la recta
identidad encontramos el punto (f(xo), f(zo)).

4. Trazar una linea recta vertical del punto previamente encontrado a la grafica de la funcién f. Al
cruzar con la grafica de f encontramos el punto (f(zo), f?(xo)). Repetir desde el Paso 3 las veces
deseadas.

Al diagrama generado por el método mencionado previamente se le conoce como Diagrama de Cobweb
de f. Para facilitar el desarrollo de este diagrama podemos hacer uso de la programacion con Mathematica.
Enseguida se muestra el cédigo implementado para llevar dicha tarea a cabo.

cobweb [funcion_, x0., numpasos_., iniciox-, finx_, inicioy-, finy_-] :=

Module [{k},
(xPrograma para realizar el diagrama de Cobweb en Mathematica por Victor Manuel G.
Altamirano*)

(xiteraciones es la lista con las funciones iteradasx)
iteraciones = NestList [funcion, x0, numpasos + 1];

(xListaxy es la lista de las parejas (x,y) a graficar x)
Listaxy = {{x0, 0}, {x0, funcion[x0]}};

(x*Aqui simulamos los pasos 3 y 4 descritos en el metodo para \
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realizar el diagrama de Cobwebsx)
For[k = 1, k <= numpasos, k++,

AppendTo |
Listaxy , { iteraciones[[k + 1]], iteraciones[[k + 1]] } ] ;
AppendTo [ Listaxy, {iteraciones|[[k + 1]], iteraciones[[k + 2]]}]];

(xgl es la grafica de la funcion identidad y la funcion dadax)
gl = Plot [{funcion [x], x}, {x, iniciox , finx},

PlotRange —> {inicioy , finy},

PlotStyle — { {Thick, RGBColor[0, 0, 1]}, {Black}}];

(xg2 es la grafica de las parejas (x,y) en la Listaxy=x)
g2 = ListPlot [Listaxy, Joined —> True,
PlotStyle — RGBColor[1, 0, 0]];

(xMuestra las graficas gl y g2 simultaneamentex)
Show [gl, g2]
]

Los nombres de las variables usadas en el cédigo anterior son muy intuitivas. La variable funcion,
es la funcién la cual nos interesa estudiar, cabe aclarar que dicha funcién debe ser definida previamente
(Vea Ejemplo . Por otro lado, las variables iniciox y finz forman al intervalo [iniciox, finz], el
cual representa el dominio de f que nos interesa estudiar. De forma similar, las variables inicioy y finy
forman al intervalo [inicioy, finy], el cual representa la imagen de f que nos interesa analizar. La variable
numpasos es el numero de repeticiones de los pasos 3 y 4 descritos en el método para realizar el diagrama
Cobweb, esta variable debe ser ajustada en relacién a los intervalos [iniciox, finx] y [inicioy, finy]. Por
dltimo, zq es el punto a partir del cual se empezard el diagrama Cobweb, este punto debe estar en el
intervalo [iniciox, finz]. El uso incorrecto de estas variables puede causar resultados no deseados.

Enseguida mostramos el modo correcto para usar el cédigo.

Ejemplo 2.3.1.

(x*Definimos previamente las funciones que nos interesan )

T[x-] := Piecewise[{{2 x, x <= 1/2}, {2 — 2 x, x> 1/2}}];
cobl[x-] := 2 x;

cob2[x_.] = —x + 1;

cob3[x-] = x*kx*X;

cobd [x_] = (—=5/4)*x + (5/2);

(xsu grafica es la Figura 2.3x%)
cobweb [cobl, 0.1, 6, 0, 0.9, 0, 1.7]

(xsu grafica es la Figura 2.4x%)
cobweb[cob4, 0.9, 7, 0, 2.2, 0, 2.5]

(*su grafica es la Figura 2.5x%)
cobweb[cob2, 0.1, 6, 0, 1, 0, 1]

(*su grafica es la Figura 2.6%)
cobweb[cob3, 0.9, 5, —1, 1, —1, 1]

(xsu grafica se encuentra en la Figura 2.7x)
cobweb [T, 0.7, 9, 0, 1, 0, 1]

A continuacién mostramos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos la funcién f : R — R tal que f(x) = 2. Observemos que el tinico punto
fijo de f es z = 0. El diagrama de Cobweb de f con zo = 0.1 se muestra en la Figura [2.3]
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s

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 2.3: Diagrama Cobweb de la funcién f(z) = 2z, donde z¢ = 0.1.

Ejemplo 2.3.3. Consideremos la funcién f: R — R tal que f(z) = f%x + % Observemos que el tnico
punto fijo de f es x = %. El diagrama de Cobweb de f con xg = 0.9 se muestra en la Figura
2.5 T
20
sl
0.0 T 0‘.5 T l‘.O T l‘.S T 2.0 ‘

Figura 2.4: Diagrama Cobweb de la funcién f(z) = —2z + 2, donde ¢ = 0.9.

Ejemplo 2.3.4. Consideremos la funcién f : R — R tal que f(z) = —z + 1. Observemos que el tnico

punto fijo de f es x = % El diagrama de Cobweb de f con zg = 0.1 se muestra en la Figura

0.8 -
0.6 -

0.4

02

. L P P R P T P Lo .
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Figura 2.5: Diagrama Cobweb de la funcién f(z) = —x + 1, donde z¢ = 0.1.
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Ejemplo 2.3.5. Consideremos la funcién f : R — R tal que f(x) = 2. Observemos que los puntos fijos
de fsonz =0,z =1y x=—1. El diagrama de Cobweb de f con zy = 0.9 se muestra en la Figura [2.0]

Figura 2.6: Diagrama Cobweb de la funcién f(x) = 23, donde zq = 0.9.

En los Ejemplos [2.3.2} 2.3.3] y P.3.4] podemos observar que sus respectivas funciones son una recta. En
cada uno de estos 3 ejemplos la recta tiene diferentes pendientes e intersecta al eje y en diferentes puntos.
Observemos que dependiendo del punto xy y de las cualidades de nuestra recta, sus correspondientes
diagramas de Cobweb tienen comportamientos diferentes. Notemos que en los Ejemplos 2:3:2] y 2:3:3] el
diagrama de Cobweb tiende a alejarse del punto fijo de f. Mientras en el Ejemplo el diagrama de
Cobweb llega a ciclarse. Por ultimo, en el Ejemplo el diagrama de Cobweb tiende a acercarse al
punto fijo de f, z = 0.

A continuacién veremos algunos ejemplos donde podemos ver la utilidad que tiene el Teorema

Ejemplo 2.3.6. Consideremos la funcién f(z) = 2z estudiada en el Ejemplo Notemos que |f/(0)] >
1, luego, por el Teorema [2.2.5] se tiene que x = 0 es un punto fijo repulsor. En la Figura podemos
observar que el diagrama de Cobweb escapa del punto fijo.

Ejemplo 2.3.7. Consideremos la funcién f(z) = —%x + g estudiada en el Ejemplo Notemos que
|f’(19—0)| > 1, luego, por el Teorema se tiene que x = %O es un punto fijo repulsor. En la Figura
podemos observar que el diagrama de Cobweb escapa del punto fijo.

Ejemplo 2.3.8. Consideremos la funcién f(z) = —x + 1 estudiada en el Ejemplo Notemos que
| (%)\ =1, en este caso el Teorema no nos brinda informacién. Pero podemos observar en la Figura
que el diagrama de Cobweb se cicla alrededor del punto fijo.

Ejemplo 2.3.9. Consideremos la funcién f(z) = 2® estudiada en el Ejemplo Notemos que |f/(0)] <
1, luego, por el Teorema [2.2.5] se tiene que z = 0 es un punto fijo atractor. En la Figura [2:6] podemos
observar que el diagrama de Cobweb se acerca al punto fijo y queda atrapado por este.

Observacién 2.3.10. Notemos que todos los puntos fijos de una funcién f son aquellos puntos que
intersectan a la funcién y = x.

2.3.1. La funcién Tienda

Una de las funciones que nos servira para mostrar muchos de los conceptos que estudiaremos en este
trabajo es la funcidon Tienda. La cual esta definida de la siguiente manera: Sea T : R — R dada por
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Notemos que la Tienda es una funcién continua en todo R (Vea la Figura. De la grafica de la funcién
Tienda se puede deducir el porqué de su nombre. De aqui en adelante denotaremos a la funcién Tienda
como T

Observacién 2.3.11. A continuacién mostramos algunas propiedades de T que se siguen de forma
inmediata.

1. Si z < 0, notemos que T'(z) = 2z < x. As{ para cada n € N, se tiene que T"(x) = 2"z. En
consecuencia, lim,,  __ T"(z) = —oo.

2. Six > 1, observemos que T'(z) < 0. En consecuencia, lim,,_,__ T"(z) = —oo.
3. Si z € [0,1], entonces T'(x) € [0, 1]. Asi, para cada n € N, T"(x) € [0, 1].

4. T es continua en [0, 1].

5. Para toda x € [0,1], |T"(z)| = 2.

6. T es diferenciable para toda z € [0, 1], tal que = # %

7. 7((0,1]) = [0, 1].

f 02 0.4 06 038 1\
o2

Figura 2.7: Gréfica de la funcién Tienda y de la funcién f(z) = x.

Estas observaciones nos indican que los puntos que pueden tener una dérbita interesante se encuentran
en el intervalo [0, 1]. Por dicha razén, nos dedicaremos al estudio de la restriccién de T al intervalo [0, 1],
T :[0,1] — [0,1]. Observemos que 7' tiene un pico. Lo cual ocurre cuando = = 3.

Analicemos los puntos fijos de T'. Por la Observacién y por la Figura podemos inferir que
T tiene sélo dos puntos fijos, un punto fijo se encuentra en el intervalo [O, %] y el otro en el intervalo
[%, 1]. En efecto, sea = € [0, %] Si & es un punto fijo de T, entonces se debe cumplir que T'(z) =z y
T(x) = 2x. Luego, = 2z. De donde se sigue que z = 0. Por otro lado, sea « € [,1]. Si z es un punto
fijo de T, entonces se debe cumplir que T'(z) = z y T(z) = 2 — 2z. Asi, v = 2 — 2. Luego = = % En
consecuencia, los tnicos puntos fijos de 7" son 0 y %

Dado que 0 y % son puntos fijos de Ty por la Observacién [2.1.11} se tiene que ambos son puntos
peri6dicos de T’ con periodo 1. Asi, {0} € Per(T) y {2} € Per(T). Es decir, Per(T) # (. Por otro lado,
observemos que 77(0) =2 y T'( %) = —2, luego, por el Teorema se concluye que ambos puntos son
periddicos repulsores (Vea Figura .
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1.0 1.0
08+ 038 f
06+ 0.6 ,
041 04+
02 02
L L L Il L L L Il L L L Il L L L Il L L L \ : L L L Il L L L Il L L L Il L L Il L L L
0.0 0.2 04 0.6 08 10 00 0.2 04 0.6 08 1.0

Figura 2.8: Diagrama Cobweb de la funcién Tienda. En el primer diagrama, se ha elegido como punto
inicial a g = 0.001 y en el segundo diagrama, el punto inicial es zo = 0.7. En ambos diagramas se observa
que los puntos fijos de T' son repulsores.

Con el objetivo de estudiar més a la funcién T, analizaremos ahora a la funcién 72. Analicemos los
puntos periédicos de T de periodo 2 (si es que los tiene). Notemos que 7% : [0, 1] — [0, 1] viene dada por:

4x, siz € [O, ﬂ ;
T2(£L'): _4(‘%_%)’ st e [i’%] )
4(95—%), six e [%,%];
—4(z—1), size[3,1].

Notemos que T? es una funcién continua en todo R (Vea la Figura [2.9)).

Observacién 2.3.12. A continuacién mostramos algunas propiedades de T2 que se siguen de forma
inmediata.

1. Si x € [0,1], entonces T?(z) € [0, 1].

2. T? es continua en [0, 1].

3. Para toda z € [0,1], |(T?)'(z)| = 4.

4. T? es diferenciable para toda = € [0,1], tal que = ¢ {i, %, %}

5. T2([0,1]) = [0, 1].

0.8

02

T S B S T B S S
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.9: Gréfica de la funcién T2 y de la funcién f(z) = 2.
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Notemos que T hace en el intervalo [0, 1] una tienda, lo cual hace T en [0, 1], sélo que en esta ocasién
la tienda es més angosta. De forma anéloga, 72 hace lo mismo en el intervalo [%, 1].
1

Observacién 2.3.13. Observemos que T2 tiene dos picos superiores. Los cuales ocurren cuando x = 1

yT= %.

Ahora, analicemos los puntos periddicos de T con periodo 2. Por la Observacion y por la Figura
podemos inferir que T2 tiene sélo cuatro puntos fijos, donde cada uno de ellos se encuentra distribuido
en los intervalos [O, ﬂ, B, %}, [%, %] y [%, 1]. En efecto, si x € [O, ﬂ es un punto fijo de T2, entonces se
debe cumplir que T?(z) = 2 y T?(z) = 4x. Luego, x = 4z. De donde se sigue que x = 0. Procediendo de

i, %], [2 3] vy [%, 1], se sigue que los puntos fijos para T2 son z = %,

forma similar para los intervalos [ i

4
5
Por otro lado, notemos que t =0y = = % son los dos puntos fijos de T. También observemos que

T(%) =4y T(%) = %, y por la forma en que se buscaron estos dos puntos es claro que TQ(%) = % y

5
Tz(%) = %. Luego, por la Observacién [2.1.12) podemos concluir que x = % vy = % son los tinicos puntos
periédicos de T' de periodo 2. Asf, {2} € Per(T) y {2} € Per(T).

Para terminar de estudiar la dindmica de T2, notemos que |(T2)’(§)’ =4y ’(TQ)’(%)’ = 4, luego, por

el Teorema se concluye que ambos puntos son periddicos repulsores (Vea Figura [2.10)).

T = % y * = =, respectivamente.

1.0 A ].07

08 08

04F X 04l
02 \ 02l

N N N

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.10: Diagrama Cobweb de la funcién T?. En el primer diagrama, se ha elegido como punto inicial
a xg = 0.41 y en el segundo diagrama, el punto inicial es zyp = 0.81. En ambos diagramas se observa que
los puntos fijos de T2 son repulsores.

Antes de dar el salto al paso general, estudiemos a los puntos periédicos de T' de periodo 3 (si es que
los tiene). Notemos que 7% : [0,1] — [0, 1] estd dado por:

8x, six e [O, %} ;
—8(3:—%), six € [%,%];
8z — 1), size [%,%];
roey S by e (L4
8(35—%), sixz e [%,g];
—8(3:—%), six € [g,g];
8(9:—%), sixz € [g,g];
—8(z—1), size|:1].

Notemos que la T% es una funcién continua en todo R (Vea la Figura [2.11)).

Observacién 2.3.14. A continuacién mostramos algunas propiedades de T2 que se siguen de forma
inmediata.
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1. Si x € [0,1], entonces T3(z) € [0, 1].
2. T? es continua en [0, 1].

3. Para toda x € [0, 1], |(T®)'(z)| = 8.
4. T® es diferenciable para toda z € [0,1], tal que = ¢ {1, 2,2,2,5,8 71

5. T°([0,1]) = [0,1].

0.8 —
0.6 —
04 —
0.2 —

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.11: Gréfica de la funcién T2 y de la funcién f(z) = .

Observacién 2.3.15. Observemos que T tiene cuatro picos superiores. Los cuales ocurren cuando

1l p=3 ;=3 =17
HT=5T=z3yxr=3.

Estudiemos los puntos periédicos de T' con periodo 3. Por la Observacién [2.3.10[y por la Figura|2.11

podemos inferir que T3 tiene sélo ocho puntos fijos. Procediendo de manera similar al método empleado

previamente, se tiene que el conjunto de los puntos fijos T2 es {O, %, %, %, %, %, g, %}.

Notemos que T(0) =0 y T(%) = % Luego, como T7(z) # x para x € {%, %, %, %, g, %} y j € 41,2},

se tiene que el conjunto de los puntos periédicos de T de periodo 3 es {%, %, %, %, %, %}. De donde, se

sigue que {%, %, %, %, %, %} C Per(T). Dado que |(T?)'(z)| = 8 para z € [0,1] y por el Teorema se

concluye que los seis puntos son periédicos repulsores.

xr=

Para terminar esta seccién estudiemos a T*, para k € N.
Observacién 2.3.16. Para todo k € N, T* est4 definida por las siguientes férmulas:

=1y r e {0,2,4,...,2F - 2};

JSR] yre{1,3,5,...,2F =1},

Tk(x): 2’“(;10—2%), six € [2%
—2k(z — L), size (&

Observacién 2.3.17. A continuacién mostramos algunas propiedades de T*, para cada k € N, que se
siguen de forma inmediata.

1. Si z € [0,1], entonces T*(z) € [0, 1].
2. T* es continua en [0, 1].

3. Para toda = € [0, 1], |(T?)(x)| = 2*.
4. T*(]0,1]) = [0, 1].

5. T* tiene 2¢~1 picos superiores.
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6. T* tiene 2* puntos fijos y todos son puntos repulsores.

2.T)={2,5,3} Deaqui, O(3,T) es

de periodo 3, por el Teorema se tiene la siguiente observacion.

Notemos que la orbita del punto x = % bajo la funcién T es O(

Observacion 2.3.18. La funcién T tiene puntos peridédicos de todos los periodos.

Teorema 2.3.19. Para todo n € Ny para cada l € {0,1,2,...2" — 1} se tiene lo siguiente:

1. La funcién T™ restringida al intervalo [2%, l;—nl} " . [27” l;ﬁﬂ — [0, 1] es un homeomorfismo.
2. La regla de correspondencia de T™ en [, H:1] es T™(z) = p+ (—1)!2"z, donde p es un nimero
entero.
Demostracion.

En esta prueba usaremos induccion matematica. Veamos el caso inicial, cuando n = 1. En este caso se

tiene que [ € {0,1}. Sil = 0, nuestro intervalo es [0, 3] y por definicién T'(z) = 2z = T (z) = 04(—1)"2z.

Es inmediato que T : [O, %] — [0, 1] es homeomorfismo. Por otro lado, sil = 1, nuestro intervalo es [%, 1} y

por definicién T'(z) = 2 — 2z = T'(z) = 2+ (—1)'2z. De forma inmediata se tiene que 7" : [3,1] — [0,1]

es un homeomorfismo. Ahora, supongamos que la afirmacién es cierta cuando n = k. Asi, para cada

I € {0,1,2,...2F — 1} la funcién T* restringida al intervalo [— ﬂ], T | L H—l} — [0,1] es un
2

2k 9k 29k 2k
homeomorflsmo. Veamos que T**! es un homeomorfismo. Sean n = k + 1y I € {0, L

Observemos que si | < 2 —1, se tiene que 21,%}1 < % De donde se sigue que [#, 21;%11} C [0, %] Por otro
lado, si 2F <1 < 21 — 1, entonces [5hr, 4| C [3,1]. Notemos que al conjunto {0,1,2,...,2"1 —1}
lo hemos dividido en dos partes.

Caso 1, si | < 2¥ — 1, entonces la funcién 7" = T* o T, donde T : [5, &5] — [, 5] v T -

[2%, l;—,}] — [0, 1]. Por hipétesis de induccién tenemos que T* es un homeomorfismo. Luego, como T™

es composicién de funciones un homeomorfas, tenemos que 7" es un homeomorfismo. Notemos que
T (z) = TH(T(z)) = T*(2z) = p + (—1)'2¥22 = p + (—1)'2¥* 12, donde y es un niimero entero.

Caso 2,51 2F <1 < 2811 entonces la funcién T" = T*oT, donde T : [2“1 , ;,j]}l} — [%, %}
y TF - [%, Qk;_l — [0,1]. Dado que 2% < < 2F+1 — 1, se sigue que 0 < 281 — ] —1 <2k — 1.
Asi, 281 — | — 1 es un elemento de {0,1,2,...,2% — 1}. Luego, por hipétesis de induccién tenemos

que T* es un homeomorfismo. Luego, como 7™ es composicién homeomorfismos, tenemos que 7" es un
homeomorfismo. O

Corolario 2.3.20. Sean (a,b), a < b, un subintervalo de (0,1). Entonces existe N € N tal que

N((a,b)) =[0,1].

Demostracion.
Notemos que 0 < b — a. Dado que lim, 2% = 0, existe un N € N lo suficientemente grande tal que
QLN < b_T“ Dividamos el intervalo (0,1) en subintervalos de longitud 2%, Como % < 1)—7«17 se sigue que

existe un ! € {0,1,2,.. -1} tal que [5k, 53] C (a,b). Por el Teorema se tiene que existe
N € N tal que TN([ziN l2+1D 0,1]. Teniendo en cuenta que TN([QLN7 l;—Nl}) C TV ((a,b)), podemos
observar que [0,1] € TV ((a,b)). Por otro lado, como (a,b) C (0,1), se concluye que TV ((a,b)) C [0,1].
Por lo tanto, TV ((a, b)) = [0, 1]. O

Corolario 2.3.21. El conjunto Per(T) es denso en [0, 1].

Demostracion.

Sea U un abierto no vacio en [0, 1]. Veamos que Per(T) es denso en [0,1], es decir, U N Per(T) # (. Sean
(a b) C [O 1], con a < b. Dado que lim,,_,o 5= = 0, existe un N € N 10 suficientemente grande tal que
i < =2 Dividamos el intervalo [0, 1] en subintervalos de longitud 5i. Como i < 252, se sigue que
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existe un [ € {0,1,2,...2Y — 1} tal que [2%7 l;'—,vl} C (a,b). Por el Teorema se tiene que existe
N € N tal que TN([QLN, l;—Nl]) = [0,1]. Dado que [2%,, l;—Nl] C TN([QLN7 l;—Nl}), por el Teorema se
sigue que existe 29 € [5h, 55| C (a,b) C U tal que TV (wo) = xo. Asi, zg € Per(T). En consecuencia,
U N Per(T) # 0. Por lo tanto el conjunto Per(T') es denso en [0, 1]. O

2.3.2. La familia Cuadratica

Consideremos la familia de sistemas dindmicos:
ge(x) =2 +c, R

Observemos que g, : R — R es una funcién continua. Para estudiar la dindmica que tiene la funcién g,
encontremos sus puntos fijos. Notemos que los puntos fijos de g. son aquellos que satisfacen la ecuacién
22 —x+c=0. Asi, 2; = %‘/m Vg = @. De aqui, se sabe que x tiene solucién en los R si
c< %. Por este andlisis, es conveniente realizar el estudio de la funcién g. en tres casos.

2 _ x4 ¢ = 0 no tiene

Caso 1, cuando ¢ > %. En este caso, g. no tiene puntos fijos pues la ecuacién x
solucién en los R. Para visualizar el comportamiento de g. con ¢ > 1, vea la Figura en ella se observa

que g. no intersecta a la funcién f(z) = x.

-1.0 -0.5 L 0.5 1.0

-0.5-

Figura 2.12: Grafica de la funcién g. con ¢ > i.

Caso 2, cuando ¢ = 1. En este caso, el punto # = £ es el tnico punto fijo de g.. Dado que |(g.)'(3)| =1,

no podemos afirmar sobre si x = % es un punto fijo repulsor o atractor, pero en la Figuram se aprecia

que x = % es un punto fijo neutro.
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Figura 2.13: Grafica de la funcién g. con ¢ = %. En el primer diagrama se ha seleccionado como punto
inicial a xp = 0.7. Podemos observar que todos los x > % son alejados del punto fijo z = % En el segundo
diagrama se ha seleccionado como punto inicial a o = 0.1. Podemos observar que todos los = € (0, %)
tienden hacia el punto fijo x = % Por lo tanto, x = % es un punto fijo neutro.

Caso 8, cuando ¢ < i. En este caso, z; = =1 —4¢ V;m y g = Hvizde V214‘C son los dos puntos fijos de g..
Observemos que 1 < 3 y @2 > &. Dado que |g,(z1)| < 1y |gl(x2)| > 1, por el Teorema se sabe
que z1 es un punto fijo atractor y x5 es un punto fijo repulsor. Para visualizar el comportamiento de g,

con ¢ < %, vea la Figura m

1.0

. L I
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.14: Grafica de la funcién g. con ¢ < i. En el primer diagrama, podemos observar que todos los
x € (0,22) tienden hacia el punto fijo atractor z;. En el segundo diagrama, podemos observar que todos
los = > x5 son alejados del punto fijo repulsor xs.

2.3.3. La funcién Logistica
La ecuacién logistica en tiempo discreto estd definida por:
Tpa1 = Ap(l —x,), A >0

Observemos que dado un valor inicial zy, generamos un nuevo valor x; a partir de la relacién z; =
Azo(1 — xg) y repetimos este proceso para generar x5 a partir de xy, y asi sucesivamente.

Observacién 2.3.22. Observemos que la recurrencia para obtener los puntos x1, s, ..., consiste en
iterar la funcién de una sola variable fy(z) = Az(1 — z), la cual es llamada funcién logistica. Para
visualizar el comportamiento de fy, vea la Figura [2.15]
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Figura 2.15: Grafica de la funcién Logistica f).

Observacién 2.3.23. A continuacién mostramos algunas propiedades de f) que se siguen de forma
inmediata.

1. Se tiene que f) es continua en los R.

2. Para todo A\ € R, se tiene que fx(0) = fa(1) =0.

3. fx es concava hacia abajo.

4. Se tiene que f}(z) = A(1 — 2x).

[N

5. La maxima altura de f) se alcanza en z =
6. SiA>1yx <0, entonces lim,,_,» f{(z) = —oc.
7. SiA>1y x> 1, entonces lim, o f7(z) = —o0.
8. 810<A<1yuxze(0,1), entonces lim, o f{(z) =0.

9. Sil<A<4yaxe(0,1), entonces lim,, o, f{(z) = 0.

Estas observaciones nos indican que los puntos que pueden tener una érbita interesante se encuentran
en el intervalo [0, 1]. Por dicha razén, nos dedicaremos al estudio de fy en el intervalo [0,1] y con 0 < X < 4.

Analicemos los puntos fijos de f). Notemos que los puntos fijos de f) son aquellos que satisfacen la
ecuacion —A\z? + (A — 1)z = 0. De aqui, los puntos fijos de fy son z. =0y x) =1 — % Por otro lado,
observemos que f}(z.) = Ay fi(zx) =2 — A. Con el objetivo de estudiar la érbita de fy, dividiremos su
estudio en casos.

Caso 1, cuando 0 < A < 1. Notemos que z) < 0 y . = 0. Puesto que nos interesa estudiar el compor-
tamiento de fy en el intervalo [0, 1], s6lo nos enfocaremos en el punto fijo z.. Como |f}(z.)| < 1, por el
Teorema se concluye que x. = 0 es un punto fijo atractor (Vea Figura.
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Figura 2.16: Diagrama Cobweb de la funcién f), donde 0 < A < 1. En este ejemplo se ha seleccionado a
A = 0.9 y como punto inicial a £y = 0.8. Podemos observar que todos los = € [0, 1] tienden hacia el punto
atractor z. = 0.

Caso 2, cuando A = 1. Notemos que z = z. = 0. Como |f3(z.)| = 1, no podemos afirmar sobre si z.
es un punto fijo repulsor o atractor, pero en la Figura [2.17]se aprecia que z. es un punto fijo neutro.
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Figura 2.17: Diagrama Cobweb de la funcién fy, donde A = 1. En el primer diagrama se ha seleccionado
como punto inicial a zp = 0.4. Podemos observar que todos los = € (0,1) tienden hacia el punto fijo
z. = 0. En el segundo diagrama se ha seleccionado como punto inicial a zyp = —0.2. Podemos observar
que todos los < 0 son alejados del punto fijo . = 0. Por lo tanto, z. es un punto fijo neutro.

Caso 8, cuando 1 < X < 3. Notemos que zy € (0,1) y . = 0. Como |f}(z.)] > 1y [fi(zx)| < 1, por
el Teorema se concluye que z. = 0 es un punto fijo repulsor y z) =1 — % es un punto fijo atractor

(Vea Figura [2.18]).
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Figura 2.18: Diagrama Cobweb de la funcién fy, donde 1 < A < 3. En este ejemplo se ha seleccionado
a A = 2.8 y como punto inicial a g = 0.9. Podemos observar que todos los « € (0,1) tienden hacia el
punto atractor z, = 0.64.

Caso 4, cuando A = 3. Notemos que z € (0,1) y . = 0. Como |f}(x.)| > 1, por el Teorema se
concluye que z, = 0 es un punto fijo repulsor. Por otro lado, dado que |f(z)| = 1, no podemos afirmar
sobre si z) es un punto fijo repulsor o atractor, pero en la Figura [2.19]|se aprecia que x. es un punto fijo
atractor .
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Figura 2.19: Diagrama Cobweb de la funcién fy, donde A = 3. En este ejemplo se ha seleccionado como
punto inicial a zy = 0.5. Podemos observar que todos los = € (0,1) se acercan de forma muy lenta al
punto xy = 0.66.

Caso 5, cuando 3 < A < 4. Notemos que z € (0,1) y z. = 0. Como |f}(z.)] > 1y |fi(zA)] > 1, por
el Teorema se concluye que z. = 0 y x) son puntos fijos repulsores (Vea Figura [2.20]).
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Figura 2.20: Diagrama Cobweb de la funcién f), donde 3 < A < 4. En este ejemplo se ha seleccionado a
A = 3.9 y como punto inicial a zyp = 0.1. Podemos observar que todos los z € (0, 1) son alejados de los
puntos z. =0y x) = 0.74.

2.4. Transitividad topolégica y caos

De aqui en adelante, la funcién f sera de la forma f : X — X, f serd continua pero no necesariamente
sobreyectiva. Ademds, X denotard siempre un continuo. Para cada k € N, definimos f* = fo ff=1y
fo=1Ix.

Definiciéon 2.4.1. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f es transitiva
si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe k € N tal que f*(U) NV # 0.

Teorema 2.4.2. La funcién T : [0,1] — [0, 1] es transitiva en [0, 1].

Demostracién.
Sean (a,b) C [0,1] y (¢,d) C [0, 1]. Por el Corolario [2.3.20} existe n € N tal que T"((a, b)) = [0, 1]. Dado
que (¢, d) C [0, 1], se concluye que T™((a, b)) N (¢, d) # 0. Por lo tanto T es transitiva en [0, 1]. O

Teorema 2.4.3. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién continua. Si existe x € X tal que
O(z, f) es denso en X, entonces f es transitiva.

Demostracion.

Sean U y V dos abiertos no vacios de X y sea « € X tal que O(z, f) es denso en X. Veamos que [ es
transitiva. Dado que O(z, f) es denso en X, existe m € N tal que f™(z) € U. Por otro lado, como X es
conexo, X no tiene puntos aislados y O(x, f) \ {z, f(z),..., f™(x)} es denso en X. Luego, existe r € N
tal que f™*"(z) € V. Observemos que f™*"(z) = f"(f™(x)) € f7(U). En consecuencia, f"(U)NV # 0,
es decir, f es transitiva. O

Proposicién 2.4.4. Sea f : X — X una funcién continua. Observe que f"(X) C f(X), para todo
natural n > 1.

Demostracién.
Note que f(X) C X. De aqui, se tiene que f(f(X)) C f(X) C X. En general, f*(X) C f(X), para todo
natural n > 1. O

Teorema 2.4.5. Sean X un continuo y f: X — X una funcién continua. Si f es una funcion transitiva,
entonces f es sobreyectiva.
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Demostracion.

Supongamos que f es transitiva. Observemos que f(X) es denso en X, es decir, m = X. En efecto, sea
U un abierto en X. Dado que X es abierto en X y f es transitiva, existe k € N tal que f*(X)NU # (.
Asi, por la Proposicién F(X)NU # 0. En consecuencia, f(X) = X. Por otro lado, por el Teorema

1.5.23] f(X) = f(X). Asi, f(X) = X, como se deseaba probar. O

Definicion 2.4.6. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f es cadtica si
es transitiva y Per(f) es denso en X.

De la definicién de una funcién cadtica, se tiene lo siguiente:

Observacion 2.4.7. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es una funcién cadética,
entonces es transitiva.

Del Corolario 2:3.21] y el Teorema se tiene:

Teorema 2.4.8. La funcién T : [0,1] — [0, 1] es cadtica en [0, 1].






Capitulo 3

Modelos Matematicos mediante
sistemas dinamicos discretos

Sea (X, f) un sistema dindmico. Consideremos un punto z¢ € X. Para cada n € N; sea x,, = f™(xg).
Luego, para cada n € N, sea 2,41 = f(x,). Por lo tanto, un sistema dindmico discreto es una ecuacién
en diferencias de la forma:

ZTnt+1 = f(zn), para cada n € N,

donde f es una funcién continua en X. Notemos que la funcién f determina completamente el sistema
dindmico.

El campo de aplicaciones de los sistemas dindmicos discretos es muy amplio, tanto en las matematicas
como en otras ciencias. En matematicas los sistemas dindamicos discretos se pueden usar para:

1. La resolucién numérica de ecuaciones.
2. Elaboracion de modelos matemaéticos.

3. Resolucién numérica de ecuaciones diferenciales.

3.1. Modelos de Crecimiento Exponencial: Modelo Malthus dis-
creto

Consideremos una poblaciéon que se reproduce en cada cierto periodo de tiempo, es decir, no se
considera la fluctuacién continua entre cada intervalo de tiempo. El objetivo es modelar el tamano de tal
poblacién que se reproduce. Supongamos que el tamano de la poblacién z,41 en el periodo n 4+ 1 puede
ser calculado directamente desde el tamano en el periodo anterior x,,. Sea b el niimero promedio de partos
o reproducciones de un individuo entre dos pasos temporales (la llamada produccidon o reproduccidn per
capita). Sea d la probabilidad o porcentaje de defuncién o muerte de cualquier individuo dado entre
dos pasos temporales (la llamada mortalidad per cdpita). Notemos que b > 0, 0 < d < 1 y los estamos
suponiendo constantes. Luego, dada una poblacién de tamano = durante un paso temporal, se tiene que
bz es el nimero de nacimientos o reproducciones y dx es el nimero de defunciones o muertes de tal
poblacién en tal periodo. Asi, el tamano z,41 de la poblacién en el periodo n + 1, estd dado por:

Tpa1 = Tp +bxy, —dr, = (14 b —d)x,.

Poniendo r =14 b —d con r > 0, se sigue que:

43
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Tpy1 = Iy, para cadan € NU{0}. (3.1)

La ecuacién (3.1) se le llama Fcuacion de Malthus Discreta o bien Modelo de Malthus Discreto, fue
descrito en 1798 por Thomas Malthus.
Asi, la funcién f que determina el modelo, es la funcién lineal que esta dada por:

f(z) = rx, para cada x € RT.

Si definimos la razdn de crecimiento como el cociente R = Zntl

n
Malthus proporciona un modelo con razén de crecimiento constante R = r. En tal caso a R también se

, obtenemos que la Ecuacién de

le llama constante de proporcionalidad que determina la razén del crecimiento.
Por otra parte, en términos de tasa neta de crecimiento: o =
r—1=»b—d.
Suponiendo que g es el tamano de la poblacién inicial y r es constante, en este caso, se obtiene la
tnica solucién a la Ecuacion de Malthus , dada por:

Tn+4+1—Tn
xr

, tenemos que « = R—1 =

Tnt1 = ToR", para cada n € N. (3.2)

La ecuacion (3.2)) se le llama Ecuacién de Crecimiento Exponencial Discreto o Modelo de Crecimiento
Ezponencial Discreto.

La funcién f que determina o describe a la ecuacién (3.2)) estd dada por:
f(x) = aR®, para cada x € RT, donde a, R >0y R # 1.

la cual se le conoce como funcidn exponencial en base R. En la Figura se puede apreciar el compor-
tamiento de la funciéon exponencial en base R.

5 —
R=1.7
3L
o[
I R=1
1
R=05 R=0.7
L L t . L n | L |
2 4 6 8 10 12 14

Figura 3.1: Grafica de la funcién exponencial en base R. En esta grafica se muestra el comportamiento
de la funcién f(x) = aR® en relacién con algunos valores de Ry a = 1.

Analizando la ecuacién (3.2)) y teniendo en cuenta la grafica de la funcién f(z) = R® (Vea la Figura
3.1), obtenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1.1. Considerando los supuestos para la ecuacién (3.2)), tenemos lo siguiente:
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a) Si R =1 (es decir, b = d), entonces:

lim z,, = zq.
n—roo

Lo cual indica que la poblacién es constante, nunca cambia.

b) Si R <1 (es decir, b < d), entonces:

lim zx, = 0.
n— oo

Lo cual indica que la poblacién se extingue, a largo plazo.

c) Si R > 1 (es decir, b > d), entonces:

lim z, = co.
n—oo

Lo cual indica que existird una sobrepoblacién o bien que existird un crecimiento ilimitado de la
poblacién, a largo plazo.

d) Sea y > 0. Se sigue que:

Tpny1 2 Y & roR"™ >y
& In(zoR™) > In(y)
< In(zg) +nln(R) > In(y)
& nln(R) > In(y) — In(zo)
N n > ln(yl)n—(gl)(wo)
Esto indica que para el periodo n con n > %, se tendra que el tamano de la poblacién, z,,,

es mas grande que y unidades.

Es importante observar que el Modelo de Malthus funciona muy bien en poblaciones inicialmente
pequenas y ambientes grandes, o bien, para predecir comportamientos a corto y mediano plazo. Por otro
lado, no es tan aceptado por el crecimiento ilimitado de la poblacién, pues tal situacién no es comin en
la naturaleza.

Ejemplo 3.1.2. Supongamos que se cuenta con una poblacién de bacterias en la cual cada bacteria se
divide en dos cada 20 minutos. Suponga que al inicio del experimento, se tienen dos bacterias. Deseamos
analizar cémo evoluciona el nimero de bacterias al paso del tiempo.

Notemos que en este caso, el periodo de tiempo es de 20 minutos, esto es: en periodo 1 han transcurrido

20 minutos, en periodo 2 han transcurrido 40 minutos, en periodo 3 han transcurrido 60 minutos, etc.

Por otro lado, puesto que en cada periodo, cada bacteria se divide en dos, se tiene que b = 1 (la bacteria

y otro mds, es decir, un nacimiento). Ademds, como no mueren tales bacterias, d = 0. Asi, la razén de

crecimiento constante es R=1+b—d =141 = 2. También, zqg = 2. Luego, por la ecuacién 7 se
tiene que:

Tny1 = ToR™ = 2(2"), para cada n € N. (3.3)
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Figura 3.2: Gréfica de la ecuacién x, 1 = 2(2").

Por la Proposicién c) y d), se tiene que: la poblacién de bacterias crece ilimitadamente a largo
plazo (Vea la Figura . Ademds, si y = 1000, se tiene que n > ln(ylllzg)(IO) = 1n(1o?£()51n(2) = 8.9.
Lo cual indica que para el periodo n = 9, se tienen méas de 1000 bacterias, es decir, en 180 minutos se
tienen mas de 1000 bacterias. Podemos verificar directamente sustituyendo n = 9 en la ecuacién (3.3) y

obtenemos que x19 = 2(2%) = 1, 024.0.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos una poblacién de plantas que se reproducen anualmente, en la cual cada
planta produce cinco nuevos ejemplares. Supongamos que el periodo de vida de cada planta es de a lo
mas un ano. Ademads, supongamos que inicialmente contamos con 1000 plantas. Deseamos analizar cémo
evoluciona el nimero de plantas a través de los periodos anuales.

En este caso, el periodo de tiempo es de 1 ano, esto es: en periodo 1 ha transcurrido un ano, en
periodo 2 han transcurrido dos afnos, en periodo 3 han transcurrido tres anos, etc. Por otro lado, puesto
que en cada periodo, cada planta produce cinco ejemplares, se tiene que b = 5. Ademés, como mueren las
plantas en cada periodo, d = 1. Asi, la razén de crecimiento constante es R=14+b—-d=1+5—-1=25.
También, x¢ = 1000. Luego, por la ecuacién , se tiene que:

ZTnt1 = ToR™ =1000(5"), para cada n € N. (3.4)

Por la Proposicién c), se tiene que: la poblacién de plantas crece ilimitadamente a largo plazo

(Vea la Figura [3.3)).
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Figura 3.3: Gréfica de la ecuacién z,4; = 1000(5™).
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Ejemplo 3.1.4. Consideremos una poblacién de cierta clase de insectos que tiene periodo de vida de
s6lo un ano, y en el ano siguiente sélo viven los descendientes. Sea S el nimero de huevos puestos por
cada insecto, y que dan origen a nuevos insectos.

Se sigue que, el periodo de tiempo es de 1 ano, esto es: en periodo 1 ha transcurrido un ano, en
periodo 2 han transcurrido dos anos, en periodo 3 han transcurrido tres anos, etc. Por otro lado, puesto
que en cada periodo, cada insecto produce S huevos que dan origen a nuevos insectos, se tiene que b = S.
También, puesto que mueren los insectos en cada periodo, d = 1. Asi, la razén de crecimiento constante
esR=14+b—-d=1+5—-—1=S5. Luego, suponiendo que el tamano de la poblacién inicial es de x, por
la ecuacion , se tiene que:

Tpt1 = ToR™ = 2¢(S™), para cada n € N. (3.5)

3.2. Modelos con Crecimiento Restringido

Hasta ahora hemos estudiado el Modelo de Malthus, para analizar el crecimiento (crecimiento expo-
nencial) de ciertas poblaciones, el cual estd dado por:

ZTnt1 = Rx,, para cadan € NU {0}, (3.6)

donde R > 0. Para este modelo, se tiene que si R > 1, entonces a largo plazo el tamano de la poblacién
crece indefinidamente e independientemente de la poblacién inicial. Sin embargo, esto no es tan comun
que suceda en la naturaleza, pues en tal caso se necesitaria de una cantidad ilimitada de recursos y de
espacio para albergar poblaciones muy grandes.

En lo que sigue analizaremos algunos modelos de crecimiento de poblaciones con ciertas restricciones,
con el objetivo de abarcar més poblaciones existentes en la naturaleza. Entre otros factores, las poblaciones
entre més grandes, necesitaran mayores recursos alimenticios y espacios suficientes para la supervivencia.
Ademas, si la poblacién rebasa tales limitaciones, lo méds probable es que tal poblacién se extinga. Por
lo tanto, una de las principales restricciones que se debe de considerar en el modelado de una poblacién,
es la capacidad de alojamiento con la que se cuenta, y asi evitar una sobrepoblacién. De esta manera es
importante considerar el nivel méximo de poblacién. Para tal situacién, dada una poblacién de tamano
x, se introduce el factor S(x) conocido como capacidad de alojamiento, pardmetro de aniquilacion o cota
de supervivencia. Asi, a partir del Modelo de Malthus , para el caso en que R > 1, obtenemos el
modelo modificado:

Zpt1 = S(x,) Rz, para cada n € NU{0}. (3.7)
Equivalentemente:
% = S(z,)R, para cadan € NU {0}. (3.8)

Observemos que a diferencia del Modelo de Malthus, en este caso, la razén de crecimiento no sdélo
depende de la constante R, también depende de S(z,,), que a su vez depende del tamafio de la poblacidn.
Al modelo se le conoce como Modelo con Crecimiento Restringido o Modelo Dependiente de la
Densidad. Es importante aclarar que existen otros factores que pueden influir en el crecimiento de una
poblacion, tales como: poblaciones de depredador y presa, competencia intra, factores abidticos, etc.,
los cuales no son considerados. Ademaés, recordar que estos modelos son deterministicos, es decir, no se
consideran elementos estocdsticos.

Para facilitar el estudio de los modelos con restriccién, se introducen dos tipos de funciones F'y f que
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ayudan a determinar tales modelos, las cuales deben de cumplir con lo siguiente, respectivamente:

F(z,) = Lntl v f(zn) = F(zy,)z,, para cada n € NU {0}.

n

Equivalentemente:

Tny1 = Fay)x, = f(z,), para cadan € NU{0}.

La funciéon F se le llama la produccion per cdpita, esto es, la produccién de descendientes por individuo
de la poblacién. La funcién f proporciona o representa el nimero de descendientes de la poblacién.
De acuerdo a las funciones F'y f, el Modelo de Crecimiento Restringido se convierte en:

Tny1 = Flan)x, = f(xn) = S(x,) Rz, para cada n € NU{0}. (3.9)

A través del tiempo se han creado varios modelos de crecimiento de poblacién restringido, basta consi-
derar diferente tipo de funcién f. Por lo general, estas funciones f se eligen de acuerdo a las necesidades y
del problemas que se desea modelar. A continuacién analizaremos las modelos de crecimiento de poblacién
restringido: logistico, de Beverton-Holt y de Ricker.

3.2.1. Modelo Logistico

Construyamos un modelo de crecimiento de poblacién que incorpore una limitacién de crecimiento
cuando el tamano de la poblacién es grande. Para tal objetivo consideremos el Modelo de Malthus para el
caso R > 1. Asi, tenemos que la poblacién tiene razén de crecimiento R = I;—:l Ahora, para considerar la
capacidad de alojamiento o sobrepoblacién, supongamos que existe un nivel de poblaciéon maximo K > 0.
En tal caso la constante K se le llama capacidad de alojamiento o parametro de aniquilacién. Adems4s,

deseamos que el modelo cumpla con lo siguiente:

1. Si x,, es pequeno, entonces z,i; es casi proporcional a z,, esto es z,41 ~ Rz,, para valores
pequenos de n (coincide con el modelo exponencial).

2. Si z, es cercano a K, entonces I;:I se aproxima a uno, es decir, x,4+1 &~ x,, esto es, la poblaciéon
crece muy lento.

3. Si z,, es mayor que K, entonces la préxima generacién se extinguird (por la falta de recurso y
espacio).

Con el fin de obtener el modelo requerido comparamos "L:W“ con x,, pues deseamos obtener una
funcién decreciente que represente a T;—:l en funcién de z,, que involucre a los parametros R > 1y
K > 0y, que ademas, satisfaga las condiciones requeridas. Poniendo a m;—:l
en el eje de las abscisas a x,, una funcién (con propiedades conocidas) que modela a nuestro problema
es la recta que pasa por los puntos (0, R) y (K, 1). Asi, tenemos que:

en el eje de las ordenadas y

Tn41 R-1
= — _— n R
T, ( K )x +
_ RK—(R—l)xn
B K

-1

R-1
Tpa1 = Tp [R — (K) xn} , para cada n € N. (3.10)

De donde:
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La ecuacién (3.10) se le llama Ecuacidén Logistica Discreta o Modelo Logistico Discreto, con los parame-
tros respectivos Ry K dados. En la Figura[3.4] podemos apreciar el comportamiento del Modelo Logistico
Discreto.
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Figura 3.4: Gréfica del Modelo Logistico Discreto. En la primer gréfica se muestra el comportamiento del
Modelo Logistico Discreto con R = 1.3 y K = 1000 y en la segunda grafica se muestra el comportamiento
del Modelo Logistico Discreto con R = 0.5 y K = 1000. En ambos casos, solo variamos la poblacién
inicial.

Poniendo r = R — 1, obtenemos una expresion alternativa :

Tpil = Tp [1 +r (1 - %)] , para cada n € N, (3.11)
Ahora, multiplicando ambos miembros de la ecuacién 1) por (};;{1) y renombrando la poblacién
por z, = (%;)xn, obtenemos la clasica Ecuacién Logistica Discreta:

Znt1 = Rzp (1 — 2,), para cada n € N. (3.12)
Asi, la funcion f que determina el modelo esta dada por:
f(z) = Rz(1 — z), para cada x € RT,
la cual se le conoce como funcion logistica.

Ejemplo 3.2.1. Supongamos que se cuenta con una poblacién de bacterias en la cual cada bacteria se
divide en dos cada 20 minutos. Suponga que al inicio del experimento, se tienen dos bacterias y que se
cuenta con una capacidad de alojamiento de K = 2000. Deseamos analizar cémo evoluciona el niimero
de bacterias al paso del tiempo.

Recordar que en este caso R = 2 (ver Ejemplo(3.1.2). Usando el Modelo Logistico, se tiene el siguiente
modelo para este problema:
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1
Tn4+1 = Tn |:2 - (2000> II?n:| , para cadan € N.

En la Figura|3.5] se muestra la evolucién de la poblacién de bacterias con el paso del tiempo, podemos
observar que cuando la poblacién es cercano a 2000, entonces la poblacién crece muy lento. Por otro lado,
si la poblacién es pequena, entonces la poblacion crece de manera exponencial.

Poblacion
2000 - 0000000000000000000000000000

1500 -
1000 -

500 -

10 20 30

Periodo de tiempo

1
Figura 3.5: Gréfica de 1 60 Zpit =20 |2 — (| —— ) 20|
igura raliCca de la ecuacion r +1 xr |: (2000) X :|

3.2.2. Modelo de Beverton-Holt

A continuacién construiremos otro modelo que incorpora una limitacién de crecimiento cuando el
tamano de la poblacién es grande. Nuevamente consideremos el Modelo de Malthus para el caso R > 1.
24l con R > 1. En este caso, para considerar

n

la capacidad de alojamiento o sobrepoblacién tomemos en cuenta lo siguiente:

Asi, tomemos una poblacién con razén de crecimiento R =

1. Existe un nivel de poblacién méaximo K > 0.

2. Si z,, es pequeno, entonces &, 41 es casi proporcional a x,, esto es, z,+1 ~ Rz, (equivalentemente,

—In_ ~ L coincide con el modelo exponencial).
Tn41 R’

3. Si x,, es cercano a K, entonces w;‘—:l ~ 1 (equivalentemente, x:il ~ 1), es decir, Tp41 & Ty, esto
es, la poblacion crece muy lento.

4. Si xz, es mayor que K, entonces la préxima generacién se extinguird (por la falta de recurso y
espacio).

Con el propésito de obtener el modelo requerido, comparamos II—L con x,, pues en este caso deseamos
n
””1 en funcién de x,, que involucre a los pardametros

obtener una funcién creciente que represente a p

R > 1y K > 0y, que ademas, satisfaga las condiciones requeridas. Poniendo a Iz—il en el eje de las
ordenadas y en el eje de las abscisas a x,, la funcién que modela a nuestro problema es la recta que pasa

por los puntos (0, %) y (K, 1). Asi, tenemos que:
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Ty B 1 % 1
Tn+1 o ( K > o+ R
R—-1 " 1
= xn _—
R R
= l 1+ R-1 T
R K "
Luego, obtenemos que:
o R
Tpt1 = o1 , para cada n € N. (3.13)
1 < % > T

La ecuacién (3.13) se le llama Curva de Reclutamiento de Beverton-Holt, con los pardmetros res-

pectivos R y K. En la Figura se muestra el comportamiento de la Curva de Reclutamiento de
Beverton-Holt.
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Figura 3.6: Grafica de la Curva de Reclutamiento de Beverton-Holt. En la primer gréafica se muestra
el comportamiento de la Curva de Reclutamiento de Beverton-Holt con R = 1.3 y K = 1000 y en
la segunda grafica se muestra el comportamiento de la Curva de Reclutamiento de Beverton-Holt con
R =0.5y K =1000. En ambos casos, solo variamos la poblacién inicial.

Luego, la funciéon f que determina el modelo esta dada por:

Rx

14+ B,

f(z)

, para cada x € RT.
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3.2.3. Modelo de Ricker

El Modelo Logistico que hemos estudiado tiene algunos valores menores que cero. Por ejemplo, si
. 2 . .7 .
T = %7 se tiene que 1 = —2}1;_{( < 0. Esta situacién no puede suceder cuando se modelan ciertos

problemas, que requieran sélo valores positivos. Para solucionar tal situacion, consideramos el Modelo de
Malthus con R > 0:

Tn41

= R, para cadan € NU{0}.

Tn

para el el caso en que R > 1. Luego, pongamos R = e, donde r > 0. De donde:

Ln41
T

=¢e", para cada n € NU{0}.

Con el objetivo de acotar el crecimiento, ponemos:

Intl _ e"1=R) . para cada n € NU {0}.
LTn
Por lo tanto, tenemos:
Tpy1 = xner(l_%), para cada n € NU{0}. (3.14)

Lo ecuacién (3.14) se le conoce como Curva de Ricker o Modelo de Ricker. En la Figura se muestra
el comportamiento del Modelo de Ricker.
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Figura 3.7: Gréfica del Modelo de Ricker. En la primer gréfica se muestra el comportamiento del Modelo
de Ricker con R = 1.3 y K = 50 y en la segunda grafica se muestra el comportamiento del Modelo de
Ricker con R = 0.5 y K = 50. En ambos casos, solo variamos la poblacién inicial.
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Asi, la funcién f que determina el Modelo de Ricker estda dada por:

flx)= xe"3=%) | para cada z € R,

3.3. Otra Version del Modelo Logistico

Una de las desventajas del Modelo de Malthus, reside en el hecho de que las tasas de nacimientos
y mortalidad se mantienen siempre constantes, independientemente qué tan grande llegue hacerse la
poblacién al paso del tiempo. Con el propdsito de solucionar tal situacion, las tasas de natalidad y
mortalidad se tomardn como funciones, h(x,) y g(z,), que varfan a través del tiempo y con el tamaio
de la poblacién. De este modo, la ecuacién en diferencias que modela a tal poblacién queda como sigue:

Tnt1 = T + h(xn)Tn — g(@n)Ty. (3.15)

Ademas, se consideran las siguientes restricciones:
1. h debe de ser una funcién decreciente ( entre mds seres vivos en la poblacién, menos nacimiento).
2. g debe de ser una funcién creciente ( entre més seres vivos en la poblacién, mas defunciones).

Las funciones menos complejas son los polinomios de primer grado. Asi, pongamos:
h(z,) =a—bx, y g(x,) = c+ dx,, donde a,b,c,d € RT.

Luego, tenemos lo siguiente:

Tnt1 = Tn+ (@ —bxy)x, — (c+day)zy,

= (1+a—c)z, — (b+d)a?

= (14+a-c)z, (1 — 1};‘2‘1_6:%) .

b+d b+d

Finalmente, multiplicando ambos miembros por 75 y renombrando la poblacién por z, = 75 2y
y poniendo A =1+ a — ccon A > 0, obtenemos que:
Znt1 = Az, (1 — 2,), para cada n € N. (3.16)

Notemos que en (3.16]) obtenemos la Ecuacién Logistica Discreta o Modelo Logistico Discreto.

En este caso, la razén de crecimiento estd dado por R = A(1 — z,), la cual depende linealmene del
tamafio de la poblacién. Por otra parte, la tasa neta de crecimiento estd dada por « = A — 1 — Az, =

h(xn) - g(xn)
Nuevamente, la funcién f que determina el modelo (3.16)) estd dada por:

f(z) = Rz(1 — z), para cada x € RT,

la cual es la funcidn Logistica. En la Figura [3.8] se muestra el comportamiento de la funcién Logistica.



54 CAPITULO 3. MODELOS MATEMATICOS MEDIANTE SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

R=13

03F R=1
R=0.5
_— ——_ R=03

02

y
| /
//
g
0

L L
.2 04

Figura 3.8: Gréfica de la funcién Logistica. En esta grafica se muestra el comportamiento de la funcién
f(z) = Rx(1 — x) en relacién con algunos valores de R.

En la Seccién [2.3.3] se realizé un estudio mas detallado sobre la funciéon Logistica.

3.4. Un Modelo Lineal

Consideremos el Modelo de Malthus, con la condicién adicional de que en cada periodo de tiempo se
agregan C unidades a la poblacién. En este caso el modelo que representa esta nueva situacion estd dado
por:

Zp41 = Rx, + C, para cada n € NU{0}. (3.17)

En este caso la funcién f que determina el comportamiento del sistema dindmico, es la funcién lineal
que esta dada por:

f(x) = Rx + C, para cada x € R™.

El modelo (3.17)), se le conoce como Modelo Lineal.
Suponiendo que se cuenta con una poblacién inicial g, se obtiene una solucién para el Modelo Lineal.
Tal solucién esta dada por:

n

Tnt+l = Rnﬁﬂo + C (1_}3

> , para cadan € NU{0}. (3.18)

Ademss, el punto de equilibrio o punto fijo, se tiene cuando la poblacién tiene un tamano %.

Ejemplo 3.4.1. En cierto habitad se cuenta con una poblacién de alguna especie la cual se encuentra en
peligro de extincién, con una razén de crecimiento de R = 0.8. Ademds, en cada periodo de tiempo (cada
ano), se agregan cinco miembros a la poblacién. Supongamos que se cuenta con una poblacién inicial de

En este caso, el modelo que representa tal situacion es:
ZTpt1 = 0.8z, + 5, para cadan € NU{0}. (3.19)

El cual estd determinado por la funcién lineal f definida por:

f(z) = 0.8z + 5, para cada z € RT.
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Observemos que el unico punto fijo de f(z) es z =25y |(f)'(25)] = 0.8 < 1, luego, por el Teorema [2.2.5
se concluye que x = 25 es un punto fijo atractor (Vea Figura .

50 50
40; / 40;

20[ 20[

Figura 3.9: Diagrama Cobweb de la funcién f(z) = 0.8x + 5. En el primer diagrama, se ha elegido como
poblacién inicial a £y = 42 y en el segundo diagrama, la poblacién inicial es xy = 2. En ambos diagramas
se observa que el punto fijo x = 25 es atractor.

Para la poblacién inicial g = 100, la solucién a tal modelo estd dada por:

1—(0.8)"
Tny1 = (0.8)"100 + 5 (0(2)> , para cada n € N.
La poblacion obtiene el equilibrio, es decir, se mantiene fija, cuando se cuenta con & = 25 miembros

en la poblacion.






Capitulo 4

Funciones dinamicas

En este capitulo analizamos tipos especiales de funciones dindmicas que determinan clases de sistemas
dindmicos discretos. Ademads, estudiaremos la relacién que existe entre cada una de estas funciones.
También se proporcionan ejemplos de tales funciones.

4.1. Funciones exactas, mezclantes y del tipo transitivas

Definicion 4.1.1. Sean X un continuo y f: X — X una funcién continua. Se dice que f es:

1. mezcladora si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe N € N tal que
fF(U)YNV # 0, para cada k > N;

2. débilmente mezcladora si para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios Uy, Us, V1 v Vo de X,
existe k € N tal que f*(U;) N'V; # () para cada i € {1,2}.

Proposicién 4.1.2. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es una funcién
mezcladora, entonces f es débilmente mezcladora y transitiva.

Demostracion.

Supongamos que f es mezcladora. Veamos que f es débilmente mezcladora. Sean Uy, Us, Vi y Vo subcon-
juntos abiertos no vacios de X. Dado que f es mezcladora existen N1, Ny € N tales que f™(U1)NVy # 0
y f{(U3) N Vo # 0, para cada m > Ny y | > Ny. Sea N = max{Ny, No}. Asi, f¥(U;) NV; # (), para cada
1 € {1,2} y para cada k > N. Por lo tanto, f es débilmente mezcladora. Por otro lado, de la definicién
de una funcién mezcladora se sigue que f es transitiva. O

Directamente de las definiciones de funcién f débilmente mezcladora y transitiva, se tiene la siguiente
observacion.

Observacién 4.1.3. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es una funcién
débilmente mezcladora, entonces f es transitiva.

El siguiente teorema se conoce bien, para ver una prueba puede consultar [5].

Teorema 4.1.4. Sean X un continuo, f : X — X una funcién continua y n € N. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. f es débilmente mezcladora.

2. Para cada m > 2 y para cualesquiera abiertos no vacios Uy, Us, ..., Uy, V1, Va,...,V,, de X, existe
k € N tal que f*(U;)NV; # 0, para cada i € {1,2,...,m}.

57
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3. Para cada U, V;, V, subconjuntos abiertos no vacios de X, existe k € N tal que f*(U)NV; # (), para
cada i € {1,2}.

Definicion 4.1.5. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se dice que f es ezacta, si
para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe n € N tal que f*(U) = X.

Proposicién 4.1.6. La funcién Tienda T : [0,1] — [0, 1] es exacta.

Demostracién.

Veamos que T es exacta, es decir, veamos que para todo abierto U no vacio de [0, 1], existe n € N tal que
T™(U) = [0,1]. En efecto, sea U un abierto en [0, 1]. Luego, existen a,b € [0, 1] tales que (a,b) C U. Asi,
por el Corolario existe n € N tal que T"((a,b)) = [0,1]. De aqui, [0,1] C T™(U). Por otro lado,
observemos que T"(U) C [0,1]. Por lo tanto, T"(U) = [0, 1]. O

Proposicién 4.1.7. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es una funcién exacta,
entonces f es transitiva.

Demostracién.
Sean U,V abiertos no vacios en X. Dado que f es exacta, existe un N € N tal que fN(U) = X. Asf,
NNV £0. O

De la Proposicién [{.1.7] y por el Teorema [2.4.5 se sigue:

Observaciéon 4.1.8. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es una funcion exacta,
entonces f es sobreyectiva.

Proposicién 4.1.9. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es una funcién exacta,
entonces para cada abierto no vacio U en X existe un N € N tal que f*(U) = X, para cada k > N.

Demostracion.
Supongamos que f es exacta. Sea U abierto no vacio en X. Dado que f es exacta, existe un N € N tal
que fN(U) = X. Por la Observacién se sabe que f es sobreyectiva. Asi, fNT1(U) = f(fN(U))
f(X) = X. Luego, f*(U) = X, para todo k > N.

oo

Teorema 4.1.10. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es una funcién exacta,
entonces f es mezcladora.

Demostracion.

Supongamos que f es exacta. Sean U,V abiertos no vacios en X. Veamos que f es mezcladora. Por la
Proposicién se sabe que existe un N € N tal que f*(U) = X, para cada k > N. Dado que V C X,
se tiene que f¥(U) NV # (), para cada k > N. Por lo tanto, f es mezcladora. O

Definicion 4.1.11. Sean X un continuoy f : X — X una funcién continua. Una funcién f es totalmente
transitiva, si f* es transitiva para cada k € N.

Se sigue de las definiciones la siguiente observacion.

Observacién 4.1.12. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es una funcion
totalmente transitiva, entonces f es transitiva.
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4.2. Funciones minimales, irreducibles y semi-abiertas.

Definicion 4.2.1. Sean X un continuoy f : X — X una funcién continua. Una funcién f es fuertemente
transitiva, si para cada abierto U de X, existe s € N tal que X = UZ:O fEU).

Teorema 4.2.2. Sean X un continuoy f : X — X una funcién continua. Si f es una funcién fuertemente
transitiva, entonces f es transitiva.

Demostracion.

Supongamos que [ es fuertemente transitiva, veamos que f es transitiva. Sean U y V abiertos no vacios
en X. Veamos que existe r € N tal que V N f"(U) # 0. Dado que f es fuertemente transitiva, existe
s € N tal que X = [J;_, f*(U). Dado que V' C U;_, f¥(U), existe un natural r € {1,...,s} tal que
VN f7(U) # 0. Por lo tanto, f es transitiva. O

Definicion 4.2.3. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Una funcién f es minimal,
si para cada cerrado no vacio A de X tal que f(A) C A, se tiene que A = X.

Teorema 4.2.4. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Entonces f es minimal si y
s6lo si para cada x € X, se tiene que O(z, f) = X.

Demostracién.

Supongamos que f es minimal. Sea z € X. Veamos que O(z, f) = X. Pongamos A = O(z, f). Note
que A # 0 y A es cerrado en X. Veamos que f(A) C A, es decir, f(O(z, f)) C O(z, f). En efecto,
sea a € O(z, f). Veamos que f(a) € O(zx, f). Sea U un abierto en X tal que f(a) € U. Veamos que
UNO(x,f) # 0. Note que a € f~1(U) y f~1(U) es abierto en X. Como a € O(x, f), se tiene que
FHU)NO(x, f) # 0. Asi, existe y € f~H(U)NO(z, f). Como y € f~1(U), f(y) € U. Por otro lado, como
y € O(z, f), existe k € N tal que y = f¥(z). Note que f(y) = f(f*(z)) = f**i(x). Asi, fFi(z) € U.
Observe que f*1(x) € U N O(x, f). En consecuencia, U N O(z, f) # 0. Asi, por el Teorema
fla) € O(z, f). Luego, f(O(z, f)) C Oz, f). Dado que f es minimal, O(z, f) = X.

Reciprocamente, sean A C X tal que A # 0, A cerrado en X y f(A) C A. Veamos que A = X.
Supongamos que A C X. Luego, X'\ A es un abierto diferente del vacio. Sea z € A. Dado que O(z, f) = X,
(X\A)NO(z, f) #0. Seaa € (X\A)NO(z, f). Asi,a € X\ Ay a= f¥(z), para algiin k € N. Dado que
r €Ay f(A) C A, se tiene que f¥(x) € f¥(A) C f(A) C A. Asi, a € A. Lo cual es una contradiccién,
que viene de suponer que A C X. Por lo tanto, A = X. O

Teorema 4.2.5. Sean X un continuo y f: X — X una funcién continua. Si f es una funcién minimal,
entonces f es transitiva.

Demostracién.
Supongamos que f es minimal. Veamos que f es transitiva, es decir, para todo U y V abiertos en X
existe m € N tal que f™(U)NV # (). Sean U y V abiertos en X y sea z € U. Dado que f es minimal,

Oz, f) = X. Note que VNO(x, f) #0. Sea z € VNO(x, f). Asl, z € V y z = f™(x), para algiin m € N.
Luego, f™(x) € V. Como z € U, se sigue que f™(x) € f™(U). Por lo tanto, f™(U) NV # (. O

Por el Teorema [£.2.5] y la Observacion 2.4.5] se tiene la siguiente observacion.

Observacion 4.2.6. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es una funcién
minimal, entonces f es sobreyectiva.

Recordemos que en el Capitulo 2 comentamos que f~"(A) denota a (f)~1(A), es decir, la preimagen
de A C X bajo f. Con esta aclaracién podemos estudiar lo siguiente:

Teorema 4.2.7. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se tiene que f es minimal si
y s6lo si para cada abierto U en X, existe s € N tal que X = J;_, f~*(U).
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Demostracién.

Supongamos que f es minimal. Sea U un abierto en X, tal que U # (). Veamos que existe s € N,
tal que X = ;_o/ "(U). Sea z € X. Dado que f es minimal, por el Teorema se sigue que
O(z,f) = X. Note que UNO(z,f) # 0. Seay € UNO(x,f). Asi, y € Uy y = f™)(z), para
algiin m(z) € N. Observemos que f™@)(z) € U. Luego, z € (f™=))~Y(U) = f~™@)(U). De esta
manera, X = J{f™™@)(U) : z € X}. Dado que X es compacto, existen x1,...,7, € X tales que
X =U_, f ™) (U). Tomando s = max{m(z1),...,m(z,)}. Concluimos que X = J,_, f*(U).
Reciprocamente, por el Teorema basta verificar que para todo x € X, se tiene que O(z, f) = X. Para
esto dltimo sea x € X. Veamos que O(z, f) = X. Sea U un abierto no vacio en X. Por hipétesis, existe
s €Ntal que X = ;_o fF(U). Ast, O(z, ) N (Up—o fF(U)) # 0. Sea y € O(z, f) N (Up—o f*(U)).
De esta manera, y = f™(x), para algin m € Ny y € f~"(U), para algin r € {0,...,s}. Observe
que f7(y) = F/(f™(2) = f™@) ¥ f1(y) € U. Asi, /" (y) € O, f) y f"(z) € U. Bn consecuencia,
UNO(z, f) # 0. Por lo tanto, f es minimal. O

Corolario 4.2.8. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es una funcién minimal,
entonces f es fuertemente transitiva.

Demostracién.

Supongamos que f es una funcién minimal. Sea U un abierto en X. Mostremos que f es fuertemente
transitiva, es decir, existe a € N tal que X = J;_, f¥(U). Dado que f es minimal, por el Teorema
existe s € N tal que X = |J;_, /" (U). Sea a = s. Notemos que por la Observacién se sigue que f
es sobreyectiva. Asi, X = f*(X) = f*(U;_o f~"(U)). Por otro lado, si desarrollamos la ltima expresién
tendremos que f*(Up_o f¥(U)) = Up—o f*(U). En consecuencia, X = (J;_, f*(U). Por lo tanto, f es
fuertemente transitiva. O

Definicion 4.2.9. Sean X un continuo y f : X — Y una funcién continua. Se dice que f es irreducible
si el tinico subconjunto cerrado A C X tal que f(A) =Y es A = X.

Observacién 4.2.10. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es una funcion
irreducible, entonces f es sobreyectiva.

Teorema 4.2.11. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. Existe un cerrado en X, A # X tal que f(A) = f(X).
2. Existe un abierto en X, B # ) tal que f(B) C f(X \ B).

Demostracién.

1)= 2) Sea A un cerrado no vacio en X tal que A # X y f(4) = f(X). Veamos que existe un abierto
B # () en X tal que f(B) C f(X \ B). Sea B= X\ A. Note que B es un abierto en X. Dado que A # X,
se sigue que B # (). Observe que f(B) C f(X \ B). En efecto, sea x € B. As{, x € X y x ¢ A. Dado que
x € X, se tiene que f(z) € f(X) = f(A) = f(X \ B). En consecuencia, f(B) C f(X \ B).

2)= 1) Sea B un abierto no vacio en X tal que f(B) C f(X \ B). Veamos que existe un cerrado A
en X tal que A # X y f(A) = f(X). Sea A = X \ B. Note que A es un cerrado en X y A # X.
Veamos que f(A) = f(X). Es claro que f(A) C f(X). Por otro lado, sea € X. Si x € B, se tiene que
flx) e f(B) C f(X\B) = f(A). Por otra parte, si x ¢ B, se sigue que x € X \ B. De aqui = € A. Luego,
f(z) € f(A). Asi, considerando los dos tinicos casos para x se tiene que f(X) C f(A). En consecuencia,

f(X) = f(A). H

Teorema 4.2.12. Sean X un continuo y f: X — X una funcién continua. Si existe un cerrado A # X
en X tal que f(A) = f(X), entonces f no es minimal.
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Demostracién.

Supongamos que existe un cerrado A # X en X tal que f(A4) = f(X). Veamos que f no es minimal.
Observemos que si f(X) # X, se sigue que f no es minimal. Supongamos que f(X) = X. Denotaremos
por g a f |a. Consideremos V = Nr—, f~%(4) = Nr—, 9 "(A). Dado que f es continua y A es cerrado
en X, se tiene que g~¥(A) es un cerrado no vacio en X, para cada k € N. Como X es compacto y
g *(A) C X, por el Teorema se tiene que g~¥(A) es un compacto no vacio, para cada k € N.
Observemos que g~ '(A) C A, asf, en general g=*(A) c g~*~1(A) para todo k& € N. Luego, por el
Teorema V es un compacto no vacfo. Sea v € Vy U = X \ A. Notemos que U es un abierto
no vacfo en X. Veamos que O(v, f) N U = (. En efecto, supongamos que O(v, f) N U # (. Asi, sea
z € O(v, f)NU. Luego, z € O(v, f) y € U, es decir, z = fP(v), para algin p € Ny z ¢ A. Por otro
lado, como v € V, se sigue que v € f~*(A), para todo a € N. En particular, v € f~P(A). Asi, fP(v) € A.
De esto se sigue que z € A. Lo cual es una contradiccién. En consecuencia, O(v, f) N U = . Luego, por
el Teorema [£.:24] f no es minimal. O

Como consecuencia de los Teoremas v 4.2.12] se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.2.13. Sean X un continuoy f: X — X una funcién continua. Si f es minimal, entonces f
es irreducible.

Teorema 4.2.14. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se tiene que las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo,
2. f es irreducible y abierta.

Demostracion.

1) = 2) Asi, por el Teorema se sabe que f es abierta y biyectiva. Note que f es sobreyectiva, de
donde f(X) = X. Veamos que f es irreducible. Supongamos que existe A un cerrado en X tal que A # X
y f(A) =X.Seay e X\ A. Estoes, y ¢ A. Dado que f(y) € f(X) =Xy f(A) = X, existe a € A tal
que f(a) = f(y). Como f es biyectiva, en particular f es inyectiva. En consecuencia, se tiene que a = y.
Asi, y € A. Lo cual es una contradiccién.

2)= 1) Reciprocamente, supongamos que f es irreducible y abierta. Veamos que f es un homeomorfismo.
Dado que f es abierta y continua, por el Teorema[I.4.7] basta probar que f es biyectiva. En efecto, dado
que f es irreducible, se sigue que f es sobreyectiva. Por otro lado, notemos que f es inyectiva. En efecto,
supongamos que existen @« € X y b € X tales que a # by f(a) = f(b) = c. Por el Teorema sea
U, una vecindad abierta de a y U, una vecindad abierta de b tales que U, N U, = (. Dado que f es
abierta, se tiene que f(U,) es un abierto en X y ¢ € f(U,). Como f es continua, existe una vecindad
V, abierta de b tal que V;, C Uy y f(Vi) C f(Uy). Observemos que U, C X \ Uy, asi f(U,) C f(X \ Up).
También, notemos que X \ U, C X \ V3, de donde f(X \ Up) C f(X \ V4). En consecuencia, se concluye
que f(Vp) C f(X \ V3). Luego, por los Teoremas v y el Corolario se sigue que f no

es irreducible. Lo cual es una contradiccion, asi f es inyectiva. Por lo tanto f es biyectiva. O

Definicion 4.2.15. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Una funcién f es semi-
abierta, si para cada abierto U en X tal que U # (), existe un abierto V no vacio en X tal que V C f(U).

El siguiente teorema nos brindard una caracterizacion de las funciones semi-abiertas.

Teorema 4.2.16. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se tiene que f es semi-abierta
si y sélo si para cada D C X denso en X, se tiene que f~!(D) denso en X.

Demostracion.
Supongamos que f es semi-abierta. Veamos que para cada D C X denso en X, se tiene que f~1(D) denso
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en X. Sean D C X denso en X y U un abierto en X. Dado que f es semi-abierta, existe V abierto en X
tal que V C f(U). Por otro lado, como D es denso en X, se tiene que DNV # . Asi, f(U)ND # 0. Sea
z € f(U)N D. De esta manera, se tiene € D y existe y € U tal que f(y) = x. Observe que f(y) € Dy
y € f~1(D). En consecuencia, se sigue que f~1(D)NU # . Dada la arbitrariedad de U, se concluye que
f~1(D) denso en X.

Reciprocamente, supongamos que para cada D C X denso en X, se tiene que f~(D) denso en X.
Veamos que f es semi-abierta. Sea U abierto en X. Supongamos que para todo abierto V en X, se tiene
que VN (X \ f(U)) # 0. De esta manera, se tiene que D = X \ f(U) es denso en X. Asf, f~1(X\ f(U))
es denso en X. Es decir, f~H(X \ f(U)) = f~YX)\ f~H(fU)) = X\ f~1(f(U)) = X. De donde,
UN X\ fHfU))) #0. Seaxz € UN (X \ f~1(f(U))). De esta forma se tiene que » € U y = €
X\ f7Hf(U)). Observemos que U C f~(f(U)). En consecuencia, z € f~1(f(U)) y z € X\ f~1(f(U)).
Lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, f es semi-abierta. O

Teorema 4.2.17. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Se tiene que f es semi-abierta
si y sblo si para cada U C X abierto no vacio en X, se tiene que int(f(U)) # 0.

Demostracion.

Supongamos que f es semi-abierta. Sea U C X abierto no vacio en X. Veamos que int(f(U)) # 0.
Dado que f es semi-abierta, existe un abierto V' no vacio en X tal que V' C f(U). De donde int(V) C
int(f(U)). Dado que V es abierto en X, se tiene que V' = int(V') y también que int(V) # (. De este modo
int(f(U)) # 0.

Reciprocamente, supongamos que para cada U C X abierto no vacio en X, se tiene que int(f(U)) # 0.
Veamos que [ es semi-abierta, es decir, para cada U abierto en X tal que U # (), existe un abierto V' no
vacio en X tal que V C f(U). Sea U C X abierto no vacio en X. Luego, por nuestra hipStesis se sigue que
int(f(U)) # 0. Sea x € int(f(U)), de esta manera existe un €, > 0 tal que B(e,,x) C f(U). Consideremos
V = U{B(es,z) : & € int(f(U)) y sea €, tal que B(e,, ) C f(U)}. De aqui, por el Teoremal[l.2.9] se sabe
que V es abierto en X. Notemos que V C f(U). Por lo tanto, f es semi-abierta. O

Teorema 4.2.18. Sean X un continuo y f: X — X una funcién continua. Si f es irreducible, entonces
f es semi-abierta.

Demostracién.
Supongamos que f es irreducible. Veamos que f es semi-abierta. Notemos que dada la compacidad de X,

para todo A C X se tiene que f(A) = f(A). En efecto, dado que f es continua, para todo A C X se tiene
que f(A) C f(A). Por otro lado, como X es un continuo y por el Teoremall.5.23| se tiene que f es cerrada.

Asi, dado que para todo A C X se tiene que A C Ay como f es cerrada se concluye que f(A) C f(A).

En consecuencia, para todo A C X se tiene que f(A) = f(A4). Sea D C X denso en X. Para ver que f es
semi-abierta, por el Teorema basta ver que f~1(D) es denso en X. Como f es irreducible se sigue
que f es sobreyectiva. De este modo, f(f~*(D)) = D. Luego, f(f~1(D)) = f(f~1(D)) = D = X. Como
f es irreducible, se sigue que f~1(D) = X. Es decir, f~!(D) denso en X. O

El siguiente corolario se sigue por los Teoremas [4.2.13|y [4.2.18

Corolario 4.2.19. Sean X un continuoy f: X — X una funcién continua. Si f es minimal, entonces f
es semi-abierta.

El siguiente corolario se sigue por los Teoremas y

Corolario 4.2.20. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f es minimal y abierta,
entonces f es un homeomorfismo.

El diagrama de la Figura resume los resultados referente a las relaciones que existen entre las
funciones dindmicas estudias en las Secciones [£.1] y [£:2]
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Exacta
Mezcladora Minimal

Totalmente transitiva Débilmente mezcladora Fuertemente transitiva Irreducible

Cadtica —— > Transitiva Semi-abierta

Sobreyectiva

Figura 4.1: Diagrama que muestra las relaciones entre las funciones estudiadas en éste capitulo.

Por la Proposicién f.1.0] y el Diagrama de la Figura[4.1] concluimos que:
Corolario 4.2.21. La funcién T : [0,1] — [0, 1] es mezcladora y débilmente mezcladora en [0, 1].
Con el objetivo de brindar un ejemplo de una funcién minimal estudiamos lo siguiente:

Definicién 4.2.22. Fijemos a € I. Consideremos S' como un subconjunto de C, esto es, S* = {27 :
6 € [0,1]}. Tomamos la funcién f : St — S! definida por f(z) = e2™®z, para todo z € S!. La funcién f
se le conoce como funcidn rotacion irracional.

Observacién 4.2.23. Si z = ™ entonces f(z) = e2™@e?™0 = ¢2mi(at0),
Dado z € C, ||z|| denota el médulo de z.

Proposicién 4.2.24. Sea o € I. La funcién rotacién irracional, f : St — St tal que f(z) = €™z, para
todo z € S', es una isometria.

Demostracion.
Sean z1,20 € S!. Veamos que f es una isometria, es decir, ||z; — 22| = || f(21) — f(22)]|. En efecto,
1£(z1) = fz)ll = €221 — 2™z = || ||[l21 — z2l| = [z — 2l 0

Es conocido que la funcién rotacién irracional es totalmente transitiva y minimal (Vea [2] y [4]). Asf,
por la Observacién y el Corolario la funcién rotacién irracional es transitiva y fuertemente
transitiva. Asi, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 4.2.25. Sea o € I. La funcién rotacién irracional, f : S* — St tal que f(z) = e2>™z, para
todo z € S', es totalmente transitiva, minimal, transitiva y fuertemente transitiva.

Por la Proposicién y el Diagrama de la Figura concluimos que:

Corolario 4.2.26. Sea a € I. La funcién rotacién irracional, f : S* — S! tal que f(z) = €*™*z, para
todo z € S', es irreducible y semi-abierta.
4.3. Conjugacion topolégica

En esta seccién estudiaremos a la conjugacién topoldgica y aqui A~ denota a la funcién inversa de
la funcién h.
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Definicion 4.3.1. Sean X y Y espacios métricos. Dadas dos funciones continuas f : X - X yg:Y =Y
decimos que son conjugadas si existe un homeomorfismo h : X — Y tal que para todo x € X, se tiene
que h(f(x)) = g(h(x)). En tal caso se dice que h conjuga a g con f.

Ejemplo 4.3.2. Sean f: R - Ry g: R — R las funciones dadas por f(z) =2+ 1y g(z) =z + 2. Se
tiene que f y g son conjugadas.

En efecto, propongamos a la familia de homeomorfismos h(z) = ax + 8 con a y 3 constantes, donde
«a # 0. Encontremos las condiciones que deben de cumplir a y 8 para que f y g sean conjugadas mediante
el homeomorfismo h. Sean z € Ry h(z) = ax + 5. Notemos que h(f(z)) =a(z+ 1)+ =za+a+ f.
Por otro lado, observemos que g(h(z)) = za+ 8+ 2. De aqui a = 2 y  puede ser cualquier valor. Por lo
tanto, las funciones f y ¢ son conjugadas mediante el homeomorfismo h : R — R dado por h(z) = 2z + 3,
donde 5 € R.

Ejemplo 4.3.3. La funcién Logistica f4 = 4x(1 — x) y la funcién Tienda T son conjugadas.
En efecto, propongamos la funcién h : [0,1] — [0,1] dada por h(z) = sen?(ZE). Observemos que h es un

homeomorfismo (Vea Ejemplo |1.5.26)).

Recordemos que:
Propiedad 1. sen?(x) + cos?(x) = 1.
Propiedad 2. sen(260) = 2sen(#) cos(6).
Propiedad 3. sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a).
Observemos que:

fa(h(@)) = dsen®(T7)(1 = sen’ (7)),

= 4sen2(%x) COSQ(L;), usamos la Propiedad 1,
X T

= (2sen(7)cos(?))2,
= (sen(mz))?, usamos la Propiedad 2,
x

= sen?(mz).

Ahora analicemos a h(T(x)). Por la naturaleza de la funcién T, el andlisis de h(T(x)) se divide
en 2 casos. Si z € [0, 3], entonces h(T'(z)) = h(2z) = sen?(25%) = sen®(nz). Si z € [3,
h(T(x)) = h(2 —2z) = sen%%) = sen?(m — 7z) = (sen(7) cos(mz) — sen(mx) cos(r))? = sen?(7wx).
ASt, fa(h(z)) = h(T(2).

Por lo tanto, las funciones f4 y T son conjugadas mediante el homeomorfismo h(z) = sen?(%E).

1], entonces

Sean f y g funciones continuas. Diremos que f ~ g si f y ¢ son conjugadas.
Proposicion 4.3.4. La relacién ~ es una relacién de equivalencia.

Demostracién.

La relacién es reflexiva. Sea f : X — X una funcién continua y I : X — X tal que I(z) = z. Notemos
que I es un homeomorfismo. Dado que fol =TI o f, se tiene que f es conjugada consigo mismo, es decir
[~

La relacién es simétrica. Si f ~ g, entonces existe un homeomorfismo h : X — Y tal que h(f(x)) =
g(h(x)). Dado que h™! : Y — X es un homeomorfismo se tiene que h=!(g(z)) = f(h~!(z)). Por lo tanto,
g~ I

La relacion es transitiva. Sean f: X — X, ¢9:Y =Y yr: Z — Z funciones continuas tales que f ~ gy
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g ~ r. De aqui se sigue que existen los homeomorfismos h y H tales que:
- , (4.1)
H(g(x)) = r(H(z)). 4.2

De laigualdad (4.1) se sigue que H(h(f(x))) = H(g(h(z))), y de laigualdad (4.2) se tiene que H(g(h(x))) =

r(H(h(x))). Asi, H(h(f(z))) = r(H(h(z))). Dado que H oh es un homeomorfismo se concluye que f ~ r.
Por lo tanto, f ~ g es una relaciéon de equivalencia. O

Teorema 4.3.5. Sean X y Y espacios métricosyn € N.Si f: X - X y g:Y — Y son dos funciones
continuas tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y, entonces h(f"(x)) =

g" (h(x)).

Demostracion.
Procederemos a una demostracién por induccién matematica. Dado que f y ¢ son conjugadas mediante
el homeomorfismo h, se sigue que h(f(z)) = g(h( )). Asi, la afirmacién es cierta cuando n = 1. Sea
k € N. Supongamos que se cumple h(f*(z)) = g

k+ 1. En efecto, h(f<41(2)) = h(F*(f(2))) = g*(h(S
de induccién matemdtica, se sigue que h(f"(x)) =

(x)), probemos que la afirmacién se cumple para

F(h
(f(2))) = ¢*(g(h(x))) = g**1(h(x)). Por el principio
g"(h(z)), para todo n € N. O

Teorema 4.3.6. Sean X y Y espacios métricos. Si f: X — X y g:Y — Y son dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y, entonces g y f también son
conjugadas mediante el homeomorfismo h~!.

Demostracion.

Sea y € Y. Veamos que g y f son conjugadas mediante el homeomorfismo h~1, es decir, h=(g(y)) =
f(h~1(y)). En efecto, g(y) = g(h(h~1(y))) = h(f(h~'(y))). Aplicando el homeomorfismo h~! a los
extremos de la igualdad anterior obtenemos que h=*(g(y)) = f(h~(y)). O

De los Teoremas y se sigue que:

Corolario 4.3.7. Sean X y Y espacios métricos y n € N. Si f : X - X y g:Y — Y son dos fun-
ciones continuas tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h, entonces h=1(g"(y)) =
f*(h=1(y)), para cada y € Y.

Teorema 4.3.8. Sean X y Y espacios métricos. Dadas dos funciones continuas f: X - X yg:Y =Y
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo i : X — Y. Si 29 € X es un punto fijo de f,
entonces h(xg) es un punto fijo de g.

Demostracion.
Sea xg € X tal que f(xg) = 2. Notemos que g(h(xo)) = h(f(zo)) = h(zo). O

Teorema 4.3.9. Sean X y Y espacios métricos y n € N con n > 1. Dadas dos funciones continuas
f: X > Xyg:Y — Y tales que f y ¢ son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y.
Si xp € X es un punto periddico para f de periodo n, entonces h(xg) es un punto periédico para g de
periodo n.

Demostracion.

Sea o € X tal que f™(z0) = 20y f7(x0) # 2o paraj € {1,2,...,n—1}. Notemos que por el Teoremam
se tiene que ¢g"(h(xg)) = h(f™(x0)) = h(xo). Veamos que g/ (h(zo)) # h(xo) para j € {1,2,...,n—1}. En
efecto, sea j € {1,2,...,n — 1}. Procederemos por contradiccién, supongamos que g’ (h(zg)) = h(zg). De
esta igualdad y por el Teorema se tiene que h(f7(z)) = h(zg). Dado que h es un homeomorfismo,
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en particular es inyectiva, por lo cual podemos concluir que f7(zo) = 7. Lo cual es una contradiccién.
En consecuencia, g"(h(xo)) = h(zo) y ¢’ (h(z0)) # h(zo) para j € {1,2,...,n — 1}. Por lo tanto, h(zo)
es un punto periédico para g de periodo n. O

Teorema 4.3.10. Sean X y Y espacios métricos. Dadas dos funciones continuas f : X - Xyg:Y =Y
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. Si y € Per(g), entonces
x = h71(y) € Per(f).

Demostracion.

Sea y € Per(g). Luego, existe n € N tal que ¢"(y) =y vy ¢’°(y) = y para j € {1,2,...,n — 1}. Veamos
que z = h~Y(y) € Per(f). Observemos que f"(z) = f"(h~'(y)). Luego, por el Teorema se tiene
que f*(z) = h1(g"(y)) = h~1(y) = x. Veamos que f’(z) # z para j € {1,2,...,n — 1}. En efecto, sea
j€{1,2,...,n—1}. Procederemos por contradiccién, supongamos que f’(x) = z. Por el Teorema m
fi(z) = fF(hYy)) = hY(¢’(y)) = x = h~!(y). Dado que h~! es un homeomorfismo en particular es
inyectiva, asi, ¢7(y) = y. Lo cual es una contradiccién. En consecuencia, f*(x) = x y f7(x) # x para
j€{1,2,...,n—1}. Por lo tanto, x = h~!(y) € Per(f). O

De los Teoremas [£.3.9]y se sigue que:

Corolario 4.3.11. Sean X y Y espacios métricos. Si f : X — X y g: Y — Y son dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y, entonces h(Per(f)) = Per(g).

Teorema 4.3.12. Sean X y Y espacios métricos. Dadas dos funciones continuas f : X - X yg:Y =Y
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. El conjunto Per(f) es denso en
X siy sélo si el conjunto Per(g) es denso en Y.

Demostracion.

Supongamos que el conjunto Per(f) es denso en X. Veamos que el conjunto Per(g) es denso en Y, es
decir, para todo U abierto en Y se tiene que Per(g) N U # 0. Sea U abierto en Y. Dado que h es un
homeomorfismo se tiene que h=1(U) es abierto y no vacio en X. Como Per(f) es denso en X, se sabe
que Per(f)Nh=YU) # 0. Sean o € Per(f) Nh=(U) y yo = h(zg). Puesto que x¢ € Per(f), por el
Teorema se tiene que yo € Per(g). Notemos que yg € U. En consecuencia, Per(g) N U # (.
Reciprocamente, supongamos que el conjunto Per(g) es denso en Y. Veamos que el conjunto Per(f) es
denso en X, es decir, para cada U abierto en X se tiene que Per(f) NU # §. Sea U un abierto en X.
Dado que h es un homeomorfismo se tiene que h(U) es abierto y no vacfo en Y. Como Per(g) es denso
en Y, se sabe que Per(g) Nh(U) # (. Sean yo € Per(g) Nh(U) y xo = h™(yo). Puesto que yo € Per(g),
por el Teorema xo € Per(f). Notemos que zg € U. En consecuencia, Per(f)NU # (. O

Teorema 4.3.13. Sean X y Y espacios métricos. Sean f: X — X y g: Y — Y dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. La funcién f es transitiva en X
si y sélo si la funcién g es transitiva en Y.

Demostracion.

Supongamos que la funcién f es transitiva en X. Veamos que la funcién ¢ es transitiva en Y, es decir,
para todo U y V abiertos en Y existe n € N tal que g"(U) NV # (. Sean U y V abiertos no vacios en Y.
Dado que h es un homeomorfismo se tiene que h=1(U) y h=1(V') son abiertos y no vacfos en X. Como f
es transitiva en X, existe n € N tal que f*(h=1(U))Nh~1(V) # (). De aqui, se sigue que existe un n € N
y un zg € h~1(U) tal que f"(z0) € h=(V). Como f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo
h, por el Teorema se sabe que g"(h(zo)) = h(f™(z0)). De donde, g"(h(x¢)) € V. Por otro lado,
notemos que h(zg) € U, asi, se tiene que ¢g"(h(zo)) € ¢"(U). En consecuencia, g"(U) NV # 0.
Reciprocamente, supongamos que la funcion g es transitiva en Y. Veamos que la funcién f es transitiva
en X, es decir, para todo U y V abiertos en X existe n € N tal que f*(U) NV # (). Sean U y V abiertos



4.3. CONJUGACION TOPOLOGICA 67

no vacfos en X. Dado que h es un homeomorfismo se tiene que h(U) y h(V) son abiertos y no vacios
en Y. Como g es transitiva en Y, existe n € N tal que g"(h(U)) N h(V) # 0. Se sigue que existe un
zo € h(U) tal que g"(z¢) € h(V). Como f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h, por el
Corolario [£.3.7] se sabe que f"(h™*(z0)) = h~'(g"(x0)). De donde, f"(h~*(z)) € V. Por otro lado,
notemos que h~1(xg) € U, asi, se tiene que f*(h~1(xg)) € f*(U). En consecuencia, f*(U)NV #0. O

Con los Teoremas y y el Ejemplo se sigue que:

Teorema 4.3.14. La funcién Logistica f; = 4z(1 — x) es transitiva en [0, 1].

De los Teoremas y se sigue que:

Teorema 4.3.15. Sean X y Y espacios métricos. Sean f: X — X y g: Y — Y dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. La funcién f es cadtica en X si
y s6lo si la funcién g es cadtica en Y.

Con los Teoremas [4.3.15] y y el Ejemplo [£.3.3] se sigue que:

Teorema 4.3.16. La funcién Logistica f4 = 42(1 — x) es cadtica en [0, 1].

Teorema 4.3.17. Sean X y Y espacios métricos. Sean f: X — X y g: Y — Y dos funciones continuas
tales que f y ¢ son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. La funcién f es exacta en X si
y sélo si la funcién g es exacta en Y.

Demostracién.

Supongamos que f es exacta en X. Veamos que g es exacta en Y, es decir, para todo abierto no vacio U
enY, existe n € N tal que g"(U) =Y. Sea U un abierto no vacio en Y. Dado que h es un homeomorfismo,
se sabe que h~1(U) es un abierto no vacfo en X. Como f es exacta, existe n € N tal que f*(h=}(U)) = X.
Observemos que g"(U) C Y. Para probar que g es exacta en Y, basta probar que Y C ¢™(U). En efecto, sea
y € Y. Dado que h es un homeomorfismo, se tiene que h(X) =Y. De aqui, y € h(X). Luego, existe z € X
tal que h(x) = y. Teniendo en cuenta que f*(h~1(U)) = X, se sigue que z € f*(h=1(U)). Asi, existe
xo € h™1(U) tal que f™(x) = z. Por el Teorema se sabe que g"(h(xg)) = h(f™(x0)) = h(z) = v.
Notemos que h(zg) € U. Asi, y € g"(U). En consecuencia, ¥ C g™ (U). Por lo tanto, g es exacta en Y.
Reciprocamente, supongamos que g es exacta en Y. Veamos que f es exacta en X, es decir, para todo
abierto no vacfo U en X, existe n € N tal que f™(U) = X. Sea U un abierto no vacio en X. Dado que
h es un homeomorfismo, se sabe que h(U) es un abierto no vacio en Y. Como g es exacta, existe n € N
tal que g"(h(U)) = Y. Observemos que f™(U) C X. Para probar que f es exacta en X, basta probar
que X C f*(U). En efecto, sea * € X. Dado que h es un homeomorfismo, se tiene que h=1(Y) = X.
De aqui, z € h=1(Y). Luego, existe y € Y tal que h(x) = y. Teniendo en cuenta que g"(h(U)) =Y, se
sigue que y € ¢g"(h(U)). Asi, existe zo € h(U) tal que g"(z) = y. Por el Corolario [£.3.7 se sabe que
fr(h =Y (x0)) = h= (g™ (z0)) = h~1(y) = 2. Notemos que h™!(zg) € U. Asi, x € f*(U). En consecuencia,
X C f™(U). Por lo tanto, f es exacta en X. O

Con la Proposicién el Ejemplo y el Teorema se sigue que:
Proposicién 4.3.18. La funcién Logistica fy = 42:(1 — x) es exacta en [0, 1].
Por la Proposicién y el Diagrama de la Figura concluimos que:
Corolario 4.3.19. La funcién Logistica fy = 42(1 — z) es mezcladora y débilmente mezcladora en [0, 1].

Teorema 4.3.20. Sean X y Y espacios métricos. Sean f: X — X y g: Y — Y dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo i : X — Y. La funcién f es minimal en X si
y sélo si la funcién g es minimal en Y.
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Demostracién.

Supongamos que f es minimal en X. Veamos que g es minimal en Y, es decir, para todo y € Y se tiene
que O(y,g9) =Y. Seay € Y y U un abierto no vacio en Y. Basta probar que O(y,g)NU # (. Dado que h
es un homeomorfismo, se tiene que h~1(U) es un abierto no vacio en X. Notemos que h~1(y) € X. Como
f es minimal en X, se sabe que O(h™1(y), f)Nh~1(U) # 0. Sea zo € O(h~(y), f)Nh~1(U). Observemos
que h(zo) € U. Pongamos yo = h(zg), asi, yo € U. Por otro lado, como zg € O(h~(y), f), se cumple
que rg = f™(h71(y)), para algin m € N. Notemos que yo € O(y,g). En efecto, por el Corolario m
h=Y(g™(y)) = f™(h~(y)) = x0, de aqui, g™ (y) = h(xg) = yo. En conclusién, yo € O(y, g). Por lo tanto,
O(y,g) NU # 0.

Reciprocamente, supongamos que g es minimal en Y. Veamos que f es minimal en X, es decir, para
todo € X, se tiene que O(z, f) = X. Sean 2 € X y U un abierto no vacio en X. Basta probar

que O(z, f) NU # 0. Dado que h es un homeomorfismo, se tiene que h(U) es un abierto no vacio
en Y. Notemos que h(r) € Y. Como g es minimal en Y, se sabe que O(h(x),g) N h(U) # 0. Sea
zo € O(h(z),g) N h(U). Observemos que h=*(zo) € U. Pongamos yo = h™1(zo), asi, yo € U. Por otro
lado, como zy € O(h(x), g), se cumple que zg = g (h(z)), para algin m € N. Notemos que yo € O(z, f).
En efecto, dado que x¢ = g™ (h(z)), sigue que yo = h=1(x¢) = h=(g™(h(x))). Por el Corolario se
sabe que yo = f™(h=1(h(x))) = f™(z). De aqui, f™(z) = yo. En conclusién, yo € O(z, f). Por lo tanto,
Oz, f)NU #0. O

Teorema 4.3.21. Sean X y Y espacios métricos. Sean f: X — X y g: Y — Y dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. La funcién f es mezcladora en
X si y solo si la funcién g es mezcladora en Y.

Demostracién.

Supongamos que la funcién f es mezcladora en X . Veamos que la funcién g es mezcladora en Y, es decir,
para todo U y V abiertos en Y existe N € N tal que ¢*(U) NV # (), para cada k >N.Sean U y V
abiertos no vacios en Y. Dado que h es un homeomorfismo se tiene que h’l(U )y ( ) son abiertos
y no vacfos en X. Como f es mezcladora en X, existe N € N tal que f*(h=1(U )) LV) # 0, para
cada k > N. Fijemos k > N. Se sigue que existe un zy € h_l(U) tal que f¥(zo) € h™ (V) Como fyg
son conjugadas mediante el homeomorfismo h, por el Teorema se sabe que ¢ ( (z9)) = ( ¥ (20))-
De donde gk(h( 0)) € V. Por otro lado, notemos que h(xg) € U asi, se tiene que g¥(h(xg)) € g*(U). En
consecuencia, g°(U) NV # (), para cada k > N.

Reciprocamente, supongamos que la funcién g es mezcladora en Y. Veamos que la funcién f es mezcladora
en X, es decir, para todo U y V abiertos en X existe N € N tal que f*(U)NV # 0, para cada k > N. Sean
U y V abiertos no vacios en X. Dado que h es un homeomorfismo se tiene que h(U) y h(V') son abiertos y
no vacios en Y. Como g es mezcladora en Y, existe N € N tal que g*(h(U))Nh(V) # 0, para cada k > N.
Fijemos k& > N. Se sigue que existe un x¢ € h(U) tal que g*(zo) € h(V). Como f y g son conjugadas
mediante el homeomorfismo h, por el Corolario se sabe que f*(h~1(xg)) = h™1(g*(x0)). De donde,
fE(h=1(z0)) € V. Por otro lado, notemos que h™1(zg) € U, asi, se tiene que f¥(h=!(x¢)) € f¥(U). En
consecuencia, f*(U)NV # (), para cada k > N. O

Teorema 4.3.22. Sean X y Y espacios métricos. Sean f: X — X y g: Y — Y dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. La funcién f es débilmente
mezcladora en X si y sélo si la funcién g es débilmente mezcladora en Y.

Demostracion.

Supongamos que la funcién f es débilmente mezcladora en X. Veamos que la funcién g es débilmente
mezcladora en Y, es decir, para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios Uy, Us, V1 v V5 de Y, existe
k € N tal que ¢*(U;) N V; # 0, para cada i € {1,2}. Sean Uy, Us, Vi y Va abiertos no vacios en Y. Dado
que h es un homeomorfismo, se tiene que h=(Uy), h=*(Uz), h=1 (V1) y h=1(V2) son abiertos y no vacios
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en X. Como f es débilmente mezcladora en X, existe k € N tal que f*(h=1(U;)) N h=Y(V;) # 0, para
cada i € {1,2}. De aqui, se sigue que existe un k € Ny un z; € h=*(U;) tal que f*(z;) € h=1(V;), para
cada i € {1,2}. Como f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h, por el Teorema se sabe
que g*(h(z;)) = h(f*(x;)), para cada i € {1,2}. De donde, g*(h(z;)) € V;, para cada i € {1,2}. Por otro
lado, notemos que para cada i € {1,2} se sigue que h(x;) € U;. Asi, se tiene que g*(h(z;)) € g*(U;), para
cada i € {1,2}. En consecuencia, g*(U;) N'V; # (), para cada i € {1,2}.

Reciprocamente, supongamos que la funcién g es débilmente mezcladora en Y. Veamos que la funcién f
es débilmente mezcladora en X, es decir, para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios Uy, Us, Vi y
Vy de X, existe k € N tal que f*(U;) N'V; # 0, para cada i € {1,2}. Sean Uy, U,,V; y Vo abiertos no
vacios en X. Dado que h es un homeomorfismo, se tiene que h(Ui), h(Uz), h(V1) y h(V2) son abiertos
y no vacios en Y. Como g es débilmente mezcladora en Y, existe k € N tal que ¢*(h(U;)) Nh(V;) # 0,
para cada i € {1,2}. De aqui, se sigue que existe un k¥ € Ny un z; € h(U;) tal que g*(z;) € h(V;),
para cada i € {1,2}. Como f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h, por el Corolario m
se sabe que f*(h=Y(z;)) = h™1(g*(x;)), para cada i € {1,2}. De donde, f*(h=*(z;)) € V;, para cada
i € {1,2}. Por otro lado, notemos que para cada i € {1,2} se sigue que h=!(z;) € U;. Asi, se tiene que
fE(h=Y(x;)) € f*(U;), para cada i € {1,2}. En consecuencia, f*(U;)NV; # 0, para cada i € {1,2}. O






Capitulo 5

Dinamica de funciones entre
productos simétricos

En la teoria de los hiperespacios es bien conocido que dada una funcién entre continuos, esta induce una
funcién entre los respectivos hiperespacios. En el Capitulo 4, estudiamos tipos especiales de funciones
continuos de un continuo en si mismo. En este capitulo analizaremos las respectivas funciones inducidas
y estudiaremos las relacién que existe entre la funcién y su inducida. Desde el punto de vista de sistemas
dindmicos, estudiaremos la dindmica puntual y su relacién con la dindmica colectiva.

5.1. Funciones inducidas

Una funcién continua entre continuos f : X — Y puede inducir funciones entre hiperespacios. Estas
funciones se conocen como funciones inducidas por f. Algunas de ellas se denotan y definen como sigue:

1. 2f: 2% — 2Y dada por 2/ (A) = f(A), para cada A € 2%X;
2. Fo(f) : Fu(X) = Fo(Y) dada por F,,(f)(A) = f(A), para cada A € F,(X).

De esta forma el sistema dindmico discreto (X, f) induce el sistema dindmico discreto (Fy,(X), Fi(f)).
En consecuencia, dado A € F,(X), analizar la 6rbita O(A, F,,(f)) es estudiar la dindmica colectiva.

Observacién 5.1.1. Para todo k € Ny A € F,(X), se tiene que (F,(f))*(A) = f*(4).

Sea M alguna clase de las siguientes funciones: exacta, mezcladora, débilmente mezcladora, cadtica,
transitiva, totalmente transitiva, fuertemente transitiva y minimal. El objetivo de este capitulo es analizar
la relacién entre las siguientes condiciones:

(1) feM.
(2) Fulf) e M.
Iniciamos con la propiedad de inyectividad.

Teorema 5.1.2. Sean X un continuo, n € Ny f: X — X una funcién. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) f:X — X es inyectiva.

(2) Fu(f): Fnu(X) = Fp(X) es inyectiva.

71
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Demostracién.

(1)=(2) Supongamos que f es inyectiva. Veamos que F,(f) es inyectiva. Sean A, B € F,(X) tales que
F.(f)(A) = F.(f)(B) = f(A) = f(B). Veamos que A = B. Primero, veamos que A C B. Sea = € A.
Asi, f(z) € f(A) = f(B), es decir, f(x) € f(B). De donde, existe y € B tal que f(y) = f(z). Como f es
inyectiva, se tiene que y = z. De lo cual se sigue que z € B. Asi, A C B. De forma similar se prueba que
BC A. Asi, A=B.

(2)=-(1) Reciprocamente, supongamos que F,(f) es inyectiva. Veamos que f es inyectiva. Sean a,b € X,
tales que f(a) = f(b). Veamos que a = b. Notemos que {a}, {b} € F.(X). Asi, F,(f){a}) = {f(a)} =
{f(®)} = F.(f)({b}). Dado que F,(f) es inyectiva, se sigue que {a} = {b}. En consecuencia, se tiene
a=b. O

Referente a las propiedad de sobreyectividad, tenemos:

Teorema 5.1.3. Sean X un continuo, n € Ny f: X — X una funcién. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) f:X — X es sobreyectiva.
(2) Fn(f): Fnu(X) = Fn(X) es sobreyectiva.

Demostracién.

(1)=-(2) Supongamos que f es sobreyectiva. Veamos que F,(f) es sobreyectiva. Sea B € F,,(X). Veamos
que existe A € F,,(X) tal que F,(f)(A) = B. Pongamos B = {b1,...,by}, con m < n. Dado que f es
sobreyectiva, para cada b; con ¢ € {1,...,m} existe x; € X, tal que f(x;) = b;. Sea A = {x1,..., 2}
Note que A € F,,(X) y F.(f)(A) = B.

(2)=(1) Reciprocamente, supongamos que Fy,(f) es sobreyectiva. Veamos que f es sobreyectiva. Sea
b € X. Veamos que existe z € X tal que f(z) = b. Note que {b} € F,(X). Dado que F,(f) es
sobreyectiva, existe A € F,(X) tal que F,(f)(A) = {b}. Asi, b € f(A). Luego, existe x € A tal que
f(z) =b. Por lo tanto, f es sobreyectiva. O

De los Teoremas v [5.1.3] se obtiene:

Corolario 5.1.4. Sean X un continuo, n € Ny f: X — X una funcién. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

(1) f:X — X es biyectiva.
(2) Fo(f) : Fn(X) = Frn(X) es biyectiva.

Teorema 5.1.5. Sean X un continuo, n € Ny f: X — X una funcién. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) f: X — X es continua.
(2) Fo.(f): Fo(X) = Frn(X) es continua.

Demostracion.

(1)=(2) Supongamos que f : X — X es continua y sea d la métrica de X. Veamos que
Fo(f) : Fru(X) = Fn(X) es continua. Sea A € F,,(X). Veamos que F,(f) es continua en A. Sea € > 0.
Pongamos A = {a1,...,ax}, donde k < n. Sea j € {1,...,k}. Como f es continua en a;, existe §; > 0
tal que si x € X y d(z,a;) < d;, entonces d(f(z), f(a;)) < e. Sea § = min{d1,...,0x}. Sea B € F,(X).
Pongamos B = {b1,...,bn}, donde m < n. Supongamos que H(A, B) < §. Luego, por el Teorema m
A C N(4,B). De este modo, {a1,...,ax} C N(8,{b1,...,bm}). Sea r € {1,...,k}. Observemos que
ar € N(8,{b1,...,bn}). Por consiguiente, existe [ € {1,...,m} tal que d(a,,b;) < ¢. Por la forma en que
construimos a d, se sigue que d(a,,b;) < J,. Luego, por la continuidad de f en a,, d(f(a,), f(b)) < e.
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Ast, d(f(ar), f({b1,...,bm})) <€, es decir, f(a,) € N(e, f(B)). Dado la arbitrariedad de r, se tiene que
f(A) C N(e, f(B)). En consecuencia, F,,(f)(A) C N(e, F,,(f)(B)). Por otro lado, dado que H(A, B) < §
y por el Teorema [1.6.9] se sigue que B C N (8, A). De este modo, {b1,...,by,} C N(6,{a1,...,ax}). Sea
r € {1,...,m}. Observemos que b, € N(4,{a,...,ax}). Por consiguiente, existe [ € {1,...,k} tal que
d(b,,a;) < . Por la forma en que construimos a 4, se sigue que d(b,,a;) < 0;. Luego, por la continuidad
de f en a;, d(f(b,), f(ar)) < e. Asi, d(f(b.), f({a1,...,ar})) < €, es decir, f(b.) € N(e, f(A)). Dado
la arbitrariedad de r, se tiene que f(B) C N(e, f(A)). En consecuencia, F,(f)(B) C N(e, F,(f)(A)).
Dado que F,(f)(A) C N(e, Fo(f)(B)) y Fu(f)(B) C N(e, F,(f)(A)), por el Teoremal[L.6.9] se sigue que
H(E, (F)(A), Fu(£)(B)) < e.

(2)=(1) Reciprocamente, supongamos que Fy, (f) : Fp(X) = F,(X) es continua. Veamos que f : X — X
es continua. Sea x € X. Veamos que f es continua en z. Sea € > 0. Note que {z} € F,(X). Co-
mo F,(f) es continua en {z}, existe 07 > 0 tal que si A € F,(X) y H({z},A) < 41, entonces
H(F(f)({2}), Fu(f)(A)) < €. Sea § = §;. Sea y € X tal que d(z,y) < §. Asi, por el Teorema [1.6.5)
H{{z},{y}) < 61. Por consiguiente, H(F,(f)({z}), Fn(f)({y})) < €. Luego, por la Proposicién
H{S @)} L)) = d(f (@), () < . O

Teorema 5.1.6. Sean X un continuo, n € Ny f: X — X una funcién. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) f:X — X es un homeomorfismo.
(2) Fo(f) : Fr(X) = Fr(X) es un homeomorfismo.

Demostracién.
(1)=(2) Supongamos que f es un homeomorfismo. Veamos que F,(f) es un homeomorfismo. Dado que
f es un homeomorfismo, se sigue que f es biyectiva y continua. Por el Corolario y el Teorema

se sigue que F,(f) es biyectiva y continua. Asi, por el Teorema [1.5.25 se tiene que F,,(f) es un
homeomorfismo. El reciproco de este teorema, es similar al caso anterior. O

5.2. Conjugacion topologica de funciones inducidas

En esta seccién estudiamos la relacién que existe entre dos funciones inducidas, cuando estas son
conjugadas. En esta seccién, h~! denota la funcién inversa de la funcién h.

Teorema 5.2.1. Sean X y Y continuos, n € N, f: X — X y g:Y — Y dos funciones continuas. Si f y
g son conjugadas, entonces F,(f) : F,(X) = Fo(X) vy Fu(g) : Fn(Y) = Fo(Y) son conjugadas.

Demostracién.

Supongamos que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h. Dado que h es un homeomorfismo,
por el Teorema5.1.6] se sabe que F,(h) es un homeomorfismo. Veamos que F,(f) y F,(g) son conjugadas
mediante el homeomorfismo F,(h). Basta probar que F, (h)(F,(f)(A)) = F.(9)(F.(h)(4)), para todo
A € F,(X). En efecto, sea A € F,(X)y a € A C X. Dado que f y g son conjugadas mediante
el homeomorfismo h, se sigue que h(f(a)) = g(h(a)). Dada la arbitrariedad de a € A, se tiene que
R(F(A)) = g(h(A)). Esto es, Fu(h)(Fa(f)(A)) = Falg) (Fa(h)(4)). o

De la demostracién del Teorema [5.2.1] se tiene lo siguiente:

Corolario 5.2.2. Sean X y Y continuos, n € N, f : X - X y g:Y — Y dos funciones continuas.
Si f y ¢ son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y, entonces F,(f) : Fo(X) = Fo(X) y
Fo(g) : Fo(Y) = Fr(Y) son conjugadas mediante el homeomorfismo F, (h) : Fp,(X) = Fp(Y).
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Teorema 5.2.3. Sean X y Y continuos, n € N, f : X — X y g :Y — Y dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) Fo(f) : Fr(X) = Fr(X) es transitiva.

(2) Fo(g) : Fo(Y) = Fp(Y) es transitiva.

Demostracién.

(1)=-(2) Supongamos Fy,(f) : Fn(X) — Fn(X) es transitiva. Veamos que F,(g) : Fp(Y) = Fn(Y) es
transitiva. Por el Corolario se sabe que Fy,(f) y Fn.(g) son conjugadas mediante el homeomorfismo

Fo(h) : Fo(X) = Fo(Y). Asi, por el Teoremal4.3.13] F,,(g) : Fn(Y) = Fn(Y) es transitiva. La otra parte
de la prueba es de forma andloga a la mostrada en la primer parte de este teorema. O

Teorema 5.2.4. Sean X y Y continuos, n € N, f : X - X y g :Y — Y dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) Eo(f) : Fu(X) = Fn(X) es cadtica.

(2) Fo(g): Fo(Y) = Fp(Y) es cadtica.

Demostracion.

(1)=(2) Supongamos F,,(f) : Fn(X) — Fn(X) es cadtica. Veamos que F,(g) : Fn(Y) = Fo(Y) es
cadtica. Por el Corolario se sabe que Fy,(f) y F,(g) son conjugadas mediante el homeomorfismo

Fo(h) : Fo(X) — Fo(Y). Asi, por el Teorema [4.3.15] F,,(g) : Fp(Y) — Fn(Y) es cadtica. La otra parte
de la prueba es de forma andloga a la mostrada en la primer parte de este teorema. O

Teorema 5.2.5. Sean X y Y continuos, n € N, f : X - X y g :Y — Y dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) Eo(f) : Fu(X) = Fo(X) es exacta.

(2) Fn(g): Fo(Y) = Fp(Y) es exacta.

Demostracién.

(1)=(2) Supongamos F,(f) : Fn(X) — Fn(X) es exacta. Veamos que F,(g) : Fo(Y) — Fnp(Y) es
exacta. Por el Corolario se sabe que F,(f) v F,(g) son conjugadas mediante el homeomorfismo

F,(h) : Fr(X) — Fo(Y). Asi, por el Teorema Fo.(g9) : Fo(Y) = Fo(Y) es exacta. La otra parte
de la prueba es de forma andloga a la mostrada en la primer parte de este teorema. O

Teorema 5.2.6. Sean X y Y continuos, n € N, f : X - X y g : Y — Y dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) Fo(f) : Fa(X) = Fr(X) es minimal.
(2) Fn(g): Fo(Y) = Fn(Y) es minimal.

Demostracién.

(1)=(2) Supongamos F,(f) : Fn(X) — Fn(X) es minimal. Veamos que F,(g) : Fr(Y) = Fp(Y) es
minimal. Por el Corolario se sabe que Fy,(f) v Fn(g) son conjugadas mediante el homeomorfismo
Fo(h) : Fo(X) — Fu(Y). Asi, por el Teorema [4.3.20) F,(g) : F,,(Y) = F,(Y) es minimal. La otra parte
de la prueba es de forma andloga a la mostrada en la primer parte de este teorema. O
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Teorema 5.2.7. Sean X y Y continuos, n € N, f : X — X y g :Y — Y dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) Eo(f) : Fu(X) = Frn(X) es mezcladora.
(2) Fu(g): Fo(Y) = Fp(Y) es mezcladora.

Demostracién.

(1)=(2) Supongamos F,(f) : Fn(X) — Fn(X) es mezcladora. Veamos que F,,(g) : Fo(Y) — F,(Y) es
mezcladora. Por el Corolario se sabe que F,,(f) v F,.(g) son conjugadas mediante el homeomorfismo
Fo(h) : Fu(X) — Fo(Y). Asi, por el Teorema F,(g9) : Fo(Y) — Fn(Y) es mezcladora. La otra
parte de la prueba es de forma andloga a la mostrada en la primer parte de este teorema. O

Teorema 5.2.8. Sean X y Y continuos, n € N, f : X - X y g :Y — Y dos funciones continuas
tales que f y g son conjugadas mediante el homeomorfismo h : X — Y. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(1) Fuo(f) : Fu(X) = Fn(X) es débilmente mezcladora.
(2) Fn(g): Fo(Y) = Fn(Y) es débilmente mezcladora.

Demostracién.

(1)=(2) Supongamos F,(f) : Fp(X) — Fp(X) es débilmente mezcladora. Veamos que
Fo(g9) : Fo(Y) = Fo(Y) es débilmente mezcladora. Por el Corolario se sabe que F,(f) y Fn(g)
son conjugadas mediante el homeomorfismo Fy,(h) : F,(X) — F,(Y). Asi, por el Teorema
F.(g9): Fo(Y) = Fr(Y) es débilmente mezcladora. La otra parte de la prueba es de forma andloga a
la mostrada en la primer parte de este teorema. O

5.3. Funciones exactas, mezcladoras y del tipo transitivas

En esta seccién estudiaremos a las funciones analizadas en la Seccién pero ahora la funcién de
nuestro interés es F,(f) : Fn(X) — Fo(X).

Teorema 5.3.1. Sean X un continuo, n € Ny f : X — X una funcién continua. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(1) f:X — X es mezcladora.
(2) Fo(f): Fn(X) = Frn(X) es mezcladora.

Demostracion.

(1)=-(2) Supongamos que f es mezcladora. Veamos que F,(f) es mezcladora. Sean U y V dos abiertos
no vacios en F,(X). Por el Teorema podemos tomar (Uy,...,Up)n v (V1,..., Vo), tales que
(Uy,...,Up)n CUY (V1,..., Vi) CU. Dado que f es mezcladora, para cadai € {1,2,...,n}, existe N; €
N tal que f*(U;) NV; # (), para cada k > N;. Sea N = max{Ny,...,N,}. Sean k> Neic {1,2,...,n}.
Note que U; N f~%(V;) # 0. En efecto, sea x € f¥(U;)NV;. Asi, z € f*(U;) y € V;. Dado que z € f*(U;),
existe y € U; tal que f¥(y) =z € V;. Asi, y € U; y y € f7%(V;). En consecuencia, U; N f~%(V;) # 0.
Para cada i € {1,2,...,n}, sea x; € U; N f~%(V;). Sea Ay, = {z1,...,2,}. Note que Ay € (Uy,...,Up)n
v (B (f)k(Ax) € (Vi,..., V). De aqui, se sigue que (F,(f)*((Ur,...,Un)n) N {(Vi,..., Vi)n # 0, para
k > N. Esto implica que (F,,(f))*(U) NV # 0. Por lo tanto, F,,(f) es mezcladora.

(2)=(1) Reciprocamente, supongamos que F,(f) es mezcladora. Veamos que f es mezcladora. Sean U
y V abiertos no vacios de X. Luego, (U),, y (V). son abiertos no vacios de F,,(X). Dado que F,(f)
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es mezcladora, existe N € N tal que (F,(f))*(({U)n) N (V), # 0, para cada k > N. Sean Ay € (U),
tal que (Fa(/)(A) € (Vin v 22 € Ax C U. Note que (Fu(F)*(zr) € (Fa()H(Ax) € (Vin. A
(F.(f)k(xk) € V. Por otro lado, como z, € U, se sabe que (F,,(f))*(zx) € (F.(f))¥(U). De donde, se
tiene que (f)*(U) NV # 0, para cada k > N. Por lo tanto, f es mezcladora. O

Teorema 5.3.2. Sean X un continuo, n € Ny f : X — X una funcién continua. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(1) f:X — X es débilmente mezcladora.
(2) Fn(f): Fn(X) = Fn(X) es débilmente mezcladora.
(3) Fn(f) : Fn(X) = Fn(X) es transitiva.

Demostracion.

(1)=(2) Supongamos que f es débilmente mezcladora. Veamos que F,(f) es débilmente mezcladora.
Sean Uy, Us, V1 v Vo abiertos no vacios en JF,,(X). Por el Teorema podemos tomar (U{,...,U}),,
(UZ,...,UD,, (V.. Vv, vy (V2 V2, tales que (Uf,...,UY, C U, (UR,...,U2), C U,
Vit . Vb, cvpy (V2 ..., V2),, C Vs, Dado que f es débilmente mezcladora, por el Teorema
se sigue que existe k € N tal que fk(Uf) N V;j # (), para cada i € {1,2,...,n} y 7 € {1,2}. Sean ¢ €
{1,2,...,n}y j € {1,2}. Se tiene que U7 N f~#(V7) # 0. En efecto, sea = € f*(U/)NV/. Ast, z € f5(U))y
S Vf Dado que x € fk(U,f), existe y € Uij tal que fF(y) =z € Vf Asi, y € Uij vy €E f*k(Vij). En con-
secuencia, U7 N f~F(V7) £ 0. Sean o/ € U/ N f=F(V7), Ay = {«},..., 2]} y Ay = {22,...,22}. Notemos
que Ay € (U, ...,UN,, Ay € (U2, ... U, fF(A) € (Vi ..., VD, y f5(Ag) € (V2 ..., V2),,. En con-
secuencia, (F, (f)((U,...,UN )N (VL . VDL # 0y (Fu(F))(UE, ..., U ,) N (V2 ... V2), # 0.
De aqui, (F,(f)*Uh) NV # 0y (F.(f)k(Usz) N V2 # 0. Por lo tanto, F,,(f) es débilmente mezcladora.
(2)=-(3) La demostracién se sigue de las definiciones.

(3)=(1) Supongamos que F,(f) es transitiva. Veamos que f es débilmente mezcladora. Sean U, V7, V5,
abiertos no vacfos de X. Sean U = (U),, y V = (V1, Va),. Note que U # 0. En efecto, dado que U # 0,
sea x € U. Asi, {z} € U. Note que V # (). En efecto, dado que V; # 0, Va # (), sea z € V3, y € Va. Luego,
{x,y} € V. Como F,(f) es transitiva, existe k € N tal que (F,,(f))*(U) NV # (. Luego, existe A € U tal
que (F,(f))k(A) € V. Por consiguiente, (F,(f))*(A)NVi # 0y (F.(f))*(A) NV, # 0. Dado que A € U,
A C U. Asi, existe a € A C U tal que (F,.(f)*({a}) = f¥(a) € Vi y (Fu(f))*({a}) = f*(a) € V. En
consecuencia, f¥(U) NV; # ), para cada i € {1,2}. Por el Teorema se sigue que f es débilmente
mezcladora. 0

El siguiente teorema nos brindard una herramienta para mostrar algunos contraejemplos de algunas
equivalencias que no se cumplen.

Teorema 5.3.3. Sean X un continuo, n € Ny f: X — X una funcién continua. Si f es una isometria,
entonces F,,(f) : Fp(X) = Fn(X) no es transitiva.

Demostracion.

Supongamos que f es una isometria y que F,(f) es transitiva. Sean z,y € X tales que = # y. Sea
r = d(z,y). Observe que r > 0. Sean U = B(§,z) y V = B(%,y). Note que U y V son abiertos en X y
UNV = 0. Sean U; y Uy abiertos en X tales que Uy, Us C U y Uy NUy = 0. Observe que (U1, V), v (U2)n
son abiertos en F,(X). Dado que F,(f) es transitiva, existe k € N tal que F,,(f)*((Uy, V),) N {Us), # 0.
Sea B € F,(£) (U1, V)n) N (Usa)p. Asi, existe A € (U, V), tal que F,(f)*(A) = B y B C Us. Por otro
lado, dado que A € (Uy,V),, se sigue que ANU; #0y ANV £ (. Seana € ANU; ybe ANV.
Note que f¥(a) € f*(A) = By f¥(a) € Uy. De manera similar, se tiene que f*(b) € U,. Dado que f
es una isometria, se tiene que d(f*(a), f*(b)) = d(a,b). No obstante, observe que d(f*(a), f*(b)) < %.
Ademés, r = d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) < d(z,a) + d(a,b) +d(b,y) < § +d(a,b) + 5 = § + d(a,b). De
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aqui, r < 5 + d(a,b). Luego, 5 < d(a,b) = d(f*(a), f*(b)) < %, De donde se sigue que r < r, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, F,,(f) no es transitiva. O

Teorema 5.3.4. Sean X un continuo,n € Ny f: X — X una funcién continua. Considere las siguientes
propiedades:

(1) f:X — X es transitiva.
(2) Eo(f) : Fu(X) = Fn(X) es transitiva.
Se sigue que (2) implica (1) y (1) no implica (2).

Demostracion.

(2)=(1) Supongamos que F,,(f) es transitiva. Por el Teorema f es débilmente mezcladora. Asi, por
la Observacion [4.1.3] se sabe que f es transitiva.

Por otra parte, consideremos la funcién rotacién irracional (Definicién . Por la Proposicién
se tiene que f es transitiva. Ademés, por la Proposiciéon [£.2.24] f es una isometria. Luego, por el Teorema
5.3.3) F,,(f) no es transitiva. O

Lema 5.3.5. Sean X un continuo,n € Ny f: X — X una funcién continua. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

(1) El conjunto Per(f) es denso en X.
(2) El conjunto Per(F,(f)) es denso en F,(X).

Demostracion.
(1)=(2) Supongamos que Per(f) es denso en X. Veamos que Per(F,(f)) es denso en F,(X), es decir,
veamos que para todo A € F,(X) y para todo € > 0, B(e, A)N Per(F,(f)) # 0. Sean A = {x1,...,xp} €
Fn(X) conm < nye>0.Dado que Per(f) es denso en X, para cadai € {1,...,m}, B(e,z;)NPer(f) #
(). Para cada i € {1,...,m}, sea p; € B(e, ;) N Per(f). Dado que p; € Per(f), para cadai € {1,...,m},
existe N; € Ntal que fVi(p;) = p;. Sea N = Ny, - -- , N,,,. Note que por la Observacién N (pi) = ps,
para cada i € {1,...,m}. Sea B = {p1,...,pm}. Observe que (F,(f))N(B) = {fN(p1),..., f[N(pm)} =
{p1,...,pm}. Asi, B € Per(F,(f)). Como p; € B(e,x;), para cada i € {1,...,m}, se tiene que B €
B(e, A). Entonces B(e, A) N Per(F,(f)) # 0.
(2)=-(1) Reciprocamente, supongamos que Per(F,(f)) es denso en F,,(X). Veamos que Per(f) es denso
en X, es decir, para todo x € X y para todo € > 0, B(e,z) N Per(f) # (. Sean z € X y € > 0.
Note que {z} € F,,(X). Dado que Per(F,(f)) es denso en F,,(X), B(¢,{z}) N Per(F,(f)) # 0. Sea A €
B(e, {z})NPer(F,(f)). Dado que A € B(e, {z}), se sigue que H(A, {z}) < . Luego, por el Teorema[L.6.9]
se tiene que A C N (e, {z}). Asi, por el Teorema[l.6.8] A C B(e, z). Por otra parte, como A € Per(F,(f))
existe k € N tal que (F,,(f))¥(A) = A. Note que f¥|4 : A — A es una permutacién de los elementos de A.
Dado que A € F,,(X), se tiene que A es finito. Asi, como la permutacién de un conjunto finito tiene orden
finito, existe m € N tal que (f*)™|4 = I4. Luego, A C Per(f). En consecuencia, B(e,z) N Per(f) # 0.
O

Teorema 5.3.6. Sean X un continuo,n € Nconn > 2y f: X — X una funcién continua. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(1) f es cadtica y débilmente mezcladora.

(2) Fo(f): Fn(X) = Fu(X) es cadtica.
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Demostracion.

(1)=(2) Supongamos que f es cadtica y débilmente mezcladora. Dado que f es caética, Per(f) es denso
en X. Asi, por el Lema [5.3.5, Per(F,(f)) es denso en F,(X). Por otro lado, dado que f es débilmente
mezcladora, por el Teoremam F,(f) es transitiva. Asi, F},(f) es cadtica.

(2)=(1) Reciprocamente, supongamos que F,,(f) es cadtica. Dado que F,,(f) es caética, Per(F,(f)) es
denso en F,,(X). Asi, por el Lema[5.3.5, Per(f) es denso en X. Por otro lado, como F,,(f) es cadtica, se
sigue que F,,(f) es transitiva. Por el Teorema f es débilmente mezcladora. Asi, por la Observacién
[413] se sabe que f es transitiva. En conclusion, f es cadtica y débilmente mezcladora. O

Teorema 5.3.7. Sean X un continuo, n € N, f : X — X una funcién continua y A € F,(X). Se sigue
que A es punto periddico en F,(f) si y sélo si p punto es periddico en f, para cada p € A.

Demostracién.

Supongamos que A es punto periédico en F,,(f). Veamos que p es punto periddico en f, para cada p € A.
Es decir, veamos que existe N € N tal que f¥(p) = p, paracadap € A. Sea A = {a1,a2,...,an} € Fn(X)
con m < n. Dado que A es periédico en F,(f), existe k € N tal que (F,(f))*(A) = A. Note que por la
Observacién para todo a € N se tiene que (F,(f))**(A) = A. Observe que (F,,(f))**(A) es una
permutacién del conjunto A. Dado que A € F,(X), se tiene que A es finito. Asi, como la permutacién
de un conjunto finito tiene orden finito, existen ki,ko € N con ki < ko, tales que f’“1|A = f’“Q\A. Es
decir, f**(a1) = f**(ar), f** (az) = f**(a2), ..., [ (am) = [ (am). Ast, f7oF1 0 foFi(a;) =
foko fokz(q;) = fk2=k)e(q;) = q;, para cada i € {1,...,m}. Sea N = (kg — k1)a. Asf, fN(a;) = a;
para cada i € {1,...,m}.

Reciprocamente, supongamos que p es periédico en f, para cada p € A. Veamos que A es peridédico de
F,.(f), es decir, veamos que existe N € N tal que (F,(f))N(A) = A. Sea A = {ay,as,...,a,}, con cada

a; periédico de f y m < n. Dado que a; es periédico en f, para cada i € {1,...,m}, existe N; € N tal
que fNi(a;) = a;. Sea N = Ny --- N,,. Note que por la Observacién [2.1.18] se tiene que fV(a;) = a;, para
cada i € {1,...,m}. Asf, (F,(f))N(A) = {fN(a1),..., N(am)} = {a1,...,am} = A. O

Como consecuencia inmediata de los Teoremas [4.1.10]y se tiene el siguiente corolario.

Corolario 5.3.8. Sean X un continuo,n € Ny f: X — X una funcién continua. Si f es exacta, entonces
Fo(f) : Fu(X) = Fr(X) es mezcladora.

Teorema 5.3.9. Sean X un continuo,n € Ny f: X — X una funcién continua. Si f es exacta, entonces
Fo(f) : Fru(X) = Fn(X) es transitiva.

Demostracion.

Supongamos que f es exacta y veamos que F,(f) es transitiva. Sean U,V € 7,. Por el Teorema
existen n abiertos Uy,...,U, y n abiertos Vi,...,V, subconjuntos de X, tales que (Uy,...,U,)p C U
y (Vi,...,Vo)n C V. Para probar que F,(f) es transitiva, basta verificar que existe k € N tal que
Fo(H)F(Ury .., Up)n) N {Vh, ..., Vi) # 0. Dado que f es exacta, para cada i € {1,...,n}, existe k; € N
tal que f*(U;) = X. Asi, f*(U;) N'V; # 0, para cada i € {1,...,n}. Como f es exacta, por el Teorema
se sabe que f es mezcladora. Asi, f™i(U;) N'V; # ), para cada m; > k; con i € {1,...,n}. Sea
k = max{ky,...,kn}. Note que f*(U;) NV; # 0, para cada i € {1,...,n}. Dado que f*(U;)NV; #
0, sea z; € U; tal que f¥(z;) € V;, para cada i € {1,...,n}. De aqui {z1,...,2,} € (U1,...,Up)n
v Fu(£)F{xe, - 2n}) € Vi, oo, Vidne Asty, B (£)F((Ur, .-, Undn) N (Vi .o, Vi) # 0. Por lo tanto,
Fu(F)F@) 0V £ 0. 0

En el siguiente teorema se estudia la relacién que existe entre f exacta y F,,(f) exacta.

Teorema 5.3.10. Sean X un continuo, n € Ny f : X — X una funciéon continua. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:
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(1) f: X — X es exacta.
(2) Fo(f) : Fu(X) = Fn(X) es exacta.

Demostracién.

(1)=(2) Supongamos que f es exacta y probemos que F,(f) es exacta. Sea U un abierto no vacio de
Fn(X). Sea U = {a1,aq,...,ar} € U. Asi, existe € > 0 tal que B(e,U) C U. Si k < n, considere a; = a,
para cada i € {k + 1,...,n}. Por otro lado, para cada i € {1,...,n}, sea U; = B(e,a;). Dado que f es
exacta y por la Proposicién para cada i € {1,...,n}, existe m; € N tal que f*(U;) = X para cada
k > m;. Sea m = max{ma,...,my}. Observemos que f™(U;) = X, para cada i € {1,...,n}. Veamos que
F.(f)™U) = F.(X). Basta mostrar que F,,(X) C F,(f)™(U). Sea V = {by,...,b;} un abierto no vacio
de F,,(X). Sil < n, considere b; = b;, para cadai € {I{+1,...,n}. Veamos que V € F,(f)™(U), es decir,
existe C' € U tal que F,,(f)™(C) = V. Note que para cada i € {1,...,n}, b; € f™(U;). Asi, para cada
i €{1,...,n}, existe ¢; € U; tal que f™(¢;) = b;. Sea C' = {c1,...,cn}. Observe que F,(f)™(C) =V y
HU,C)<e Asi, CelUy Ve F,(f)™(U).

(2)=(1) Reciprocamente, supongamos que F,(f) es exacta. Probemos que f es exacta, es decir, para
todo U abierto no vacio de X existe m € N tal que f™(U) = X. Sea U un abierto no vacio de X. Observe
que (U),, es un subconjunto abierto no vacio de F,(X). Dado que F,(f) es exacta, existe m € N tal que
F.()™((U)y) = Fu(X). Sea z € X. Note que {z} € F,,(X). Dado que F,,(f)"((U),) = Fn(X), existe
A e (U), tal que F,(f)™(A) = {z}. Sea a € A. Asi, f(a) =x y a € U. Dada la arbitrariedad de z, se
sigue que f™(U) = X. O

Teorema 5.3.11. Sean X un continuo, n € Ny f : X — X una funcién continua. Considere las
siguientes propiedades:

(1) f:X — X es totalmente transitiva.
(2) Fo(f) : Fu(X) = Fr(X) es totalmente transitiva.
Se sigue que (2) implica (1) y (1) no implica (2).

Demostracion.

(2)=-(1) Supongamos que F,(f) es totalmente transitiva. Veamos que f es totalmente transitiva. Sean
Uy V abiertos en X y s € N. Note que (U),, (V) € 7,. Dado que F,(f) es totalmente transitiva,
existe k € N tal que (F,(f)*)*((U)n) N (V) # 0. Dado que (F,(f)*)*((U)n) N (V) # 0, sea A €
(Fu(£))E(UY) N (V). Como A € (F,(f)*)*((U)y,), existe B € (U),, tal que (F,(f)*)*(B) = A. Note
que (F,(f)*)*(B) = (f*)¥(B) = A. Por otro lado, como A € (V),, y B € (U),, se sigue que A C V' y
B C U. Ast, (f*)*(B)NV # ). Dado que B C U, se tiene que (f*)*(U)NV # (). Dado que f* es transitiva
para cada s € N| se sigue que f es totalmente transitiva.

Por otra parte, consideremos la funcién rotacién irracional (Definicién . Por la Proposicién
se tiene que f es totalmente transitiva. Ademaés, por la Proposicién f es una isometria. Luego,
por el Teorema F,(f) no es transitiva. Por el Diagrama de la Figura concluimos que F,(f) no
es totalmente transitiva. O

Teorema 5.3.12. Sean X un continuo, n € Ny f : X — X una funcién continua. Considere las
siguientes propiedades:

(1) f:X — X es fuertemente transitiva.
(2) Fo(f) : Fu(X) = Fn(X) es fuertemente transitiva.

Se sigue que (2) implica (1) y (1) no implica (2).
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Demostracion.

(2)=(1) Supongamos que F,(f) es fuertemente transitiva. Sea U un abierto en X. Veamos que f es
fuertemente transitiva, es decir, existe o € N tal que X = [J;_, f*(U). Note que (U),, € 7,,. Dado que
F,,(f) es fuertemente transitiva, existe s € N tal que F,,(X) = Uj_o Fu(f)*((U)n). Sea a = s. Veamos que
X C Up—o f*¥(U). En efecto, sea x € X. Observe que {z} € F,,(X). Luego, {z} € Up_o Fn(£)*((U)n). Asi,
exister € Ntal que r € {0,...,s} y {z} € F,(f)"((U)y). Como {z} € F,,(f)"((U)y), existe B € (U),, tal
que F,(f)"(B) = f"(B) = {z}. Dado que B € (U),, se sigue que B C U. Asi, {z} = f"(B) C f"(U) C
Ui—o f*(U). Dada la arbitrariedad de z se concluye que X C |J;_, f*(U). Por lo tanto, f es fuertemente
transitiva.

Por otra parte, consideremos la funcién rotacién irracional (Definicién . Por la Proposicién
se tiene que f es fuertemente transitiva. Ademads, por la Proposicién f es una isometria. Luego,
por el Teorema F,.(f) no es transitiva. Por el Diagrama de la Figura concluimos que F,(f) no
es fuertemente transitiva. O

Teorema 5.3.13. Sean X un continuo, n € Ny f : X — X una funcién continua. Considere las
siguientes propiedades:

(1) f:X — X es minimal.
(2) Fo(f): Fn(X) = Fn(X) es minimal.
Se sigue que (2) implica (1) y (1) no implica (2).

Demostracion.

(2)=(1) Supongamos que F,(f) es minimal. Veamos que f es minimal, es decir, veamos que para todo
x € X se tiene que O(z, f) = X. Sean x € X y U un abierto en X. Basta mostrar que U N O(z, f) # 0.
Note que {z} € F,o(X) y (U), es un abierto en F,(X). Dado que F,(f) es minimal, se sigue que
(U, NO{z}, Fr(f)) #0.Sea A € (U),NO({x}, Fr.(f)). Asi, A € (U),, de donde se sigue que A C U. Por
otro lado, A € O({z}, F,(f)). Luego A = F,,(f)"({z}) = {f™(x)}, para algin m € N. En consecuencia,
A= {f"(z)}. De esta manera, f™(z) € A C U. Asi, f™(z) € UNO(z, f). Por lo tanto, U NO(x, f) # 0.
Por otra parte, consideremos la funcién rotacién irracional (Definicién . Por la Proposicién
se tiene que f es minimal. Ademds, por la Proposiciéon f es una isometria. Luego, por el Teorema
5.3.3] F,,(f) no es transitiva. Por el Diagrama de la Figura[d.1] concluimos que F,(f) no es minimal. [

5.4. Sensibilidad a las condiciones iniciales

En esta seccién estudiaremos a las funciones con dependencia sensitiva a las condiciones iniciales.

Definicién 5.4.1. Sean (X,dx) v (Y,dy) continuos y f : X — Y una funcién continua. Se dice que f
tiene dependencia sensitiva a las condiciones iniciales (dsci) si existe ¢ € RT tal que para todo z € X y
para todo abierto U en X con x € U, existen y € U y k € N tales que dy (f*(x), f*(y)) > c. En tal caso,
decimos que ¢ es una constante de sensitividad para f.

Un caso particular es cuando X =Y = I, donde I un intervalo en R. Tenemos:

Observacion 5.4.2. Sean I un intervalo en Ry f : I — I una funcién continua en I. Se dice que f tiene
dependencia sensitiva a las condiciones iniciales (dsci) si existe € > 0 tal que para todo x € I y para todo
§ >0, existen y € (x — 5,2+ ) NI y k € N tales que |f*(x), f¥(y)| > e

De la Definicion [2.1.21] se tiene la siguiente observacién:

Observacién 5.4.3. Sean X un continuo, n € Ny f: X — X una funcién. Si (X, f) tiene dependencia
sensitiva a las condiciones iniciales, entonces no tiene puntos periddicos atractores.
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Ejemplo 5.4.4. La funcién Tienda T : [0, 1] — [0, 1] es sensitiva a las condiciones iniciales en el intervalo
[0,1]. En efecto, consideremos € = 1. Sean x € [0,1] y § > 0 tal que (z — 8,2+ 6) C [0, 1]. Por el Corolario
existe n € N tal que T"((z —d,z+0)) = [0, 1]. De donde, se sigue que existen x1,z2 € (z—6,z+06)
tales que T™(x1) = 0y T"(x2) = 1. Observemos que

L= T"(21) = T"(w2)| < |T"(21) = T ()| + |T" (2) — T" (x2)]-
De aqui, se tiene que |T"(x1) — T™(z)| > % 6 [T (x) — T™(xq)| > %

Teorema 5.4.5. Sean (X, d) un continuo, n € Ny f: X — X una funcién continua. Si F,,(f) tiene dsci,
entonces f tiene dsci.

Demostracién.

Supongamos que F,(f) tiene dsci. Asi, existe ¢ € RT tal que c es una constante de sensitividad para F,,(f).
Veamos que c¢ es una constante de sensitividad para f. Sean x € X y U un abierto en X tales que x € U.
Notemos que {z} € F,,(X) y (U), es un abierto en F,,(X) tal que {z} € (U),,. Como ¢ es una constante
de sensitividad para F,(f), existe A € (U),, y existe k € N tal que H((F.(f)*({x}), (F.(f)*(4)) > c.
Pongamos A = {a1,as,...,a;} para k < n. Notemos que a; € U para cada j € {1,2,...,n}.

Veamos que existe j € {1,2,...,n} tal que d(f*(x), f¥(a;)) > c. En efecto, supongamos que para todo
i€{1,2,...,n} secumple que d(f*(x), f*(a;)) < c. Ast, {f*¥(x)} C N(c, f¥(A))y fX(A) C N(c, {f*(z)}).
Luego, por el Teorema se sabe que H({f*(x)}, f¥(A)) < c. Lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, existe algin j € {1,2,...,n} tal que d(f*(z), f*(a;)) > c. O

Teorema 5.4.6. Sean (X,d) un continuo y f : X — X una funcién continua. Si f tiene dsci, entonces
Fy(f) : Fo(X) — Fa(X) tiene dsci.

Demostracién.

Supongamos que f tiene dsci. Asi, existe ¢ € RT tal que ¢ es una constante de sensitividad para f. Veamos
que § es una constante de sensitividad para Fp(f). Sean A € F,(X) y € > 0. Pongamos A = {a1,az}.
Notemos que a; € X. Dado que ¢ es una constante de sensitividad para f, existen y € B(e,a1) y
k € N tales que d(f*(y), f*(a1)) > c. Sea B = {y,as}. Observemos que B € F»(X). Probemos que
H((Fo(f)*(A), (Fo(f))*(B)) = §. En efecto, supongamos que H((Fa(f))*(A), (F2(f))*(B)) < §. Por el
Teorema [[.6.9} se concluye que (F3(f))*(B) € N(5, (Fa(£)F(A4) ¥ (Fa(f)F(A) C N, (F(f)H(B)).
En particular tenemos que {f*(y), f*(a2)} € N(%,{f*(a1), f*(az2)}). Por el Teorema se sabe que
{f¥w), f¥(a2)} € B(%, f*(a1)) U B(%, f*(az)). Teniendo en cuenta que d(f*(y), f*(a1)) > ¢, se tiene
que fF(y) € B(%,f’“(ag)), es decir, d(f*(y), f*(as)) < 5. Por la desigualdad triangular se sabe que
d(f*(ar), f5(y)) < d(f*(ar), f*(az))+d(f*(az), f*(y)). De aqui, d(f*(a1), f*(az)) > §. Con esto tenemos
que f*(a1) ¢ B(, fF(a2)) U B(S, f¥(y)). Por el Teorema se sabe que f*(a1) ¢ N(%, f¥(B)). De
aqui, f*(A) € N(%, f¥(B)). Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, H((F2(f))"(A), (F2(f))*(B)) > 5.
Por otro lado, notemos que B C N(¢,A) y A C N(e, B). Asi, por el Teorema H(A,B) < e. En
consecuencia, B € B(e, A). Por lo tanto, § es una constante de sensitividad para Fa(f). O

La siguiente tabla nos brinda un resumen de los resultados obtenidos en las Secciones [5.3]y sobre
la relacién que existe entre las siguientes proposiciones:

(1) feM.
(2) Fulf) e M.
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M (1) = (2 (2) = (1) | Resultado

Exacta Si Si Teorema [5.3.10
Mezcladora Si Si Teorema [5.3.1
Débilmente mezcladora | Si Si Teorema [5.3.2
Caotica No Si Teorema [5.3.6
Transitiva No Si Teorema [5.3.4
Totalmente transitiva No Si Teorema [5.3.11
Fuertemente transitiva | No Si Teorema [5.3.12
Minimal No Si Teorema [5.3.13

dsci Fol(f) e M | SE Teoremas [5.4.6| y [5.4.5

Tabla 5.1: Tabla de las relaciones entre f y F,(f) .




Conclusiones

El tema que se ha desarrollado y que conforma esta tesis, se encuentra dentro de las areas de la
matematica conocidas como sistemas dindmicos discretos y topologia, lo que se conoce como dindmica
topoldgica. El objetivo principal fue estudiar algunos sistemas dindmicos discretos: exactos, mezclantes,
transitivos, minimales, cadticos, entre otros; analizando la dindmica puntual y su relacién con la dindmica
colectiva. A continuacion, a manera de conclusiones, se describen los resultados y beneficios obtenidos al
lograr las metas y objetivos planteados en el proyecto de tesis.

En el Capitulo 1, se analizaron y expusieron notaciones, definiciones y resultados en espacios métricos,
que fundamentan y soportan el resto del trabajo. Con tal revisién exhaustiva, se reafirmaron nociones
que son bésicas en esta y otras areas de la matematica. Cabe senalar que varias de las demostraciones
de los resultados que se estudiaron, por ser muy conocidas en el drea, no se presentaron, sin embargo,
oportunamente se incluyeron referencias a consideracién del lector.

El Capitulo 2, fue dedicado para realizar una introducciéon a los sistemas dinamicos discretos, se
analizaron conceptos tales como: érbitas, puntos fijos, puntos periédicos, puntos fijos atractores, puntos
fijos repulsores, entre otros. Se puso especial interés en los sistemas dindmicos discretos unidimensionales,
proporcionando ejemplos y estudiando el comportamiento cualitativo mediante diagramas de Cobweb.
También, se estudiaron resultados que son ttiles para saber cuando una funcién tiene puntos fijos y cémo
poder clasificarlos en repulsores, atractores o neutros. Ademaés, parte de este capitulo, estuvo dedicado a
estudiar las funciones Tienda, Cuadratica y Logistica, que determinan sistemas dindmicos discretos con
propiedades relevantes en esta drea. Finalmente, se inicia con la clasificacién de dos sistemas dindmicos
discretos, los clasicos de la dinamica topoldgica: los transitivos y los cadticos. Esta parte del trabajo
fue fundamental para adentrarse, entender y formalizar nociones y resultados en los sistemas dinamicos
discretos y, en particular, de la dinamica topolégica.

Después de estudiar nociones y resultados en los capitulos previos y tener herramientas suficientes,
en el Capitulo 3, se analizaron algunos problemas relacionados con el crecimiento de poblaciones que se
pueden modelar mediante sistemas dindmicos discretos, especificamente, se estudié: el Modelo de Malthus,
modelos con crecimiento restringido (Logistico, de Beverton y de Ricker) y algunos modelos lineales. Cabe
senalar que estos modelos son conocidos, sin embargo, el aporte que se realizé consiste en la deduccién y
formalizacién matematica con la cual son presentados en este trabajo.

Por lo general en matematicas, una vez que se definen objetos o estructuras, lo siguiente es clasificarlos
con el objetivo de facilitar su estudio. En este sentido, en el Capitulo 4, se estudian clases de funciones
que determinan tipos de sistemas dindmicos discretos. Las clases de funciones que se estudiaron son:
exactas, mezclantes, débilmente mezclantes, transitivas, totalmente transitivas, fuertemente transitivas,
minimales, cadticas e irreducibles. Es de destacar que algunas de estas clases de funciones no son muy
conocidas en la literatura de los sistemas dinamicos discretos. En este capitulo, ademas de estudiar algunas
de las propiedades de estas clases de funciones, se analiza la relaciéon que existe entre cada una de estas
clases, en el sentido de inclusién, y se proporcionan ejemplos. También se estudian con especial interés
la conjugacion topoldgica. Es importante mencionar, que hasta donde sabemos, no existe en la literatura
un estudio similar al que se realiza en esta parte del trabajo, y la mayoria de las demostraciones de tales
resultados son propias.

En el Capitulo 5, se estudié la relacién que existe entre la dindmica puntual y la dindmica colectiva.
Para lo cual se analiza el siguiente problema: Sea M alguna de las siguientes clases de funciones: tran-
sitivas, mezcladoras, débilmente mezcladoras, totalmente transitivas, fuertemente transitivas, minimales,
irreducibles, sensibles a las condiciones iniciales, cadticas o semi-abiertas. Encontramos la relaciéon que
existe entre las dos proposiciones siguientes:

83
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a) feM,
b) F.(f) € M.

Las conclusiones del andlisis de este problema se encuentran en la Tabla Por ultimo, se estudia la
conjugacion topoldgica de funciones inducidas. Es de destacar que en esta parte del trabajo también se
realizaron algunas demostraciones propias de los resultados que se analizaron.

En general, esperamos que esta tesis sirva como guia a todo aquel que quiera iniciarse en el estudio y
la investigacion referente a sistemas dinamicos discretos y esté interesado analizar la relacién que existe
entre la dindmica puntual y la dindmica colectiva.
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