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Capitulo 1

Marco de referencia.

1.1 Introduccion.

Desde su primera aparicién [1, 2], las representaciones explicitas de funciones lineales a
tramos (PWL por sus siglas en inglés) han sido ampliamente utilizadas en areas de la
electronica, tales como lo son el modelado de dispositivos eléctricos y el analisis de circuitos
eléctricos no-lineales [3,4]. Un ejemplo tradicional de su aplicacién [5] es el modelado del
comportamiento del diodo. En la Figura 1.1a se aprecia el diagrama de un diodo en
polarizacion directa, es decir, que la diferencia de potencial aplicada al diodo produce una
corriente, la cual va del anodo al catodo de este. En la Figura 1.1b se pueden ver tres
curvas que modelan el comportamiento de la corriente que circula a través del diodo en
relacién con la diferencia de potencial o voltaje v entre sus terminales: la primera curva se
ajusta al comportamiento de un diodo ideal, se puede ver que esta es una recta vertical,
esto significa que a partir del punto en el que el diodo es polarizado directamente es tratado
como un circuito cerrado (o un corto circuito), sin embargo esto no ocurre en un diodo
real; la segunda curva estd dada por el modelo de Shockley,

1= 1 (6”/“ — 1),

donde I, es una constante en el orden de los microamperes, llamada corriente de saturacién
inversa, el pardmetro v, = kT'/q es llamado voltaje térmico y es directamente proporcional
a la temperatura T', dada en grados K, k es la constante de Boltzmann y ¢ es la carga de un
electron; la tercer curva es una aproximacion por una funcion PWL al modelo de Shockley.
Como se puede apreciar en las curvas dadas por el modelo de Shockley y la aproximacién
PWL, la corriente que circula a través del diodo empieza a crecer abruptamente a partir
de un punto llamado voltaje de disparo (threshold voltage), este incrementa en relacion
al incremento en el voltaje aplicado a sus terminales. La primer ventaja que se puede
observar que tiene el modelo PWL sobre el modelo de Shockley radica en su capacidad de
representacion, en este ejemplo el ”punto de quiebre” es colocado en el voltaje de disparo,
sin embargo, este puede variar tanto en su posicién como en la cantidad de puntos de
quiebre que se anaden a la curva, de tal forma que pueda tener un mejor ajuste a la
curva de un diodo real, ya sea anadiendo una mayor cantidad de segmentos o cambiando
el valor de la funcién en los puntos de quiebre. Asi, la complejidad del modelo PWL se
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encuentra dada en funcién de la precisién que se desea alcanzar. Ahora suponga que se

]

~

1

— |— PWL- - Shockley — Ideal|
(a) (b)
Figura 1.1: (a) Diagrama eléctrico de un diodo polarizado por una diferencia de poten-

cial v, en el cual circula una corriente i. (b) Curva voltaje-corriente de un diodo usando
un modelo PWL; el modelo Shockley y curva caracteristica de un diodo ideal.

quiere representar el comportamiento de un dispositivo no-lineal formado por un arreglo en
serie de una resistencia, una fuente de voltaje en corriente directa (DC) y un diodo ideal,
como en la Figura 1.2a. Retomando la idea del comportamiento de un diodo ideal, el cual
se considera como un corto circuito cuando la diferencia de potencial entre sus terminales
es mayor que 0, el anadir una fuente de voltaje mueve el valor del voltaje de disparo al
valor de F, es decir, por el diodo empezara a circular corriente cuando v > F, ademaés, la
resistencia en este arreglo tiene el efecto de modificar la curva de corriente-voltaje al aplicar
v entre las terminales del dispositivo, este efecto se observa graficamente en la Figura 1.2b,
donde a diferencia del comportamiento de un diodo ideal, este dispositivo presenta una
recta con una pendiente G = 1/R, R > 0, cuando v supera el voltaje de disparo dado por
E. A este dispositivo se le llama resistencia convexa y su comportamiento es modelado por
una funcion PWL. Ahora veamos un arreglo en paralelo formado por resistencias convexas,
una resistencia y una fuente de corriente directa, al cual se le aplica un voltaje v entre
sus terminales como en la Figura 1.3a. En la Figura 1.3b se ven en la misma grafica las
curvas voltaje-corriente de cada rama en el circuito, donde, por leyes de Ohm, estas estan
dadas por:

io = G()U,

i1 =5G1[[v = Ei| + (v = Ev)],

iz = 3Gy [Jv — Eo| + (v — E»)],

ademas, I es un valor que no varia con respecto a v. Por leyes de Kirchhoff de corriente,
la suma de todas las corrientes que pasan por un nodo es igual a cero, entonces

1 1 1 1 1
1 =—1— §(G1E1—|—G2E2)—|— <G0—|—§G1 + 502) U+ §G1 |U—E1’ +§G2 ’U-Eg'.



1.1. INTRODUCCION.

(a) (b)

Figura 1.2: (a) Diagrama eléctrico de una resistencia convexa polarizada por una dife-
rencia de potencial v, por la cual circula una corriente i. (b) Curva voltaje-corriente de
una resistencia convexa.

+CQ.
l

all  al] il

A T

G
(b) ()

Figura 1.3: (a) Diagrama eléctrico de un arreglo en paralelo de resistencias convexas
mas una fuente de corriente y una resistencia. (b) Curvas voltaje-corriente de cada
rama del circuito. (c¢) Curva voltaje-corriente del circuito.
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Por lo que las pendientes en la Figura 1.3c estan dadas por

Ga:G07
Gy = Go + G,
GCZG0+G1+G2.

De los ejemplos anteriores, se pueden senalar las principales motivaciones para el uso
de funciones PWL, las cuales son [6]:

e Tomar ventaja de técnicas establecidas para el andlisis simbdlico, numérico y grafico
de funciones que localmente son lineales o afines.

e Poseen una menor complejidad que otros modelos de representacion no-lineal.
e Pueden ser eficientemente implementados en modelos computacionales.

e Poseen propiedades de aproximacion universal, esto significa que cualquier compor-
tamiento no-lineal, inclusive en funciones multivariables, puede ser aproximado por
una funcién lineal a tramos con una precisién arbitraria, la cual se alcanza al refinar
la particién del dominio en regiones mas pequenas.

Es por esto que el uso de estos modelos se ha extendido a otras areas del conocimiento
como lo son: el procesamiento de imdgenes [7,8], el estudio en sistemas de control predictivo
9, 10], ingenieria quimica [11], nuevas aplicaciones en el disenio de circuitos y sistemas
electrénicos [12,13], implementaciones en redes neuronales [14], modelado de superficies
tridimensionales [15], entre otros.

Al esquema de construccién de funciones PWL basado en sumatorias de funciones de
valor absoluto, abordado en el ejemplo del arreglo en paralelo de resistencias convexas,
se le llama representaciéon candnica lineal a tramos (CPWL por sus siglas en inglés) y
fue el primer esquema de representacion global para funciones PWL. Las limitaciones que
este esquema presenta se encuentran relacionadas con la propiedad de variaciéon consis-
tente [16]. Para superar esta problemadtica, en [17] se propuso una representacién basada
en la anidacién de funciones CPWL, llamada canénica lineal a tramos de alto nivel (HL-
CPWL por sus siglas en inglés). En [18] se prueba que cualquier funcién PWL tiene una
representacion HL-CPWL, sin embargo, esta demostracion es puramente tedrica, por lo
que no provee de una metodologia constructiva. En [19] se presenta un esquema de cons-
truccion de representaciones HL-CPWL de funciones PWL con una particiéon formada por
una interseccién de degeneracién minima [20]. Sin embargo, como se sehala en [21], el
uso de particiones muy generales dificulta la obtencién de una representacion, debido a
que para cada particion se debe revisar la propiedad de variacion consistente si es que se
quiere obtener una representacion CPWL, o verificar la propiedad de interseccién de de-
generacién minima, si es que se quiere obtener una representacion HL-CPWL. Para evitar
estos inconvenientes, en [22] se propone una particion ortogonal, simplicial, igualmente
distribuida del dominio de las funciones PWL, de tal manera que sea posible obtener una
representacion HL-CPWL. Hasta este momento este esquema de construccién ha sido el
estandar usado en la mayoria de las aplicaciones donde se implementa una representacién
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HL-CPWL. Sin embargo, este esquema es rigido debido a la ortogonolidad y espaciamiento
uniforme requerido en la particion.

1.2 Definicion del problema.

Desarrollar un esquema de construccién de funciones lineales a tramos con una particiéon
simplicial que no sea necesariamente uniformemente distribuida [22] es un problema que se
ha abordado recientemente [21,23], sin embargo, la propuesta de los autores no consigue
superar del todo esta problematica, pues su construccién atin propone particiones simpli-
ciales rigidas, es decir, particiones lineales a base de unicamente hiperplanos paralelos y
ortogonales entre si, ademas que sus pruebas se realizan inicamente para particiones de
funciones PWL que van de R? a R.

1.3 Justificacion.

1.3.1 Pertinencia.

En la literatura se han establecido diversas particiones lineales para la definicién de fun-
ciones PWL. Hasta ahora las mas convenientes por sus capacidades de representacion
sugieren un mallado regular [21-23] a base de tridngulos (simplices) que cubren el do-
minio, sin embargo, estos esquemas son rigidos al tratarse de esquemas basados en mallas
ortogonales uniformemente distribuidas, sin considerar las caracteristicas de los datos o
las superficies a las que se pretenden ajustar.

Con este trabajo se extiende la capacidad que tiene la representacion canodnica lineal
a tramos de alto nivel de describir el comportamiento de funciones lineales a tramos,
manteniendo ventajas computacionales dadas por la literatura [22], tales como el nimero
de parametros utilizados y el cdlculo de coeficientes de dicha representacién.

1.3.2 Relevancia.

Con la finalidad de mejorar los esquemas de construccién de funciones lineales a tramos,
y sus cualidades de aproximaciéon al modelar el comportamiento de una nube de pun-
tos, el proporcionar una metodologia que permita construir expresiones candnicas lineales
a tramos con diferentes particiones lineales puede ayudar a establecer, entre todas sus
variantes, la que mejor se ajuste a las necesidades del entorno en el que se aplique el
modelo. M4és ain, permitiria desarrollar un algoritmo que genere funciones HL-CPWL
bajo diversas particiones lineales con un menor costo computacional (tiempo de cémputo
y memoria).

Con esto como principal motivacion, el trabajo a desarrollar buscard proponer un
método que facilite la construccion de funciones lineales a tramos mejorando el desempeno
y ampliando el ambito de aplicacién de técnicas existentes, asi como encontrar la forma
canonica de una funcion PWL que aproxime mejor a un conjunto de datos, definida sobre
particiones menos restrictivas.
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1.4 Hipobtesis.

A partir de los métodos existentes para la construccién de funciones lineales a tramos [21—
23], se puede establecer una metodologia que considere diferentes esquemas de particion,
no necesariamente a base de mallas ortogonales.

1.5 Objetivos.

1.5.1 Objetivo general.

Desarrollar un método y a partir de este un algoritmo que permita construir representa-
ciones candnicas de funciones lineales a tramos que se ajusten a una nube de puntos dada
sobre una malla no ortogonal, usando el menor niimero posible de parametros y el menor
uso de recursos computacionales (tiempo de cémputo y espacio en memoria).

1.5.2 Objetivos particulares.
1. Definir formalmente el dominio de las funciones PWL a representar.
2. Proponer una particién del dominio definido para las funciones PWL a representar.

3. Establecer un método para obtener una base del espacio de funciones lineales a
tramos definidas en el dominio para las funciones PWL a representar, con la particion
propuesta para este dominio.

4. Obtener un método que permita construir una representacion HL-CPWL de fun-
ciones PWL en el espacio de funciones lineales a tramos definidas en el dominio
dado y con particiones mas generales a las existentes en la literatura.

5. Realizar pruebas numéricas del método obtenido.

6. Obtener una representacion HL-CPWL, usando un menor o igual niimero de parame-
tros y recursos computacionales, de funciones PWL con esquemas de particion mas
generales a los esquemas de construccién de representaciones HL-CPWL existentes.

7. Mostrar la aplicacion del esquema de construccion de representaciones PWL desa-
rrollado al ajuste de una superficie.

1.6 Metas.

e Obtener un algoritmo para la construccion de una representacion candnica de las
funciones lineales a tramos con un dominio y particiones mas generales a las dadas
por los métodos de construccién de representaciones HL-CPWL existentes en la
literatura.

e Establecer de manera formal las pruebas que garantizan la efectividad del algoritmo.
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e Mostrar el desempeno de esta nueva propuesta con un ejemplo aplicado al ajuste de
una nube de puntos.

1.7 Limitaciones.

En este trabajo se propone un nuevo esquema de construccion de representaciones candnicas
lineales a tramos de alto nivel con particién simplicial, cuyas intersecciones entre hiper-
planos de su particion formen intersecciones que tengan a lo més la propiedad de degen-
eracién minima, las cuales conserven las ventajas computacionales de reducir el nimero
de parametros para describir el comportamiento de una funcién continua lineal a tramos
en relacion con la representacién estandar, optimizando asi el tiempo del cémputo en la
construccién de dichas representaciones. El problema de encontrar una representacion
canodnica lineal a tramos de alto nivel con particiones mas generales, las cuales tengan
intersecciones con un mayor nimero de hiperplanos comparadas con las que poseen una
interseccién con degeneracion minima sigue siendo un problema abierto.

1.8 Método.

La metodologia implementada para el desarrollo de este trabajo consta de: un estudio
de los resultados principales existentes en la literatura relativos a las funciones lineales
a tramos, donde se hace énfasis en el estudio de las propiedades de variaciéon consis-
tente y degeneracion minima, y la representacion candnica de funciones lineales a tramos
(Capitulo 2); posteriormente, se detalla el esquema de construccién de representaciones
canodnicas lineales a tramos de alto nivel con particiones simpliciales ortogonales igual-
mente distribuidas, esto con la finalidad de comprender y desarrollar un método de cons-
truccién sobre particiones mas generales (Capitulo 3); a partir del desarrollo consecutivo
de la descripcion del dominio, descripcién de una particion cuyas intersecciones posean la
propiedad de degeneracién minima y las cuales sean del mismo orden que la dimensién del
espacio de salida, ordenamiento de vértices en la particién, construccion de un conjunto
generador del espacio de funciones lineales a tramos definidos e interpolacion de funciones
lineales a tramos, se hace un analisis computacional y se desarrolla un algoritmo que per-
mita construir representaciones candnicas lineales a tramos de alto nivel con particiones
més generales a las existentes en la literatura (Capitulo 4); ademads, se describe un método
que permita aprovechar las capacidades de la representacion candnica lineal a tramos de
funciones lineales a tramos con un dominio de dimensién 1, de tal manera que esta pueda
ser usada en la representacion de funciones lineales a tramos con un dominio de dimensién
2 (Capitulo 4); posteriormente, se muestra un ejemplo de ajuste a una nube de puntos en
el cual se propone que para algunos casos se puede dar una funcién con representacion
canodnica lineal a tramos de alto nivel con un esquema de particion simplicial que requiera
un menor nimero de parametros de ajuste en comparacion con las propuestas existentes
en la literatura (Capitulo 5); para finalizar, se da una discusién, la cual incluye conclu-
siones y propuestas de trabajos futuros relacionados a lo abordado a lo largo del trabajo
de investigacion.






Capitulo 2

Marco teorico.

2.1 Funciones lineales a tramos.

A lo largo de esta seccion se abordaran los conceptos necesarios para entender el compor-
tamiento de las funciones lineales a tramos, principalmente aquellos utilizados para lograr
cumplir con los objetivos y metas planteados en este trabajo, estos fueron mencionados y
referenciados en la Introduccién, sin embargo, aqui se desarrollaran con mayor detalle y
usando ejemplos graficos.

2.1.1 Regiones e intersecciones.

Definicién 1. Definimos como hiperplano S a un subconjunto de R" tal que

S={xeR":a’x—3=0}, (2.1)
donde ae R"™ se dice que es un vector normal a S'y § € R.

Definicién 2. Llamaremos particion a una familia finita H de hiperplanos distintos en
R"™.

Ejemplo 1. En la Figura 2.1 se observa una particion H = {57, S5, 53, 5S4} formada por
hiperplanos en R?, donde

Slz{mERzzx1+x2—Z:
Sy={xeR*: 2y —ap+ 1=
Sy ={x € R?: 2y =0},

S4Z{$ER21§ZL‘1+JI2+2:O}.
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%
1

S, !

S3
Sy

Figura 2.1: Ejemplo de particién H en R2.

Un hiperplano es un subconjunto de R™ de dimensiéon n—1. De modo que un hiperplano
en R es un punto en la recta, un hiperplano en R? es una recta en el plano, como se vio
en el ejemplo anterior, y un hiperplano en R? es un plano en el espacio.

Definicién 3. Un hiperplano S determina los semiespacios abiertos St y S(-) definidos
por

S ={zxeR": o’z -3 >0},
S ={zxeR": o’z -3 <0},

y los semiespacios cerrados St y SI=1 dados por

sHi={xeR":a’z -3 >0},
SHi={xeR":a’z -3 <0}.
De la interseccion finita, no vacia, entre semiespacios dados por una particiéon H se
forman poliedros en R".

Definicién 4. Dada una particién finita H = {S;,i € [} y J C I, llamamos region R; a
un conjunto no vacio de la forma

Ry = (ﬂ S§+>> N (ﬂ S§‘>> ,
JjeJ JjeJe

donde J¢ es el complemento de J en I.

Podemos referirnos a una region determinada por H, sin especificar el conjunto J y
representarla por R, simplemente.

Ejemplo 2. Continuando con el ejemplo anterior, si I = {1,2,3,4} v J = {2,3,4}, la
regién IR se forma de la interseccién Sf_) N S§+) N S§+) N Sy), como se ve en la Figura 2.2,

donde

):{wER2:x1+x2—%<O},

S§+):{w€R2:x1—x2+%>O},
)= {z e R?: 2, > 0},

S ={x e R*: 20, + 25 +2>0}.
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Figura 2.2: Ejemplo de regién R en R

Lema 1. Dada una particion H, vemos que:

e Dos regiones distintas R y R, determinadas por H, son ajenas entre st.

o Todo x € R" tal que x no estd en ningun hiperplano de H, pertenece a alguna region
determinada por H.

e Toda region determinada por H es un conjunto convezo.

Prueba. Consideremos una particion H de hiperplanos distintos S;, ¢ € I, y dos subcon-
juntos de indices J,J' C I, J # J'.

Veamos que Ry = (ﬂjej S§+)>ﬂ(ﬂjejc S](_)) +#0yRy = (njeJ’ Sj('+))m<ﬂj€J’c SJ('_)>

# () son regiones ajenas. Suponga que no es asi, y sea x € Ry y @ € Ry. Puesto que
J y J' son distintas, asumamos sin pérdida de generalidad que existe un ¢ € J tal que

i € J'°. Por hipétesis © € (ﬂ S(.+)> N (ﬂ S(._)>, asi, © € Si(ﬂ, pero ademés

jeJ g jeJe i
T € (ﬂjej, Sj(»+)) N (ﬂjej,c S](_)), por lo que « € Si(_), lo cual es una contradiccion, pues

S,L-H) N SZ-(_) = (0. Asi Ry Ry son ajenas entre si.
Ahora probemos que todo & € R™ que no esta en algin hiperplano de H pertenece a
alguna region determinada por H. Vemos primero que, por hipdtesis, « esta ya sea en Si(Jr)

0 en Si(*), para todo ¢ € I. Hacemos J el conjunto de todos los i € I tales que x € SiH),

entonces x € (ﬂjGJ S](-Jr)) N <ﬂj€Jc Sj(f)), por lo que ® € R;.

Sabemos que SZ.(H y SZ»(f), 1 € I, son conjuntos convexos y puesto que R es interseccion
finita de conjuntos convexos, R es un conjunto convexo [24].

Por lo anterior, abusando del lenguaje, se dice que H particiona a R™ en regiones.
Supongamos que H particiona a R" en las regiones R}, i € I, y sea D C R", D # (). Si
para todo i € I, int (R; N D) # (), donde int (R; N D) indica el interior de R;N D, decimos
que H particiona a D en las regiones R; = RN D, i€ I.
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Para los propésitos de esta tesis, supondremos que D es un poliedro convexo. Bajo
esta suposicion, la Observaciéon 1 es valida también para cualquier particion H de D y
para las regiones determinadas por ella en D. En lo subsiguiente este serd el contexto
general para los resultados que se enuncian, siendo D = R™ un caso particular.

Dos regiones son adyacentes si se encuentran separadas por un hiperplano como se
establece en la siguiente definicién [17].

Definicién 5. Dada una particién H, dos regiones R y R’ son llamadas adyacentes si
existe un punto * € R” y un ry > 0, tal que para todo 0 < r < ry la bola abierta con
centro en x y de radio r esta contenida en la unién de las cerraduras de Ry R'.

Dada una particiéon H la cual particiona a R™ en k regiones, senalaremos cada una de
estas regiones con un subindice, de tal manera que R; sera la i-ésima regién dada por H
parai € {1,...,k}.

Ejemplo 3. Sea H = {5}, S»} la particién de R?, donde S} = {x € R?: 2y — 29 =0} ¥
Sy = {x € R?: 11 + 2o = 0}, mostrada en la Figura 2.3; de la definicién 5, vemos que las
regiones R; y R3 no son adyacentes entre s{ ya que no podemos encontrar un punto en R?
para el cual exista un ro > 0 tal que para todo 0 < r < rq la bola abierta con centro en @
y de radio r estd contenida en la unién de las cerraduras de R; y R3, lo mismo ocurre en
las regiones Ry y R4. Sin embargo, la region R; es adyacente a R, puesto que podemos
encontrar un punto, supongamos & = (1 1)T, y un ro > 0, supongamos r = 1/4, para los
cuales para todo 0 < r < r( la bola abierta con centro en ® y de radio r esta contenida en
la unién de las cerraduras de Ry y Ry. De igual forma R; es adyacente a R4 y la regién
R3 es adyacente a Ry v a Ry.

Figura 2.3: Ejemplo de regiones R;, i € {1,...,4}, adyacentes y no adyacentes, entre si,
en R?.

Asi, los hiperplanos de una particion interactian para formar regiones. Por otro lado,
estos mismos hiperplanos se intersectan entre si formando variedades lineales.

Definicién 6. Sea H una particiéon en R™. Un hiperplano S de H, se dice que es una
interseccion de orden 1 y la denotaremos por S). Una variedad lineal de dimensién
(n — k), denotada por S(*) | es una interseccién de orden k si estd dada por la interseccién
de m > 2 variedades lineales de orden (k — 1), es decir
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S® = () S*0. (2.2)

Para evitar confusiones entre las definiciones de hiperplano e interseccion, nos referire-
mos a hiperplano cuando hablemos de intersecciones de orden 1, mientras que hablaremos
de intersecciones siempre que la interseccion sea de orden igual o mayor a 2. Sin embargo,
seguiremos utilizando la misma notacion que se ha utilizado hasta este momento para
referirnos a estos dos tipos de objetos, Uinicamente agregaremos el indice superior para
indicar el orden de la intersecciéon cuando sea necesario. Ademas, se usaran subindices
para enumerar intersecciones de orden mayor.

Ejemplo 4. En la Figura 2.4a vemos que los hiperplanos Sgl), Sél) y 53(,1) se intersectan
entre si formando una interseccion SF) de orden 2. También, en la Figura 2.4b, los
hiperplanos Sg) y Sél) forman la interseccién 5’9); los hiperplanos Sél) y Sél) forman la
interseccién 552), ambas senaladas por lineas punteadas, por ultimo SEZ) y 552) forman la
interseccion S%g).

Figura 2.4: (a) Intersecciones en R? e (b) intersecciones en R3.

2.1.2 Funciones lineales a tramos y representacién estandar.

Definicién 7. Sean D C R" y una particién H. Una funcién f : D — R es lineal a
tramos (PWL) sobre H si y solo si satisface las siguientes condiciones:

e D esta particionado por H en un nimero finito de regiones R;, i € {1,...,k}, tales
que

D:=|JR. (2.3)

donde R; es la cerradura de R; en D.
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e f es localmente representado por expresiones afines

f(x) =J 'z +w;, Yz € R, (2.4)
donde J;€ R" es el vector gradiente de f en R; y w; € R.

e Ademas, f es continua, esto es

J;Fw—l—wi:Jfa:—i—wj, (2.5)
para todo x en la interseccion de la cerradura de dos regiones adyacentes R; y R;,
i,j€{l,....k}.

Ejemplo 5. Sea H una particiéon dada por los hiperplanos

Sy ={x eR?: 2y =0},
Sy ={x e R?: 2y — a9 = 0},
Sy ={x e R*: 2z, =0},
84:{33€R22$1+CL’2:O},

la cual particiona a R? en regiones

Ry =S nsSngitnstt, R5—Sl 'S ns{) nst
Ry S“mS st nstt), RG—Sl >ms sl nst,
Ry = S! )mS NSNSt Ry =5 )mS T nsittns

Ry = S\ >ms§>m5§)m5§*>, Rs = S\ )mS sl n gt

senaladas en la Figura 2.5.

Figura 2.5: Particién H de la funcién PWL f : R? — R del Ejemplo 4.
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La funcién f : R? — R tal que

21‘1—|—$2—|—1 si wEElLJEQ,
Aoy +1x94+1 si x € Rs,
f(z)= 5 o

5;51—%%24-1 si iBGR4UE5,

201+ 1 si ZDEEGUR7UE8.

estd bien definida y es continua. En efecto es PWL. Primero, R? = U§:1 R;, por lo que
se cumple con (2.3). Ahora veamos que sucede en las regiones adyacentes separadas por
cada uno de los hiperplanos.

e Regiones adyacentes separadas por el hiperplano S;: f es continua en R, U Ry;
supongamos zz = 0, entonces, f(x) =221 +22+1 =22+ 1, x € Ry, ademds,
f(x) =22, +1, x € Rs.

e Regiones adyacentes separadas por el hiperplano S;: f es continua en Ri U Ry;
supongamos x; = I, entonces, f (x) = gazl — %xz +1=2x,+1, x € R5, ademas,
f(x) =22, +1, & € Re.

e Regiones adyacentes separadas por el hiperplano S;: f es continua en R¢ U Ry;
supongamos r; = (), entonces, f(zc_) =211+ 22+ 1 =241, ¢ € Ry, ademas,
f(x)=4dz1+a9+1=129+1, ¢ € R3.

e Regiones adyacentes separadas por el hiperplano Sy: f es continua en R; U Ry;
supongamos T, = —, entonces, f (x) = 4x; + 29 + 1 =3z, + 1, * € R3, ademds,
f(a:):gxl—%xg—l—lziﬁxl—i-l,azef_ﬁ.

La condicién de continuidad de una funcién f PWL impone una relaciéon entre los

vectores gradientes de f en regiones adyacentes y el vector normal al hiperplano que las
separa, esta relacién se enuncia en el siguiente lema [17].

Lema 2. Sean f una funcion PWL continua, J; y J; sus vectores gradientes en dos
regiones adyacentes R; y R;, respectivamente, separadas por un hiperplano S y o un
vector normal a S. FEzxiste un unico ¢ € R tal que

Prueba. Por hipétesis f = JIx +w; paratodox € R; y f = J]Ta: +w; para todo € Rj,
ademas, por la condicion de continuidad

JiT:c—l—wi:JjT:B—i—wj, (2.7)

para todo « € S.

Asumamos sin pérdida de generalidad que S contiene al vector 0 (en caso contrario
basta hacer una traslacién de S), por (2.7) tenemos J10 + w; = JJTO + wj, de aqui que
w; = wj, por lo que
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(Jr=JHz=0
)

para todos los puntos en S. De aqui que (JlT — JjT es ortogonal a S, de donde se sigue

la conclusiéon del lema. [ |

Ejemplo 6. Continuando con la funciéon dada en el Ejemplo 5, los vectores gradiente de
f asociados a cada regién en su dominio son:

J=02 1"

J5:(§ —

2

L= 1) L= 1) L=(G )
Jo=(2 0, Jr=(2 0", k=02 0"

)
T
)

N

Ademas, los vectores

=0 1" a=0 -2)", as=(1 0", as=(1 1),

son normales a los hiperplanos 51, ..., Sy, respectivamente.
Por lo que la relacion entre cada par de vectores gradiente de regiones adyacentes con
el vector normal al hiperplano que las separa esta dada por:

Ji—Js=cay, Jy—Ji=cay, J3—Jy=cias, Ji—J3=cioy,
Jy—Js =csaq, Js—Jsg = cean, Jg— Jr=craz, J;— Jg = cgay,

donde

01:—1, CQZO, 63:2, C4:—%, 0520, 06:%, 0720, 6820. (28)

2.1.3 Variacion consistente.

En el Ejemplo 6 se observa que se verifica el Lema 2, pero ain para pares distintos de
regiones adyacentes separadas por un mismo hiperplano, los valores de ¢ no necesariamente
coinciden. Se dice que una funcion PWL que muestra consistentemente esta coincidencia
satisface la condiciéon dada por la siguiente definicién.

Definicién 8. Sea f una funcién continua PWL, se dice que f tiene variacion consistente
si

JR _JRJJ,_ ::JR

J>m,+

— JRj,m,— = Cj&xj, (29)

g1+

donde a; es un vector normal al j-ésimo hiperplano S; en la particion H, Jg., . v Jr;,
son los vectores gradiente de cada i-ésimo par de regiones distintas, adyacentes y separadas

por S, i € {1,...,m}.

Ejemplo 7. Continuando con el Ejemplo 6, vemos que esta funcién no cumple con la
variacién consistente, pues, si nos fijamos en en las regiones adyacentes, separadas por el
hiperplano Si, es decir, los pares de regiones Ry v Rs; v Ry y Rs, de (2.8) vemos que
¢g = —1yes5 =0, por lo que ¢; # ¢5, asi, f no cumple con (2.9).
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Ejemplo 8. Sea f : R? — R la funcién continua PWL con la particién H descrita en el
Ejemplo 3, donde o = (1 —1)T es un vector normal al hiperplano S; y as = (1 1)T es
un vector normal al hiperplano S, y dada por

T, —2r2+4 si x € Ry,

f(w) - —x1+ 2 si x € EQ,
- 3x1+4x, —2 si x € Rs,
511 + 224 si x € Ry.

Los vectores J; asociados a cada regién R;, i € {1,...,4}, son los siguientes:

J=01 -2, h=(-10" H=3 4"y L=06 2"

Por lo que la relacion entre cada par de vectores gradiente de regiones adyacentes con
el vector normal al hiperplano que las separa esta dada por:

Jo—Ji=caq, J3—Jy=cay, J3—Ji=caq, Ji—J = can.

donde

Cc1 — —1, Cy = 1, C3 — —1, Cqy = 1. (210)

Si nos fijamos en la relacion entre las regiones adyacentes, separadas por el hiperplano
S1, es decir, los pares de regiones Ry y Ra; vy Ry y Ry, de (2.10) vemos que ¢; = c3, ademas,
si nos fijamos en la relacion entre las regiones adyacentes, separadas por el hiperplano Sy,
es decir, los pares de regiones Ry y R3;y Ry y Ry, de (2.10) vemos que ¢ = ¢4, por lo que
f cumple con (2.9), asi, f tiene variacién consistente.

Con esto podemos senalar que no todas las funciones PWL tienen variacién consistente
y verificar esta condicién exige un analisis de cada una de las regiones adyacentes a cada
hiperplano.

A partir de aqui podemos extender la nocién de continuidad dada anteriormente, para
ello veamos lo siguiente. Sea I': [0,1] — R™ la parametrizacién de un camino cerrado en
el dominio de una funcién continua PWL f (ver Figura 2.6). A lo largo de este camino
veremos que la funcién gradiente de f es constante al interior de cada una de las regiones
que I' atraviesa. Pensemos en esto como el comportamiento de la funcién 7t : [0, 1] — R™

tal que Tt (s) = 3811{2‘ e’ Tr serd constante a tramos y tendra saltos de tamano ceox.
r=1l(s

Puesto que Tt (0) = Tr (1), la suma de los saltos en T debe ser cero. A esta propiedad la
llamaremos propiedad del camino cerrado [17].
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Figura 2.6: Camino cerrado I" en R?,

2.1.4 Funcion salto.

Como se sugiere en la idea de un camino cerrado, el salto entre regiones adyacentes sepa-
radas por un hiperplano en una particiéon de una funcién continua PWL se puede establecer
como la diferencia entre los gradientes de las funciones asociadas a estas regiones, evalua-
dos en puntos equidistantes al hiperplano que los separa.

Definicién 9. Sea f una funcién continua PWL con una particiéon H y S; un i-ésimo
hiperplano que separa dos regiones adyacentes Ry y Ry, sea a; un vector normal a S;.
Para todo « € S; donde existe un € > 0 tal que, dado un 6 € (0, €), los puntos y = & + dax
y Yy = x — da son puntos en Ry y Ry, respectivamente, los saltos de primer orden en Si(l)
estan dados por

ADT (@) := AT, (y) = AT (y) (2.11)
donde A 7, (z) := Jl'x, © € Ry.

Ejemplo 9. En la Figura 2.7 podemos ver que el hiperplano S; en R? separa dos regiones
Ry vy Ry las cuales tienen asociada una funcién salto de orden 0 colocada sobre la region
a la cual hacen referencia. A su vez se encuentra senalada la funcién salto de orden uno
en el hiperplano S;, en la direccién del vector oy, dada por AW 7, (x) = AOJ, (y) —
AO Ty (y).

Figura 2.7: Ejemplo grafico de una funcién salto de orden 1 en R2.
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Estos saltos de primer orden son constantes a tramos, es decir, tienen el mismo valor
hasta que cruzan por una intersecciéon de orden mayor, lo que nos da una nocién de una

funcién salto de orden mayor. Sea SZ-(Z) una interseccion la cual contiene a una interseccion

(I+1)
S; l
(n—1—1), k >, del conjunto afin Si( ) de dimensién (n —1), por lo que su complemento
V]

0]

ey . ., ey [+1 . , . %
, por definicién de interseccién (Definicién 6), S ]( ) es un conjunto afin, de dimensién

co0 R, 771(,1)‘ € SZ-(Z)} el complemento ortogonal de

ortogonal es de dimensién 1. Sea {on i

S§l+1) en Si(l).

(-1
2%
plemento ortogonal de S](l) en Si(l_l). Sea x € S](l), tal que existe un € > 0 tal que para

Definicién 10. Sea S](-l) un subconjunto propio de SZ-(Z_I) yn un elemento en el com-
todo § € (0,¢€), los puntos y = x + (57724(,1]-71) vy =x — (57)&71) son de regiones adyacentes
separadas por S](-l). La funcion salto A(l)jm(ac) de orden [ en SJ(-Z) estd dada por

AT (@) = A0, (y) - AT, (), (2.12)
donde py_1 == py—2,%y py == pi—1, 7.

Para evitar confusiones, aclaramos que la funcion y; es una funciéon que permite anidar
[ nimero de indices. De esta forma se indican los saltos en las intersecciones de orden
menor al salto de orden I.

Ejemplo 10. En la Figura 2.8, la funcién salto A® 7, ; () de orden 2 en la interseccién
S§2) se forma por la diferencia entre la funcién salto de orden 1 evaluada en un punto en
Sfl) en la direccion de 77%11) y la funcién salto de orden 1 evaluada en un punto en Sfl) en
la direccién de —nﬁ), es decir, A® 7, 1 (2) = AW T, (y) — AV T (y).

Figura 2.8: Saltos de orden 1 y 2 en el plano.
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2.1.5 Propiedad de degeneracién minima.

Como se destaca en [20], no en toda interseccién S*) de orden k se puede encontrar una
funcién salto de orden k tal que A® 7, () # 0.

Definicién 11. Toda interseccién de orden k£ donde se pueda encontrar una funcién salto
A® T, (x) # 0 es llamada degenerada. Ademés, se dic? que una intersecciéon degenerada
de orden k es de degeneracion minima, y se denota por S*), si esta puede expresarse como
la interseccién de algin nimero [, y no de menos, de intersecciones SV, 1 > 1 < k.

En [20] se senala una relacién que existe entre la propiedad de variacién consistente y
la degeneracién minima. Para todas las funciones continuas PWL con dominio en R, todas
sus intersecciones tienen variacién consistente, pero también, para todo par de regiones
adyacentes se tiene A(I)JH(U (x) # 0y esto hace que todo hiperplano sea de degeneracién
minima [20]. Cuando la dimensién del espacio de salida de una funcién continua PWL es
igual a 2, en [17], se probd que se necesitan de tres hiperplanos intersectandose para formar
una interseccion con degeneraciéon minima S La estructura de una interseccion de dege-
neracién minima de orden mayor es ampliamente estudiada en [20], donde se establece el
siguiente lema.

Lema 3. Una interseccion S®), con k > 3, estd formada por k + 1 intersecciones de
degeneracion minima de orden k — 1. En general, estd formada por

N (1) = (’;:) (2.13)
intersecciones con degeneracion minima de orden I, para 1 <1 < k.
Prueba. Ver [20]. |
De (2.13) obtenemos la identidad

Ny (D)= N1 () + N1 (1=1). (2.14)
Si definimos Ny, := Ny, (1), por (2.14), tenemos Ny = Ni_1 (1) + Ng_1 (1 — 1) = Ny +

E—1+1Y\ k
( 0+1 >_Nk1+<1),porloque

N = Ny_q + k. (2.15)

Ejemplo 11. Consideremos una funcién continua PWL f : R* — R sobre una particién
H formada por los hiperplanos (ver Figura 2.9):

Sy ={x e R?: 2z, =0},

Sy ={x € R?: 3z, = 0},

Sy = {x € R®: —8xy + 225 + 425 = 0},
S4:{m€R3:2$1—x2:O},

Ss = {x € R®: —6xy + o + 223 = 0},
Se={x e R®: -2z + 23 = 0}.

(2.16)
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Figura 2.9: (a - f) Intersecciones (o hiperplanos) de orden 1, Sy, ..., S, respectivamente
de la particion H dada para el Ejemplo 11.



29 CAPITULO 2. MARCO TEORICO.

Se vera que la interseccion de estos 6 semiplanos es una interseccién de degeneracién
minima de orden 3, que a su vez estd formada por 6 intersecciones de degeneracién minima

de orden 1 de acuerdo con la ecuacién N3 = (:13 i D = (;l) = 6 dada en (2.13).

Ademds, de acuerdo con (2.13), una interseccién de degeneracién minima de orden 3

puede expresarse como una interseccién de N3 (2) = (3 i 1) = <§) = 4 intersecciones de
degeneracion minima de orden 2. Asi, veremos que de los 6 hiperplanos en H se forman 4
intersecciones de degeneracién minima de orden 2. Como se mencioné anteriormente, una
interseccion de degeneracién minima de orden 2 puede expresarse como una interseccién
de 3 intersecciones de degeneracién minima de orden 1, es decir, por la intersecciéon de
3 hiperplanos de H, ademas, una interseccién de orden 2, en un espacio de dimensién
3, es una variedad lineal de dimensién 1, descrita por {o¢ : o € R,{ € R"}, asi, para
definir las intersecciones de degeneracion minima de orden 2 que formen una interseccion
de degeneracién minima de orden 3 basta con encontrar los vectores ¢ que den solucion a
sistemas formados por tres hiperplanos en H:

e Supongamos { = (O 0 1)T. Se puede ver que ¢ da soluciéon al sistema

21‘1 = 0,
31’2 = 0,
21‘1 — X9 = 0.

Asi, o€ € SN SyN Sy, o €R, por lo que podemos suponer que S”f) =51NSN5S,
(ver Figura 2.10a) sea de degeneracién minima.

e Supongamos { = (0 —2 1)T. Se puede ver que ¢ da solucién al sistema

2271 = 0,
—8x1 + 29 + 43 = 0,
—6171 + X9 + 233'3 =0.

Asi, o€ € SiNS;NSs, 0 €R, por lo que podemos suponer que 5,52) =5, NS;N S5
(ver Figura 2.10b) sea de degeneraciéon minima.

e Supongamos ¢ = (1 0 Q)T. Se puede ver que ¢ da solucién al sistema

3.1'2 = O,
—8131 + 25(72 + 4563 = O,
—2.%‘1 +x3 = 0.

Asi, o€ € S, N S5N 36, Vo € R, por lo que podemos suponer que 5’:(,,2) = 55N 85N §6
(ver Figura 2.10c) sea de degeneracién minima.
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e Supongamos ¢ = (1 2 2)T. Se puede ver que ¢ da solucién al sistema

21‘1 — Ty = O,
—6ZL'1 + o + 25(33 == O,
—21’1 + 23 = 0.

Asi, o€ € SN SN 5’4, Vo € R, por lo que podemos suponer que 5‘4(12) =95,N8NS,
(ver Figura 2.10c) sea de degeneraciéon minima.

Figura 2.10: (a - d) Intersecciones S’F), o gf) , respectivamente (linea negra sélida), e
hiperplanos, de la particién H, que las forman (superficie blanca rayada). Para el Ejem-
plo 11.

‘ : 6B) 4 a®@ 6 o) :
Asi, considerando S;” = (,_; S;” = =, 5; ~ (ver Figura 2.11), podemos suponer
que esta sea una interseccién de degeneracién minima, pues cumple con las condiciones
descritas en el Lema 3.
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Figura 2.11: (a) Hiperplanos en H que forman a la interseccién de degeneracién minima
Sf’) de orden 3. (b) Intersecciones de degeneracién minima de orden 2 que forman a la
interseccién de degeneracién minima Sf’) de orden 3. Ejemplo 11.

La relacién (2.15) establece que para formar una interseccién con degeneraciéon minima
S (k) se necesitan el mismo nimero de hiperplanos que se necesitan para formar una
interseccién de degeneraciéon minima SE=1) m4s k hiperplanos, todos intersectandose en
S®)_ Por esto, en [20] se establece el siguiente lema.

Lema 4. Sea S® una interseccion con degeneracion minima de orden k, formada por
(k+1) intersecciones con degeneracién minina de orden (k—1). Dada una de estas inter-
secciones a la cual denominamos por S,(jf;ll) formada de la interseccion de los hiperplanos
5’51), ey SJ(\};N con vectores normales wy, ...,wn,_,, respectivamente. Sea oy, | € {1,...,k}
un vector normal al l-ésimo hiperplano de k hiperplanos que se intersectan con SL’,ZjP
para formar a g(k), entonces, todo vector w;, i € {1,..., Ny} puede escribirse como una
combinacion lineal de algin par de vectores o y o, 3,q € {1, ...k}, j #q.

Prueba. Ver [20].
|

~ ., A(k—1 . , . .
En [20] se senala que la eleccién de Sl(%fl) no supone ninguna pérdida de generalidad,
es decir, el Lema 4 funciona para cualquier interseccién con degeneracion minima de orden

kE—1en S®),

Ejemplo 12. Continuando con la funcién dada en el Ejemplo 11. De la eleccién de 5’1-(2),
i € {1,...,4} se desprenden 4 casos de los cuales solo tomaremos 2 como ejemplo.

. . < ~(2 .
i) Dada la interseccion SE ) entonces podemos seleccionar

ar=(-8 24" a=(-6 12"y az=(-2 0 1)7,
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como vectores normales a los hiperplanos Ss, S5 y Sg, respectivamente. Ademaés,
escogemos los vectores

wi=(2 00", w=030"y w=(2 -1 0,

normales a los hiperplanos S‘h S, y §4, respectivamente. Por Lema, 4, existen ¢; j,
0 <1i,j,< 3, tales que

Wy = €110 + C1 200, Wy = Co 100 + Co 303, W3 = C3202 + C33003.

: . _1 _ 1. _ 3 _ e
Lo cual se verifica en efecto con los valores; ¢11 = 5y c10 = —1; co1 = 5y co3 = —6;
C3,2 = —1 y C33 = 2.

.. . < ~(2 .
ii) Dada la interseccién Si ) entonces podemos seleccionar

=020 0" aa=0 30"y as=(-8 2 4),

como vectores normales a los hiperplanos Sy, Sy y S3, respectivamente. Ademas,
escogemos los vectores

wi=(2 -1 0", w=(612"y w=(-20 1),

normales a los hiperplanos S4, Ss y §6, respectivamente. Por Lema 4, existen c; ;,
0<14,7,< 3, tales que

W1 = C1,101 + C1 202, Wy = Co 10 + C23Q3, W3 = C3203 + C330¢3.

: . _ 1. _ _ 1.

Lo cual se verifica en efecto con los valores; c1; =1y c12 = —31C1 = —1lycaz=3;
_ 1 1

€32 = —% (33 = -

En [19] se establece una forma de representar a todos los vectores a;, 1 € {1, ..., k}, de
modo que estos cumplan con el Lema 4 manteniendo uniformidad en los coeficientes que
los multiplican como se enuncia a continuacion.

Lema 5. Sea S%®) una interseccion con degeneracion minima de orden k, la cual estd
formada por (k+1) intersecciones con degeneracion minina de orden (k—1), dada una de

. . : a(k—1 , >
estas intersecciones a la cual denominamos por S,Sk_l) la cual se forma de la interseccion

. (1 (1 .
de los hiperplanos S§ ), - S](ngl, los cuales tienen vectores normales wy, ..., wy, _,, respec-
tivamente y sean o, ..., o vectores normales uno a uno al resto de los hiperplanos que se
intersectan en S, entonces, todo vector wy, | € {1,..., Ny_1}, es de la forma

w; = py (a0 — ajo), (2.17)
donde i,j € {1,....k}, i # j.
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Prueba. Por Lema 4, todo wy, [ € {1,...,k — 1} puede ser escrito w; = ¢;100 + ¢ 110041,
suponga

C1,2

ap = 1, PrL=1C1 yagz——pl .

Maés aun, suponga

_ Gyl

Pl a1 Yy Qr41 o

conl € {2,....k — 1}. Con esta eleccién de coeficientes podemos escribir
w1 =P (Glal - CL2042) )
(2.18)
WEr—1 = Pk-1 (G1Oé1 - akak) .

Sea wy, p € {k—1,..., Ny_1}, el cual asumiremos, por el Lema 4, que es de la forma

Wp = CpiQ + Cp i,

coni,j €{1,...,k}, i # j. Puesto que wga: =0,x € gﬁij), tenemos

T, _ T
CpiQ; T = —Cp O T, (2.19)
ademas,
a1 = Q;0T,
10T = a; T,
por lo que
;0 = A; 0. (220)
De (2.19) y (2.20) tenemos ¢,; = ma; y —¢p; = maj, asi m = ¢,;/a; = —cp;/a;,

haciendo m = py, por lo que wy, = pp(a;0; — ajox;).

De la prueba del Lema 5 se establece que una posible eleccién de coeficientes que
cumplan con la relacién (2.17) es:

alzl,
Q= =M = B s 1< < k-1, (2.21)

Ejemplo 13. Continuando con el inciso ii) del Ejemplo 12, los vectores asignados

=20 0" a=(0 30"y as=(-8 2 4),

son normales a los hiperplanos Sy, Sy y S3, respectivamente y los vectores
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wi=(2 -1 0", w=(612)"y w=(-20 1),

son normales a los hiperplanos 5'4, Ss y 5’6, por lo que la eleccion de coeficientes

_ _ ¢1,1 1 _
al—l,Pl—?—j—la
1
_ a2 3 __ 1 N R
G2 = =, _1T3’p2_a1 =71 = 117
— @3 _ _ 3 _1 — %2 _ "6 _ _ 1
asz = 0z ,1_27}/')03_(12_%_ 2

satisfacen (2.17), es decir,

w1 = p1 (@10 — asaeg) |
Wo = P2 (Glal - Cl30¢3) )
W3 = P3 (CLQQQ — CL30¢3) .

2.1.6 Otras propiedades de funciones PWL.

Ahora que se han revisado las principales propiedades relacionadas con el dominio de
funciones continuas PWL que se usaran a lo largo de este trabajo, veremos dos propiedades
relacionadas a la interaccién entre funciones continuas PWL.

Lema 6. Sean f, : D C R" — R™, donde cada componente de f; es una funcion PWL
con particion Hy, y fo : R™ — R una funcion PWL, entonces f (x) = fao f1 es también
una funcion PWL en D.

Prueba. Ver [25]. |

Lema 7. Sean f1 y fo funciones continuas PWL con un mismo dominio D y particion
H, y Hy, respectivamente. Dados 01,09 € R, la combinacion lineal

f(x) =01fi(x) +o2fa(x),

con x € D, es también una funcion continua PWL, con particion

H = H, U H,.
Prueba. Ver [25].
|

Sea, PW Ly [D] el conjunto de funciones continuas PWL f : D C R” — R, definidas en
D con particién lineal H. Dados f,g € PW Lg[D] y r € R, definimos, respectivamente,
la adicion y la multiplicacion por escalar en elementos de este conjunto de la siguiente
manera:

(f +9)(@) = f(z) + g(x), Ve € D,
(r-f)(x)=r-f(x), Ve € D.

Teorema 1. El conjunto PW Ly [D] con la adicién y multiplicacion por escalar definidos
en (2.22) es un espacio vectorial lineal.

Prueba. Ver [22]. |

(2.22)
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2.2 Representacion candnica lineal a tramos.

Como se vio anteriormente, la representacién estandar de funciones continuas PWL, de
acuerdo a la Definicion 7, requiere de cierta informacién que computacionalmente se tiene
que almacenar, como lo es la representacion de los hiperplanos en la particion, la des-
cripcion de las regiones que estos determinan y el valor de la funcién en cada regién. Con el
objetivo de proporcionar una representacion de funciones PWL compacta en comparacion
con la estandar, en [2] se presenta la representacion CPWL como se define a continuacion.

Definicién 12. Sea f una funcién f : R® — R, se dice que f tiene una representacién
candnica lineal a tramos (CPWL) si puede ser escrita de la forma

h
f(x) = a+bTm+Zc,- oz — B;

=1

: (2.23)

donde a,c¢;, 5; € Ry b,a;, x € R™.

Ejemplo 14. Definimos la funcién f : R? — R tal que

f:1+2£(71+[L‘2+|?[71—1'2+1|—2|ZL‘1+1’2—1|

Esta puede ser escrita de la forma (2.23), con a = 1, b = (2 1)T, xr = (xl xg)T,

h=2c=16=-2a=(1 1) f=-La=(1 1) yg=1

A esta representacién se le llama candnica lineal a tramos, sin embargo, hasta este
punto no se ha probado que funciones de la forma (2.23) sean también PWL. Para ello
vemos el siguiente lema [2].

Lema 8. Sea f una funcion con representacion CPWL, f es también continua PWL.

Prueba. Sea f una funcién con representacion CPWL, probaremos que f es PWL sobre
la particién H formada por los hiperplanos

{wER":aiTaz—6:0},

i € {1,...,h}. Para obtener su expresién por regién (2.4) a partir de (2.23) veamos lo
siguiente. Sea R; una regién formada por los hiperplanos en H, el gradiente de f en la
region R; es

h
JjT =pl + Z Ci (sgn (aZT:E — B,)) aiT, (2.24)
i=1
para todo & € R; y el operador sgn (-) es la funcién signo tal que sgn(a) =1sia >0y
sgn(a) =—1sia<0,a€R.
Ahora, sustituyendo (2.23) y (2.24) en (2.4) tenemos
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w; = f(x) - J 'z =

a+blx + Z?Zl i ’a;fa: — ﬂi‘ — (bT + 22:1 ¢ (sgn (afz — b)) af) T =

a+blz+ 3" ¢ (sgn(afz—B)) (alz —3) —bTx — S0 ¢, (sgn (alx — ) afx
=a-— Zzhzl G (sgn (aiTm - 5z)) Bi,

asi,

h
w; = a — Z i (Sgn (azTa: — ﬁz)) B;. (2.25)
i=1
Asi, de (2.24) y (2.25) se desprende que f es PWL sobre H.
|

De esta forma, podemos ver que todas las funciones representadas por (2.23) son
continuas PWL y las funciones asociados a cada regién pueden obtenerse por (2.24) y
(2.25), ademads, en este tipo de representacién los hiperplanos de la particién aparecen
de forma explicita, por lo que no es necesario almacenar la informacién de cada regién,
lo cual representa un ahorro en la memoria utilizada para representar funciones PWL,
esta propiedad serda vista con mayor detalle en el Capitulo 3. Sin embargo, no todas
las funciones continuas PWL poseen una representaciéon CPWL. La condiciéon para la
existencia de una representaciéon CPWL de funciones continuas PWL es dada en [16] y se
enuncia a continuacion.

Teorema 2. Una funcion PWL con particion H tiene una representacion CPWL si y solo
st esta tiene una variacion consistente.

Prueba. Sea f una funcién continua PWL con variacién consistente, cuya particion H se
forma de los hiperplanos

Si:{a:eR”:bi(a;fpw—B) :O},
i€ {l,...,m}, yb €{—1,1} tales que existe una regién Ry, determinada por H, dada por
Ry = m£1 Si(+)'

De la Definicién 8 tenemos que existe un ¢; tal que

Jr,y. —Jr,, = ...=Jr —Jr

i € {1,...,m}, con n; pares de regiones adyacentes separadas por el hiperplano S;. Pro-
baremos que f tiene una expresién candénica

i,1,+ 2,1, — 0, ,+ (e et

h
f(x)=a+ szc+Z%ci lalz — 3.
=1

Dado el anterior Ry, tenemos que para todo & € Ry, x € {a: eER":alx -3 > 0},
para todo ¢ € {1,...,m}.
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Por (2.4) tenemos que

f(x) = Jix + ay, (2.26)
para todo € R,. Hagamos
o' = Jg — %Z;L o]
a=ag+ 3.0 Bici,

donde ¢; estd dado por la variacion consistente, es decir, los ¢; son tales que (2.9) se cumple.
Sea f la funcién obtenida al sustituir en (2.23) a b7 y a dados por (2.27). Asf:

(2.27)

f@)=a) =330 e+ (5 — 3 XL aal) @+ Nlhalafz =G|
= Qg + ng' + % 2211 Bici — CZ‘OL;F-’L' -+ Ciafw — 61'@ = Qg -+ ng = f(w),

para todo x € Ry.
Ahora sea Ry = S,(C_) N (ﬂ;il itk Si(+)> una region adyacente a Ry, separada por un
k-ésimo hiperplano, k € {1,...,m}. Por (2.4), (2.24) y (2.25) tenemos que

; 1 1 < 1 1 &
f(x) = (a + iﬁkck D) ' Z /Bici> + (bT — §Cka;€ + B | Z ciaiT)
i=1,i#k i=1,i#k
y por (2.27),
f () = (ao + Brer) + (JT — k) . (2.29)
Por (2.6) tenemos
J, = Jy — o (2.30)
y por (2.5),
Jix+ag=J x +a, (2.31)

para todo @ en la interseccién de las cerraduras de Ry y R;. Sustituyendo (2.30) en (2.31)
tenemos

T T
ademds, por la relacion @ x = 8, con & € Sy, se sigue que

a; = ag + 5kck. (232)
Sustituyendo (2.31) y (2.32) en (2.29),tenemos

f () = (ao + Brex) + (Ji —aaq) =Jdiz+a = fz),
para todo « € R;.
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Puesto que R; es arbitrario, f (x) = f (x) para toda regién adyacente a Ry. Repitiendo
el proceso para toda region adyacente de R; y aplicando induccién sobre la regién, se tiene
que f (x) = f (&) para todo  en el dominio de f. Por lo tanto, f tiene una representacion
CPWL.

Ahora, sea f una funcién con representacion CPWL y particion H con m hiperplanos
distintos Sy, ..., S;,. Supongamos que Sk, k € {1,...,m}, separa a ¢ pares distintos de
regiones Ry, 1, Rip—, p € {1,...,q} adyacentes. Asi, ajx — By > 0 para todo © € Ry +
vy alx — B < 0 para todo € Ry, . Por lo que podemos escribir a f como

m

f(@) =a+b"x+ (cog @ — Brdy) sgn (apx — Bi) + Z c |alz — B;
i=1,itk

)

y los vectores gradiente seran

Jl;f,p,+ =b" + cﬁca;{ + Z;L,#k dia? (39” (a;‘cpw - 5k;)),
I = dal + S ol (son (ol - 5))

Py —
para todo © € Ry, + v para todo « € Ry, _, respectivamente. Asi,

T T T /T ;) T T
it = Jkp- = 04 — (_Ck:alc) = 2¢,04, = Oy,

donde 2¢}, = ¢;. De aqui que los coeficientes para la representacién CPWL,

¢ = k.

2
donde ¢, es tal que se cumple con (2.9), se obtienen por la propiedad de variacién con-
sistente. Puesto que el hiperplano k y las regiones adyacentes separadas por este son
arbitrarios, f presenta variacion consistente. ]

(2.33)

Asi, para determinar los coeficientes usados para dar una representaciéon CPWL (2.23)
de una funcién f PWL con una particion H formada por m hiperplanos, en [2] se hacen
las siguientes observaciones:

e Para obtener el vector b veamos primero que, de la prueba del Teorema 2, para un
 en una regién R de la particion H de f se tiene que

1 m
JT ="+ 5 ; cio sgn (o] © — ;). (2.34)

Suponga R, tal como se define a Ry en la prueba del Teorema 2, se tiene que para
todo  en Ry, sgn (a;[a: — @) = 1, para todo i € {1,...,m}. Ademads, sea R_ tal
que para todo x en R_, sgn (OCZTZIZ —ﬂi) = —1, para todo i € {1,...,m}. De lo
anterior se sigue que

b = % (JT+J7), (2.35)

dénde J, y J_ son las funciones gradiente de f en R, y R_, respectivamente.
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e Para determinar los coeficientes ¢, k € {1,...,m}, veamos que para dos puntos
en regiones adyacentes Ry y Ry cuyos valores sgn (afa: — 5j), je{l,..,m},
difieren unicamente en el valor correspondiente a j = k, si evaluamos (2.34) en
algin punto de las regiones adyacentes Ry + y Ry _, tenemos que

1
Cp = iaaf (Jiy +Ji) Jaj ay, (2.36)

donde el signo + es escogido si la sucesién (sgn (a]Tw — Bj), j €{1,...,m}) asociada
a Ry 4 tiene un 1 en la k-ésima posicion.

e Finalmente, para obtener el valor de a, de evaluar (2.23) en 0 se sigue que

m

a=f(0)— Zci B4 (2.37)

i=1

De (2.27) y (2.33) en la prueba del Teorema 2 se obtienen los vectores y coeficientes para
la representacion CPWL de una funcion PWL con variacién consistente. Sin embargo, si
f tiene una representacion (2.23), entonces f permite distintas representaciones candnicas

Y

h
C.

=a+b" — |kalx — kp;

flx)=a+ w+;k|azw 6}

con k # 0. Por esto, en [16] se da el siguiente teorema de unicidad.

Teorema 3. Si una funcion continua PWL tiene una representacion CPWL, esta repre-
sentacion es unica para pardmetros fijos de su particion.

Prueba. Ver [16].

2.2.1 Representacién canédnica lineal a tramos de alto nivel.

La variacién consistente de una funcion PWL es una condicién necesaria para la existen-
cia de la representaciéon CPWL de la misma. Como se mencioné [16], todas las funciones
continuas PWL con un dominio en R cumplen con esta propiedad. Conforme la dimensién
del espacio de salida de funciones continuas PWL incrementa, también lo hace la inter-
accion de sus intersecciones, por lo que se torna complicado verificar que cumplan con esta
propiedad. Para superar esta problemética en [17] se propuso una representaciéon basada
en la anidacion de funciones CPWL, la cual garantiza la existencia de una representacién
canénica de funciones continuas PWL con un dominio en R? e intersecciones a lo mds con
degeneracion minima. A partir de aqui se introduce la idea de una representacion CPWL
de orden mayor, la cual se define a continuacién.
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Definicién 13. La representacion (2.23) es también llamada representacién canénica de
primer nivel. Dado un entero k > 1, diremos que una funcién g : D C R® — R tiene una
representacion candnica de k-ésimo nivel si puede ser escrita en la forma

g9(@) = go(x) + Z djlg; ()], (2.38)

donde d; € R, j € {1, ..., 1}, las funciones g, : D C R" — R, m € {0,...,1} son funciones
con representacién canoénica de a lo més (k — 1)-ésimo nivel y al menos una funcién g,,
q € {1,...,1} es una funcién con representacién canénica de (k — 1)-ésimo nivel.

A esta representacion se le llama representacion candnica lineal a tramos de alto nivel
(HL-CPWL), una funcién de esta forma es también PWL. Sea F el conjunto de todas las
funciones continuas PWL que van de D a R. En [18] se prueba lo siguiente.

Teorema 4. Para toda funcion f € F existe un entero k > 1 tal que f puede ser repre-
sentado por una funcion HL-CPWL de k-ésimo nivel.

Prueba. Ver [18].
|

Esta prueba no provee de una construccién de dicha representacion, por lo que brindar
de un método que permita obtener los coeficientes de la representaciéon HL-CPWL de todas
las funciones en F sigue siendo un problema abierto. En [19] se propuso un esquema de
construccién de la representacion HL-CPWL de funciones PWL con un dominio en en R"
e intersecciones a lo més con degeneracién minima. Sin embargo, como se sefiala en [21], el
uso de particiones arbitrarias para funciones PWL resulta inconveniente para obtener un
algoritmo para la construccién de su representacion HL-CPWL o CPWL, puesto que para
obter dichas representaciones es necesario verificar la propiedad de degeneracion minima
(para obtener una representacién HL-CPWL) o de variacién consistente (para obtener una
representacion CPWL). Es por esto que en [22] se propone por primera vez un esquema
de construccién que se basa en una particién uniforme. Estos esquemas de construccién
seran abordados en el siguiente capitulo.






Capitulo 3

Particiones simpliciales para la
representacion HL-CPWL.

Antes de continuar con este capitulo, detallaremos la forma en que se ordenaran los indices
en el resto de este documento, asi como la nociéon de simplice.

En lo sucesivo utilizaremos indices i € {iy,...,i2}, donde 71,15 € Z y i; < iy. La
notacién i € {iy, ..., i3} T indica que el indice i toma valores incrementando de uno en uno
de i, hasta i5 y se llamara tupla de indices a un conjunto ordenado de indices. Ademas,
conjuntos de tuplas se ordenaran como se enuncia en las siguientes definiciones.

Definicién 14. Un conjunto de tuplas de k indices {ry,...,r}, ri € {1,...n}, i €
{1,...,k}, donde 1 € {1,....n—k+1} yr; € {rj.1+1,...,n—k+j} es A ordenado
si estda ordenado de la siguiente forma:

e 7 toma valores en {1,....n —k+ 1} 1
e Para r fijo, ry toma valores en {r; + 1,....n — k + 2} 1

e Para ry_; fijo, ry toma valores en {ry_1 + 1,....,n} 1

Ejemplo 15. Sean =6y k = 4, las tuplas de indices A ordenadas, con r; € {1,..,3} 1,
rg € {ri+1,..,4} 1, r3 € {ro+1,..,5} 1, ry € {r3+1,...,6} 1, son: {1,2 3,4},
{1,2,3,5},{1,2,3,6}, {1,2,4,5}, {1,2,4,6}, {1,2,5,6}, {1, 3,4,5}, {1,3,4,6}, {1, 3,5,6},
{1,4,5,6}, {2,3,4,5}, {2,3,4,6}, {2,3,5,6}, {2,4,5,6}, {3,4,5,6}.

Definicién 15. Un conjunto de tuplas {si,...,s,} de n indices s; € {a,...,b1}, ..., s, €
{an,....;bp}, con a;,b; € Zy a; < b;, Vi € {1,...,n} es B ordenado si estd ordenado de la

siguiente forma:

e s; toma valores entre {ay,...,b1} T
e Para s; fijo, s, toma valores entre {as, ..., b2} 1

e Para s, ; fijo, s, toma valores entre {a,,...,b,} T

35
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Ejemplo 16. Las tuplas de indices de la forma {s1, $2,s3}, con s; € {3,4,5}, 55 € {5,6}
y s3 € {5,6,7}, estdin B ordenadas de la siguiente forma: {3,5,5}, {3,5,6}, {3,5,7},
(3,6,6), {3,6,7}, {4,5,5}, {4,5,6}, {4,5,7}, {4,6,6}, {4,6,7}, {5,5,5}, {5,5,6}, {5,5, 7},
{5,6,6}, {5,6,7}.

Definicién 16. Sean x, ..., x, € R", un simplice se define como

A(xg,..,x,) = {mER” :a::z,uimi}, (3.1)

i=0
donde 0 < pi; < 1,7 €{0,...,n}y > o pi =1

Un simplice se dice que es propio si no esta contenido en hiperplanos de dimension
(n —1). En el esquema de construccién de la representacién HL-CPWL de funciones
continuas PWL solo se consideran a los simplices propios.

3.1 La funcién generadora 7.

Sean C el espacio de funciones continuas que van de D C R™ a R, una funcién ( : R - R
y un conjunto de funciones & = {f; € C,i = 1,2, ...,p}. Definimos la funcién generadora
Y 1 S x ¥ = C por

[C(C(=f1) + f2) = C(=fi+C(f2) + C(=f1) + C(fo) = C(=f1 + fo)].

A

V¢ (f1, f2) =

Para nuestros propositos, usaremos ((x) = |x|. Para simplificar la notacién, abre-
viaremos v (fi, fj) = v(fi, f;) v el punto de evaluacién de las funciones en la entrada de
la funcién generadora sera omitido cuando no sea necesario especificarlo. Asi

7<f17f2> =

se sigue que

U=fil+ Lol = [=A+ LI+ Al Ll ==+ LD, (32)

NN

i st 0< fi < fo,
Y(fi, f2) =9 fo si 0< fo < fu, (3.3)
0 si fi<0o fy<0.

Definimos la funciéon y*) : §* — C, con k > 0, tal que

( 7(0) (fl) = f1,
YW (f) =7 (fi, fi),
’7(2) (fl?f?):’}/(fla.]%)? (34)

9% (Fry s £ = 7 (/5D (s )
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De (3.3) y (3.4) tenemos

fl sl Oéfl Sﬁy(k_l) (f??"'afk)?
YO (fryn i) = AF D (for oo fi) st 0<AE D (fo, o fi) < fu, (3.5)
0 si f,, <Oparaalgin i € {1,...,k}.

Definicién 17. El nivel de anidacion de una funcién nl (f) es igual al niimero de funciones
absolutas anidadas en su expresion.

Asi, las funciones v (fy, ..., f¢) van anidando funciones de valor absoluto en su ex-
presién, por lo que en [22] se establece el siguiente lema.

Lema 9. Dado f = % (f1, ..., fx), entonces nl (f) = k, si nl(f;) = 0 para toda i €
{1,..,k}.

Prueba. La prueba se hace por induccién en el orden de anidacién nl (f) de la funcién
f =% (f1,..., fr). Sea k =0, vemos que v (f;) no tiene valores absolutos, por lo que
tiene nivel de anidacién 0. Supongamos k = 1, de (3.2) y (3.4) tenemos que

YO (f) = L(|=fil + Al = A+ A+ AL A= =f+ A = (3.6)
LU=Al+ Al = =+ Al +21AD, :

note que si f; > 0 tenemos que |—fi| + f1 =2fi >0y —fi+|fil =0ysi fi <0
tenemos que |[—fi|+ f1 = 0y —fi + |fi] = =2fi 2 0. As{[|-fi| + fil = [-fl+ fiy
|—filfill = —f1 + | f1] por lo que (3.6) se reduce a

O = T(=Al+ ht fi— LAl +21AD = 5 G+ 1AD.

la cual tiene nivel de anidaciéon igual a 1. Suponga k = 2, por inspeccién podemos ver
que 'y ( f1 f2) tiene nivel de anidacién igual a 2. Suponga k > 2, asumamos primero
que A5V (fy, ..., fr)) tiene nivel de anidacién igual a (k — 1), por (3.5) tenemos que

(fla 7fk> (flaf)/(k_l) (f27 7fk>)7 ademés? ’Y(k_l)(f% 7fk> > 07 por lo que

YO (fr, s fr) _% (1=l + "D (fa, s fi) ‘—f1+"7 Y (far oo f)|| + 1= f1] +
’Y(k Y (fay o f) |—‘—f +y* D (fo, o fr) ) = (\—fH"Yk Y (far s i) —

— i+ Y% (fa, o fr) }+’—f1|+7(k Y (fa, .. ,fk |—f1+’Yk b (f2,---,fk)|) =
s (=AY (for s fo) = [=F1 %D (o, s fi)])

la cual tiene nivel de anidacién igual a k.
[

Para representar las funciones asociadas a los hiperplanos utilizados en las particiones
que se presentan en este capitulo usaremos la siguiente notacion. Dados los enteros ¢, i,
J, kg, ki y kj, definimos
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a) m) (@) = xy — kg,

b) " (@) = (o — ki) — (5~ ky), (3.7)

+(kisk

Q) w1 (@) = (o — k) + (o — k).

L n (0) £(0,0) /
donde z; representa al i-ésimo componente del vector & € R". y 7r” seran
abreviados m; y W;t], respectivamente. Ademads, el punto de evalua(non sera omitido
cuando no sea necesario especificarlo, es decir, 75 (x) = wf), ;. j(ki’kj ) () = m;_ j(k“kj )

ﬂ_"r(kuk ) (CC) _ 7T+(k“k )
2,7 - .
Suponga & = {1 m(x),...,m(x) T € ]R”} donde 7 (x), ..., m,(x) son funciones de la

forma (3.7). Entonces, las funciones v¥) : &* — C son representaciones HL-CPWL de la
forma (2.38).

3.2 Particién simplicial del hipercubo [—1,1]"

3.2.1 Descripcion del dominio.

Sea [—1,1]" el dominio de las funciones PWL que trataremos en esta seccién, con particién
H|_y 1» formada por los hiperplanos

{x eR": 7, (x) =
{x eR": +j (:1: = 0} (3.8)
{z eR":m(x) =0},

donde ¢ € {1,...,n},i € {1,...,n—1}, j € {i +1,...,n} y las funciones 7, (x), 7T1+J () y
7, ; (z) son de la forma (3.7).

Veamos que H[_;» particiona a [—1, 1]" en simplices propios. Para ello recordemos
que un simplice se define por sus (n + 1) vértices. Asi, definimos todos los vértices de los
simplices en el hipercubo escogiendo un vértice en comun, el origen, y el resto de los n
vértices como la suma de vectores canénicos. De modo que cada simplice

A(vy,...,0.), (3.9)
tiene sus vértices definidos por

k
v, =Y (=1)e,, ke{l,..n}, (3.10)
i=0
donde e,, es el r-ésimo vector canénico de R™, r; € {1,...,n}, r; # r; sii # j, ¢, € {0,1}
y Upy = €, = 0.

Ejemplo 17. Los vértices 0, e;, ez, e; + ey, forman a los simplices A (0,e;,e; + e3)
y A(0,ez, e + e;) que aparecen en la Figura 3.1, ademés, se encuentran en el primer
cuadrante del hipercubo [—1,1]*.
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() 61 + es

| (—I—A(O 62,61+€2)

’ (—A(O 61,€1+62)
0 e; 1

Figura 3.1: Simplices en el primer cuadrante del hipercubo [—1, 1]2.

Como se ha visto anteriormente, una particién segmenta el dominio de una funcién en
regiones, las cuales son poliedros convexos. Para el caso de la particién Hj_; yy», en [22] se
prueba que estas regiones son simplices propios, tal como se ve a continuacién.

Lema 10. La particion H;_y n y los puntos 0[—1,1]" en la frontera del hipercubo [—1,1]"
subdividen al hipercubo [—1,1]" en simplices de la forma A (Vyy, ..., Ur, ).

Prueba. Para probar el lema veremos que cada borde (combinacién convexa de dos vértices)
de un simplice resulta de la interseccion entre hiperplanos de la particién y los puntos en
la frontera del hipercubo. Sea y un punto en el borde de un simplice A (v, ..., vy, ), este
puede ser expresado como combinacion convexa de cualesquiera dos vértices, de modo que

ko

- az )€, +(1—-a)> (~1)e,, (3.11)

i=0
donde ki, ky € {0,...,n}, ky # ko, 7 € {0,..,n}, r; #rjsii # 4, ¢, € {0,1} y a € [0, 1].
Supongamos sin pérdida de generalidad que ks > k; y llamemos y,., al r;-ésimo componente
de y, se sigue que:

(i) yr, = (=), Vi e {1,..., k1 },
(11) Yr;, = (1 - OZ) (-1)0”, Vi € {]{71 + 17 ceey ]{32},
(ili) yr, =0, Vi € {ko +1,...,n}.

(-1)°rs
()77

\ (c c ) ] 1 sl ¢, = Cpy,
" =1 8¢, £
T3 ’I"j'

Definimos la funcién A (¢, ¢,,) = tal que

Por (i), y, = A (crz,crj) Yr, = Ty, = 1, Vi, j € {1,...,k1}, i # j, por lo que y pertenece

al hiperplano {:I: e R": () =2, £ o, = 0}, i,7 €{1,....;k1}, i # j, el cual estd en

7“7“]

la particion Hi_yqp. Ademés, puesto que y,, = £1,7 € {1, ..., k1 }, tenemos que y pertenece
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a 9[—1,1]". Por (i), yr, = A(Cri, ) Y, = £y, = £ (1 — ) , Vi,j € {ki+1,..., ko},
i # j, por lo que y pertenece al hiperplano {m eER: 7t (x)=ux, & Ty, = 0}, 1,] €

Ti,Tj5

{k1+1,...,k2}, i # j, el cual estd en la particién H|_;;p». Por tltimo, de (iii) tenemos
que y,, = yr, = 0, Vi,j € {ka+1,...,n}, © # j, por lo que y pertenece al hiperplano

{:13 € R™: wiﬂ,j () =2, £, = 0}, i,7 € {k1+1,....k}, i # j, el cual estd en la par-
ticién Hi_11». Ademds, como y,, = 0, Vi € {ky +1,...,n}, y pertenece al hiperplano
{xeR": 7w, (x) =2, =0}, i € {ky +1,...,n}, el cual estd en la particién Hy_, . Por
lo que cada borde (combinacién convexa de dos vértices) de un simplice resulta de la
interseccién entre hiperplanos de la particién Hj_; ;j» y los puntos en la frontera del hiper-
cubo [—1,1]". Asi, la particién Hi_y y» y los puntos 0[—1,1]" en la frontera del hipercubo
[—1,1]" particionan al hipercubo [—1,1]" en simplices de la forma A (v,,, ..., v, ).

|
Ejemplo 18. Sea H[—1,1]2 la particién formada por los hiperplanos
51:{w€R22$1:0},
Sy ={x € R?: 2, =0},
53:{$€R21I1+I2:O},
Sy={x eR?: 2y — 2y =0},
la cual particiona a [—1,1]” en sfmplices
A(O,€1,€1+62), A(0,62,81—|—€2), A(O,GQ,—€1+€2), A(O,—el,—61+€2),

A(0,—e,—e; —e), A(0,—es,—€; —€2), A(0,—ez,e1—e2), A(0,e1,e; —e2),

senalados en la Figura 3.2.

T2
—eq + €9 €9 €1+ es
A (O, €y, €] + 62)
— A (0, e, e+ 62)
—e; e T
—€;1 — €y |—€y 1— €2

Figura 3.2: Particién H|_; jj2 del hipercubo [—1, 17°.

Por razones numéricas que seran vistas en la siguiente subseccién, los vértices de los
simplices que particionan a [—1,1]" serdn ordenados en un conjunto Vi_y = de la siguien-
te manera: primero, los vértices son separados por clases, cada clase esta dada por el
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nimero de elementos diferentes de 0 en cada vértice; también, los vértices pertenecientes
. k

a una misma clase k € {0,...,n} son ordenados en un vector V[(_l) jr COmo se muestra a

continuacion:

e Vértices de clase 0 (V[(_Oi 1]n): vértices sin elementos diferentes de 0, £ = 0

e Vértices de clase 1 (V[(fi )t 2 (T) vértices con un elemento diferente de 0:

(xla'“vxn) Doxy =1 T, =0 Vry # 1y,
(371,...,1’”) D xy =—1 x,, =0 Vry # 11,

donde r; € {1,...,n} 7.

o Vérticesdeclase 2 < k <n (V[(_kl) 1]n): 2k (Z) vértices con k elementos diferentes de
0:

@1y @a) @y = (1), V€ {1k} ¥ 2, =0 Vri#r,  (312)

J

donde las tuplas de indices {ry,...,rx}, € {1,...n —k+ 1}, r; € {rj_1,...n — k+
j}, con j € {2,...,k} 1, son A ordenados. Ademds, para una tupla fija de indices
{r1, ..., }, las diferentes combinaciones de signo de las variables son tomadas por la
eleccion de los coeficientes ¢ = [(28 +1—h) / (2¥77)], con h € {1,..,2"} 1y [a]
nos da el entero mayor que a mas cercano.

Ast, Vi_y 1)~ se forma de la concatenacién de los vectores de vértices de clase k, V[Ycl) 1
ke{0,...,n} 1.

Ejemplo 19. De acuerdo con lo anterior, los vertices de los simplices formados por la
particion H (1,1 €N el hipercubo [—1, 1]3 se ordenan de la siguiente forma

« V% 5 (0 0 0).

-1,13

e VI s (1 0 0), (=1 0 0),(0 10),(0 10,00 1),(0 0 -1).

! 10),(1 -10),(-110),(-1 —-10),(L01),(1 0 —1),
(=1 0 1), (=1 0 =1),(0 1 1),(0 1 —1),(0 -1 1), (0 -1 —1).

e VO (1 1), (11 S (1 -1 1), (1 -1 1), (=1 1 1), (-1 1 -1,
(=1 =1 1), (=1 -1 —1).
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3.2.2 Conjunto generador del espacio PW Ly_, . [-1,1]"].

Sea S_11» = {1, 7, =7, 71 € {1,...,n}}, con 7, y —7,, como en a) de (3.7) y la funcién
generadora y*) (-, ..., ) definida en (3.5), un vector de funciones A_j» es definido y
ordenado de la siguiente manera: primero, las funciones son separadas por su nivel de

. ., k , . . .
anidacién k € {0,...,n} en vectores Af_)l 1 ademas, funciones con un mismo nivel de

anidacién son ordenadas como se muestra a continuacion:

e Funciones con nivel de anidacién igual a 0 (A[(E)1 y): la constante 7O (1) = 1.

e Funciones con nivel de anidacién igual a 1 (Afi)l 1]n): 2 (Tf) funciones de la forma

{ 7(1’ (7 )

’7( ) (_77-7’1) )
r € {1, ,n} T

e Funciones con nivel de anidacién igual a 2 < k <n (Afﬁ)l 1]n): ok (Z) funciones de

la forma

~(®) ((_1)8{%, s (_1)0'137%) , (3.13)

donde las tuplas de indices {ry,....,7}, 1 € {1,...on —k+ 1}, r; € {rj_1,....,n — k+
j}, con j € {2,...,k} T, son A ordenados. Ademads, para una tupla fija de indices
{r1, ..., }, las diferentes combinaciones de signo de las variables son tomadas por
la eleccion de los coeficientes cg‘ = ((2’“ +1— h) / (2"5—‘1)}, con h € {1, ...,2’“} T,
g€ {l,....,k} y [a] nos da el entero mayor que a més cercano.

Asf, A1 q» se forma de la concatenacién de los vectores de funciones con nivel de
anidacion k, Aff)l i ke{0,..,n} 1.

Ejemplo 20. De acuerdo con lo anterior, las funciones PWL en A, ;s se ordenan de la
siguiente forma:

0
o AL ot 70 (1), AW (=), 4D (m2), 4D (=), YD (), AV (—).

° A[(i)l’l]si Y@ (g, ma), B (w1, =), ¥®) (=71, m2), vP) (=1, —ma), 4P (w1, 73),

7(2) (7-‘-17 _7T3>7 7(2) (_ﬂ-17 7T3)7 7(2) <_7T17 _7T3)7 7(2) <7T27 7T3)7 7(2) (7-‘-27 _7T3)7 7(2) (_ﬂ-27 7T3)7

7(2) (—7T27 —7T3)'

. A[(i)l,l]3: v (1, 2, 73), ¥ (1, 72, —73), ¥ (711, =72, 73), ¥ (701, —70a, —r3),

3

7(3) (_7T17 T2, 7T3)7 7(3) (_ﬂ-la T2, _7T3>7 7( ) (_71—17 —Ta, 7T3)7 7(3) <_7T1a —Tg, _7T3)'
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Lema 11. EI nimero de vértices en Vi_y y» es igual al nimero de funciones en Aj_y 1.

Prueba. Ver [22].
|

Como se menciond anteriormente, las funciones en A|_; ;» son también funciones HL-
CPWL, por lo que estan definidas en una particion, la cual se especifica en el siguiente
lema [22].

Lema 12. Las funciones HL-CPWL en Ai_i » estdn definidos en la particion Hi_i» y
ninguna otra componente fue anadida a la particion.

Prueba. Sea Aj_ 1 un vector de funciones construidas como en (3.13). Puesto que una
funcion PWL estd definida por sus funciones locales afines (2.4), y estas cambian cuando
se cruza un hiperplano que separa regiones adyacentes, aqui se probard que las funciones
en A_; jj» cambian su expresion solamente cuando se cruza un hiperplano de H_; 1j», esto
se vera por induccion en el nivel de anidacion de las funciones en Ay .

Sean vV (), ¥ (=7;), i € {1,...,n}, funciones en A[ ,.1> reduciendo la expresién
(3.2) tenemos que vV (m;) = 1 (m; + |mi|) y vV (=) = & (m; — |mi]). Sea x € R, tenemos
que

(1) N — i si 7TZ‘ZO,
7 (m) {0 sim <0,

0 si m>0,
Y (=m) = { :

mosiom <0,

por lo que hay un cambio de expresion en v (1;) y en 4 (—m;) cuando se cruza el
hiperplano {& € R" : m;(x) =0}, i € {1,...,n}, el cual es un hiperplano en la particién
Hiz1ap

Supongamos que las funciones HL-CPWL en A, @ 7}y de la forma (3.13) estén definidas
en Hi_j». Sea

I (1), (S50, )
conry € {l,...,n—=(+1)+ 1}, rp € {rp-1,...,n—(J +'1) +k}, parak € {2,..,(j+ 1)} T
y b =[(20) +1—h)/(2UFD79)], con h € {1 2001 4 g e {1,...,5 + 1}. De (3.5)
1

tenemos que /(=1 . (<1) 507, ) =

a) (—1)%m,, si 0= (1), <90 (<)%, 0 (<)%, )
b) V(J) <(_1>C§7T7"27 sy (_1>C;+17T7’j+1> si 0 S 7(]) ((_1)6571-?27 ceey (_1)c;+17TTj+1> S (_1)6371-7’17
c) 0 si (—1)6}?7% < O para algin k € {1,....,5 + 1},

de donde se desprenden los siguientes casos:
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(i) Supongamos que ocurre b), por hipétesis tenemos que 4/ (-,...,-) = ~7(-, ..., ) estd
definida en la particién H|_y j».

(ii) Supongamos que ocurre c), tenemos que (—1)6}%% (x) = (_1)02%% = 0, por lo que
hay un cambio cuando se cruza {x € R" : 7, () = 0}, conry € {1,...,5 + 1}, el cual
es un hiperplano en la particion H_j .

iii) Supongamos que ocurre a) y b), tenemos que ) ((—1 Cém sy (—1 C;Hm.. =
2 Jj+1

(_1)037”1’ por (3.5) tenemos
(=1)%r,,

(_1)C§+17T7"j+17

en la regién determinada por {w e R™: (—1)6;?7% (x) > O}, ke{2,..,j+ 1}, porlo

que los cambios de expresién ocurren cuando (—1)81i T () = (—1)63) 7, (@), es decir ,
(=1)%z,, = (=1)“z,,, cuando se cruza el hiperplano & € R" (—1)0}67@_1),}«“1;1(1) (x) =
e, — Aot (1) 2, = 0}, con v € {2, i+ 11 ¥ Aoy, (1) = E8 € {—1,1}, el cual

(~1)°%2
es un hiperplano en la particion H_j ).

Por lo que todas las funciones HL-CPWL en Aj_;;» estan definidos en la particién

Hi_y yj» y ninguna otra componente fue anadida a la particién.
|

Por el Lema 11, Aj_;» tiene el mismo ntumero de funciones que Vi_jj» tiene de
vértices. Asi, sea A_j» € R™*™ la matriz cuyas filas son obtenidas de la evaluacién de
las funciones Aj_; ;» en los vértices de Vi_; y», es decir,

A, (Vevgry) - A, (Ve
Aprar = : : , (3.14)

Ay (Viewr,) o A, (Vi)
donde Ay, es la i-ésima funcién en Ay, @ € {1,...,m}, y ‘/[*Llrlj es el j-ésimo
vértice en Vi_y yn, j € {1,...,m}. Las ventajas numéricas que, como se menciond antes,

tienen las definiciones constructivas del conjunto Vi_j y» y el vector A_j y», se ven en el
siguiente lema [22].

Lema 13. La matriz Aj_y y» es no singular.

Prueba. Para probar este lema veremos que la matriz Aj_; ;» es triangular inferior y sus

elementos en la diagonal principal son diferentes de 0. Sea & un vértice en v[ﬁ? 1 donde

la r;-—ésima componente de x es



3.2. PARTICION SIMPLICIAL DEL HIPERCUBO [—1,1]". 45

Ty = (-9, je{l,..k} vy Ty = 0 Vr; #+ 7’3,

conrp € {l,.,n—k+1}, 1} € {T}_l,...,n—k‘%—j}, si j € {2,...,k}, ademss, cé-/ =

[(2"+1—4)/(2"7)], con i’ € {1,..,2"} 1. Y sea g (x) una funcién en A[(l_)lyl]n tal que

9(@) =7 ()% mg s (<) 7y )

con r{ € {1,.,n—1+1}, v} € {r}_,.,n—1+j}, con j € {2,...,1}, ademds c;'.” =

[(2"+1—1i") /(2"77)], con i” € {1,...,2'}. Asi, g(z) es un elemento en la diagonal de
Aj_y ) sty solo si

o ¥ =1 Vje{l, .k},

Se sigue que, si g (x) es un elemento en la diagonal de Aj_; ;)», entonces (—1)03' T (@) =
(—1)63', es decir que (— 1)CJ Ty (—1)C§', por lo que z,» = 1, Vj € {1,...k}. Asi,
A ®(1,...,1) =1, por (3.5) fenemos que g (z) = 1.

/
j

,Vj e {1 Sk} yi”" #14, se sigue que (—1)6; + (—1)C§' para
al menos un j = jx por lo que (—1)° 3*71'7,3/* (x) = (—1)C§*xr3/* = —1, por (3.5) tenemos que
g(x) = 0. Ahora, suponga k =l 'y 7] # r; , para algin j = j* € {1,...,k}, se sigue que

Suponga k = [, ] =

(— 1)C§*ﬂ v (x) = (— 1)C§*x » =0y por (3.5) tenemos que g (x) = 0.
Por ultlmo suponga que > k. Por hipotesis ex1ste un 7j,, con jx € {1,...,1} tal que
ri. # i, Vi e {1, ..., k}, asi, (=1)° 7 T (&) = (= 1)“ J*x v =0y por (3.5) tenemos que

g(x)=0.
Por lo que que la matriz A;_; ;» es triangular inferior y sus elementos en la diagonal
principal son diferentes de 0, en consecuencia es no singular.

Ejemplo 21. Continuando con el Ejemplo 18, para el cual Vi =

{0 0),(1 0),(=1 0,00 1),(0 =1), (1 1),(1 =1),(=1 1), (-1 1)}

y A[_1,1]2 —

[7(0) (1) 7(1) (71) 7(1) (—7T1) 7(;) (7T2) 7(1) (—7T2) 7(2) (7T17 7T2,) 7(2) (7T1, —7T27)

7(2) (_7T177TQa) 7(2) <_7T17 —T2, ):| )

tenemos que
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A[flvl}Q -

= R = = e =
OO R OO RO
_— -0 OO o~ O o
O O R O, OOO
— O, O, OO0 OO
O OO OO O OO
OO OO OO OO
O O DD OO oo O
— O OO O oo oo

N

Sea cf

i)l,l]" € R% con ¢; = 2 (Z), i €40,...,n} vy go = 1, un vector de coeficientes

0) (n)

Cl_11m € RX=0%  es decir, Cl_1," = [CE_M]TL e €y g

]. Asi, funciones de la forma

g(x) = C€1,1}7LA[—1,1]", (3.15)

g:[-1,1]" — R son funciones HL-CPWL definidas sobre la particién H, [~1,1"- Por lo que
se vera en el siguiente teorema [22], (3.15) nos proporciona una representacién general de
las funciones en PW Ly, . [-1,1]"].

Teorema 5. Las funciones en el vector A(_q 1» generan el espacio de funciones PW Ly,
[[=1,1]"]

Prueba. Sea f € PWLp_, . [[=1,1]"] y el vector A y» de funciones HL-CPWL definidas
sobre la particion H|_; ), la prueba se basa en encontrar una eleccién de parametros
tales que f pueda ser dnicamente representada por (3.15), puesto que los cambios en
la funcién ocurren en la interseccién de sus fronteras, f queda definida por los valo-
res que adquiere en sus vértices [22], se pretende encontrar un vector ¢_ i tal que
bi_i1r = Ap_11¢11ym, donde Aj_q» es la matriz (3.14) y b1 es el vector que re-
sulta de evaluar f en los vértices de V_; j». Por Lema 13, A_;» es no singular, por lo
que existe su matriz inversa A[__lu]n, en consecuencia es posible encontrar un tnico ¢j_y
jnbi-1,1)7, el cual satisface (3.15).

,1m

tal que ¢j_y 1 = A[__11,1

3.3 Particion simplicial ortogonal, uniformemente es-
paciada, de D, C R".

3.3.1 Descripcién del dominio.

Sea D,ec C R”

Diee i= {(:vl xn) 10 <x; <mydyi € {1, ...,n}}, (3.16)
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el dominio de las funciones PWL que trataremos en esta seccién, donde ¢ es el tamano
de paso de una malla que particiona a Dy y m; € Z*. La particion Hp_ de Diee
consideradas en esta secciéon estan formadas por los hiperplanos:

{x e R": 7k () = 2y — kyd =0},
z e R, 000 () =2; — (z; — k;0) = 0} ) (3.17)

l’]

z e R 7% (@) = (2 — kid) — ;= 0},
donde ¢ € {1,...,n}, k, € {1,....mg— 1}, k; € {1,...,m; — 1}, k; € {1,...,m; — 1}, i €

{1,..,n=1}yje{i+1,..,n}
Ejemplo 22. Sea

Deje:{$€R220§$1§3,0§$2§2},

con 6 =1, m; =3y myg=2. Hp,, estd dada por los siguientes hiperplanos:

weR2:w§°):x1:o}, wERQ:Wiéo’O):xl—xzz(]},

zeR:al) =g —1=0}, w€R2:7ri§O’l):azl—(x2—1):O :
wERZ:ﬂf)le—Q:O : m€R2:7T;§1’0):(x1—1)—x220 ,
zeR ) = =0}, 2R a2 = (2, —2) —ay =0},

iUERQI’/Tél):xQ—l:O},

como se observa en la Figura 3.3.

T2
2 De.
10
0 25|

19 20 30

Figura 3.3: D.j. y particién Hp,_,, del Ejemplo 22.

eje

Asi, Dgje se subdivide en ]}, m; hipercubos congruentes a [0,]". cada uno de ellos
particionado en forma similar a la del hipercubo [—1,1]" visto en la seccién anterior. Asf,
la particion forma simplices en cada uno de estos hipercubos como lo establece el siguiente
lema [22].

Lema 14. La particion Hp,, y los puntos OD .. en la frontera de D, particionan a D
en simplices que se obtienen al escalar los simplices de la forma A (v, ..., ), (3.1), por
un factor § y desplazarlos sumdndoles un vector p.
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Prueba. La prueba sigue la demostracion del Lema 10. Probaremos que los hipercubos de
D son una traslacién del hipercubo [0, 1]".

Sea p € R", con r;-ésima componente p,, € {0,...,m,, — 1} (con esta eleccién de
las componentes de p, se ubica a este vector en la interseccion de los hiperplanos de la
particién Hp,. )y sean § € R y la funcién homeomérfica ), : R® — R™ definida por

z="T,(x) =z + ip, (3.18)

la cual traslada [0,4]" a dp + [0,]", de modo que & = z — dp con componentes z,, =
Zris _6pn-7

Por el Lema 10, los hiperplanos {x € R" : 7, =0} y {zc ER":m; = 0}, con q €
{1,...n},ie{l,..,n—1}y j € {i+1,...,n}, particionan a [0,0]", resta probar que la
imagen de estos hiperplanos bajo la funcién 7}, pertenecen a la particiéon Hp,,., por lo que
veremos los siguientes casos:

(i) Dado el hiperplano {x € Rn : 7, = z,, = 0} y (3.18), tenemos, z,, — 0p,, = x;,, por
lo que z € {z e R™: 7T1(~pri) = 0}, conr; € {1,....,n}, p,, €{0,...,m,,}, el cual es un

hiperplano en la particion Hp,,, .

(ii) Dados los hiperplanos {w ERn:m . =xy — 2y = O} y (3.18), tenemos, (z, —
opr;) — (2r; — Opr,) = T, — Ty, se siguen dos casos:
: n . —(6Ar;,0)
e Sip,, > p,;. Dadoun A, = p,,—p,,, tenemos que z € {z eER" i, V= O},

conr, € {1,...,n—1}, r; € {m+1,...,n}, A\, € {0,....,m,,}, el cual es un
hiperplano en la particion Hp,, .

—(0,6)r.,
e Sip, > pr,. Dadoun A\, = p,, —p;,, tenemos que z € {z eR”: 7Tn-7(rj i) _ O},

conr; € {1,..,n—1}, r; € {rs+1,...,n}, A, € {O,...,mrj}, el cual es un
hiperplano en la particion Hp,,, .

Por lo que la particiéon Hp,, . y los puntos 0D, en la frontera de D,.. particionan a
Dy en sinuplices 5 (& (v ) + ).
[

Ejemplo 23. Continuando con el Ejemplo 22, los simplices resultantes de esta particion
son de la forma p+ A (0,e1,e; +e3) y p+ A (0,e2,e1 + e3), con p = (p1,p2), p1 € {0,1,2}
y p2 € {0,1} (Figura 3.3).

Por razones numéricas que seran vistas en la siguiente subseccién, los vértices de los
simplices que particionan a D, seran ordenados en un vector Vp__ de la siguiente ma-
nera: primero, los vértices son separados por clases, cada clase esta dada por el nimero de
elementos diferentes de 0 en cada vértice; también, los vértices pertenecientes a una misma
clase r € {0, ...,n} son ordenados en un vector ngc como se muestra a continuacion:

e Vértices de clase 0 (V[()?ZC): vértices sin elementos diferentes de 0, = 0.
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o Vértices de clase 1 (V[()I)C): > k=1 M, Vvértices con un elemento diferente de 0:

re

T = (g, 56k1,

donde k; € {1,...,n} 7. Ademas, para cada k; fijo, tenemos ¢, € {1,...,my, } T

Y (r) y. n—r+1 n—r+2 n
e Vértices de clase 2 < r < n (V' ): kit T D om0 Moo Do —ky 141 My

vértices con r elementos diferentes de 0:

T = qupdekp, (3.19)
p=1

donde las tuplas {ki, ...,k }, kv € {1,...,n—r+1} y k; € {k;j=1 +1,....,n — 1+ j},
Vi € {2,...,r} son A ordenadas. Ademads, cada tupla fija de indices {kq,...,k.},
gk, € {1,...,my,}, con i € {1,...,r}, es B ordenada.

Asi, Vp,.. se forma de la concatenacion de los vectores de vértices de clase r, V[(;;ZC,

re{0,..,n} 1.

Ejemplo 24. Continuando con el Ejemplo 22, los vértices de la particién Hp,, en D se
ordenan de la siguiente manera:

« V) (0 0).
. vlgge; (1 0),(2 0),(3 0),(0 1), (0 2).

o VP (101),(102),(2 1),(2 2,3 1),(3 2).
3.3.2 Conjunto generador del espacio PW Ly, [Drec)-

Sea Sp,.. = {1,7T,(€j’“6),k: e{l,..,n},jx €{0,....,my — 1}}7 con W,(f'“é) como en a) de (3.7)

y la funcién generadora v*) (-, ...,-) definida en (3.5). Un vector de funciones Ap_, es
definido y ordenado de la siguiente manera: primero, las funciones son separadas por su
nivel de anidacién [ € {0, ...,n} en un vector A%)rec, ademas, funciones con un mismo nivel
de anidacion son ordenadas como se muestra a continuacion:

e Funciones con nivel de anidacion igual a 0 (Ag) ): la constante 7@ (1) = 1.

rec

)
rec

198
’}/(1) (ﬂ_lgf’ﬂ )) ’

con ki € {1,..n} 1. Ademads, para cada k; fijo, tenemos j, € {0,...,my, — 1} T.

e Funciones con nivel de anidacién igual a 1 (A% ): k=1 M, funciones de la forma:
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: : o I —141 —142
e Funciones con nivel de anidacién iguala2 <1 <n (Agrec): ( o ZZF; 1 Mk,

S my, ) funciones de la forma:
=k 141 TV :

~® (W,kala), ...,W,Sljklé)) , (3.20)

donde las tuplas de indices {ky, ..., ki }, k1 € {1,....n — 1+ 1}, ky, € {kp_1,....,n — L+ h},
Vh € {2,...,1} son A ordenados. Ademads, para cada tupla fija de indices {k, ...,k },
gk, € {0, ...,my, — 1}, con i € {1,...,n}, son B ordenados.

Asi, Ap,.. se forma de la concatenacién de los vectores de funciones con nivel de

anidacién [, A%)mc, re{0,..,n} 1.

Ejemplo 25. Continuando con el Ejemplo 22, las funciones PWL en Ap_, se ordenan de
la siguiente forma:

o AD) 1 4O(1).
o D 4 (1), 40 (), 40 (52, 0 (), 50 ().

2 0 0 0 1 1 0 1 1 2 0
o AR, 4 (10 0), 4 (10 0), 4 (0, 0), 4 (0 0,4 (2, 9),

eje

7@ (2, 7).

Lema 15. El nimero de vértices en Vp,,. es igual al nimero de funciones en Ap,,, .

Prueba. Sea r € {1,...,n}, de (3.19), los vértices en Vg;gc son de la forma

T = qkflféekxlx + ...+ qkyéek;/, (321)
donde ki € {1,..,n—r+1} y k] € {kj 1+ 1,...n—r+j}, Vi € {2,..,7}, quv €
{1, ...,mkg/}, coni € {l,...r}. Seal € {1,...,n}, de (3.20), las funciones en A%)rec son de

la forma
~® (Wk(,fk/lé), .“7%(;,@26)) , (3.22)

donde k] € {1,...n—1+1}, kj, € {kj_y,..n—1+h}, Vh € {2,...,1}, ji € {0,....my
—1}, con i € {1,....,n}. De (3.21) y (3.22), se sigue que, si r = [, Vg) tiene el mismo
nimero de elementos que A%)reu por lo que Vp, . tiene el mismo nimero de elementos que
Ap,..

|

Como se menciond anteriormente, las funciones en Ap,  son también funciones HL-
CPWL, por lo que estas estan definidas en una particién, la cual se precisa en el siguiente
lema [22].
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Lema 16. Las funciones HL-CPWL en Ap,, estan definidas en la particion Hp,, vy
ninguna otra componente fue anadida a la particion.

Prueba. Esta prueba se realiza siguiendo la prueba del Lema 12. Las funciones y*) (..., ..., Tr,)
cambian su expresion al cruzar los hiperplanos

{x eR": 7, (x) =2, =0},
{a: eR":im,,(2) =20 — 2 = 0} ,

conrg € {1,...,n}, € {1,..,n—1} y r; € {ri+1,...,n}. Aplicando la transformacién
Tp (3.18) a estos hiperplanos tenemos

zeR": m(jpw (z)=0¢,

—(6Ar;,
zerin ) (@) =0l
— (0,6,

z e R": m%.,g.) ) (z) =0,

con rg € {1,...,n}, p,, € {0,...,mrq — 1}, ri € {l,.on—1} r € {ri+1,..,n} A\, €

{0,....my, =1} y A, € {O, oy My — 1}. Los cuales estan definidos en la particién Hp,__,
jry O jry 8 . , .

por lo que las funciones ~v® (mgf ! ), ...,mgljl )), Jrq {O, oy My — 1}, estdn definidas en

HDrec °
|

Por el Lema 15, Ap,  tiene el mismo nimero de funciones que Vp, . tiene de vértices.
Asi, sea Ap,.. € R™*™ la matriz cuyas filas son obtenidas de la evaluacion de las funciones
Ap,.. en los vértices de Vp,__, es decir,

A'Drecl (VDrecl) e ADrecm (VDrecl)
ADyee = : : : (3.23)

ADrecl (VDrecm) te ADrecm (VDrecm)

donde Ap,,.; es la i-ésima funcién en Ap,., i € {1,...,m}, y Vp,.; es el j-ésimo vértice
en Vp..., j €{1,...,m}. Las ventajas numéricas de se mencionaron en la construccién del
conjunto Vp, v el vector Ap, . se ven en el siguiente lema [22].

Lema 17. Ap, . es no singular.

Prueba. Para probar este lema veremos que la matriz es triangular inferior y sus elementos
en la diagonal principal son diferentes de 0. Sea

€Tr = qk/lféekxlx + ...+ (]k’r’éek;’a
donde ky € {1,...,n—r+1} y K € {kja+1,...n—r+j} Vj € {2,..,1}, qur €

{1, ...,mkgr}, con i € {1,...,r}, un vértice en Vg;ic, re{l,..,n}. Sea
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g(@) =" (wﬁf’“’l‘s), ...,w,fj'k”)) ,

donde ki € {1,..n—1+1}, kj, € {kj_y,..n—1+h}, Vh € {2,..,1}, jiw € {0,...,my
—1}, con i € {1,...,n}, una funcién definida en A%)rec, [l € {1,...,n}. Asi, g(x) es un
elemento en la diagonal principal de Ap,.. si y solo si

o r =1
o kl =kl VYved{l, ..r}
[} qu :,]k{) -+ ]_, VU < {]_, ...7T}

Para organizar la prueba los elementos de Ap,,, seran analizados, primero, por la clase
r de los vértices donde la funcion g es evaluada. Después, es organizada por el nivel de
anidacion [ para cada clase fija de vértices. Los elementos » > [ no seran considerados,
pues se encuentran por debajo de la diagonal principal de Ap,..

Vértices de clase cero (r = 0): estos vértices solo poseen un punto, el origen. Al
evaluarse en el bloque diagonal, es decir [ = 0, este se evalda tinicamente en (% (1) = 1.
Ahora veamos los elementos sobre la diagonal (I > ), tenemos que ﬁ(,]k@ ’) (0) = —jw 6 <0,

Yo e {l,.,l} y Viu € {O, ey My — 1}, por (3.5) tenemos que g (x) = 0.
Vértices de clase uno (r = 1): sea [ = r, tenemos los siguientes casos:

s 0
e Suponga k} # ki, tenemos que wlgzkl ) () = —jrd <0, Vi, € {O, oy MR, — 1}, por
(3.5) tenemos que g (x) = 0.

e Suponga ky = ki y g — 1 = jur, es decir, que es un elemento en la diagonal de
(jk,a

1

Ap,.., tenemos que m, ) () = quvd — jxy 6 = 0, por (3.5) tenemos que g (x) = 9.

e Suponga k| = ki y quy < jiy, es decir, elementos sobre la diagonal principal de Ap, ..,

(e

tenemos que ) () = qry6 — jiy 0 < 0, por (3.5) tenemos que g (x) = 0.
Sea [ > r =1, de donde se desprenden dos casos:
.1 0
e Suponga ki # ki, Yv € {1,...,1}, tenemos que W,SZ’“” )(:1:) = —jid <0, Vi €
{0, ...,my, — 1}, por (3.5) tenemos que g (z) = 0.

s 0
e Suponga que existe un vx € {1,...,1} tal que k!, # ki, tenemos que W]g]k”* ) (x) =

/
v

— k. 0 <0, Vi, € {0,...,myy, — 1}, por (3.5) tenemos que g (z) = 0.

Vértices de clase (r > 1): sea [ = r, tenemos los siguientes casos:
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(jkéj‘;) (x) =

e Suponga que existe un v € {1,...,r} tal que k| # k!, tenemos que 7,
— k0 <0, Vi € {0, ey Mgy — 1}, por (3.5) tenemos que g (x) = 0.

e Suponga k, = k| y qrv — 1 = jp, Yv € {1,...,7}, es decir, que es un elemento en la

s &
diagonal de Ap__, tenemos que W,g,jk” ) () = qryé — jr, 6 = 0, por (3.5) tenemos que
g(x) =94
e Suponga ki, = ki y g < jr, Yo € {1,...,7}, es decir, elementos sobre la diagonal
s 0
principal de Ap, ., tenemos que W,E,Jk” ) () = qrrd — Jiy,0 < 0, por (3.5) tenemos que

g(x)=0.

Sea [ > r, es decir, elementos sobre la diagonal principal de Ap, ., existe un vx €

(j/(5

{1,...,1} tal que k., # K, Vv € {1,...,r}, tenemos que wk;f”* ) () = —jw, 0 <0, Vi, €
{0, ...,my,, — 1}, por (3.5) tenemos que g (x) = 0.

V*

Por lo anterior la matriz A es diagonal inferior y por tanto es no singular. ]

Ejemplo 26. Continuando con el Ejemplo 22, para el cual Vp . =

eje

(1 0),(2 0),(3 0),(0 1),(0 2),(1 1),(1 2),(2 1),(2 2),(3 1),

00 40 (=) 0 () 0
0 (=0 5) 5 (0. 70)

tenemos que

) A0 (x7) A® (7)) 4@ (ﬂo)ﬂrio))
L) 0 (Y (s,

2
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/N N
=

ADeje
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() a o n—r+1 n—r+2 n .
Sea cp, € R%con ¢; = it T Do Mg D — a1 My )5 @ € {0,.,m}

¥ qo = 1, un vector de coeficientes cp,.. € R>i=0% es tal que cp,.. = [cgr)ec cgr)ec}. Asi,

funciones de la forma

g(m) = CgrecADrec7 (324)

g ¢ Diec — R son funciones HL-CPWL definidas sobre la particion Hp,_ . Pero ademés
toda funcion continua PWL definida en D,.. puede representarse como un elemento de
PW Ly, [Drec) mediante (3.24) como se establece en el siguiente teorema [22].

Teorema 6. Las funciones en el vector Ap,,. generan el espacio de funciones PW Ly,
[Drec]

Prueba. Sea f € PW Ly, [Drec] v €l vector Ap,.. de funciones HL-CPWL definidas sobre
la particiéon Hp, , la prueba se basa en encontrar una elecciéon de parametros tales que
f pueda ser tnicamente representada por (3.24). Puesto que los cambios en la funcién
ocurren en la interseccion de sus fronteras, f queda definida por los valores que adquiere
en sus vértices [22]. Se pretende encontrar un vector ¢p,,. tal que bp,.. = Ap,..cp.,.., donde
Ap,.. es la matriz (3.23) y bp,.. es el vector que resulta de evaluar f en los vértices de
Vp,... Por Lema 17, A_;;» es no singular, de modo que existe un tnico ¢p,. tal que

¢p... = Ap. bp,,., el cual satisface (3.24).
|

3.4 Propiedades computacionales.

Sea f una funcién en el espacio de funciones PWL definido ya sea en la subseccion 3.2
0 3.3. De Lema 13 y el Lema 17 tenemos que A|_j» y Ap,,, respectivamente, son
triangulares inferiores, esto nos permite calcular los vectores de coeficientes en (3.15) y
(3.24) sin invertir las matrices Aj_11» ¥ Ap,,.. Sean a;; el i, j-ésimo elemento ya sea de
la matriz Aj_q 1 o de la matriz Ap,, ¢; el k-ésimo elemento en el vector de coeficientes
ya sea en (3.15) o en (3.24), respectivamente, y sea b, el [-ésimo elemento del vector que
resulta de evaluar a f en los respectivos vértices de su particion. Tenemos que cada uno
de estos coeficientes pueden ser obtenidos de forma recursiva por

_ 1
G = a1 b17

(3.25)

Cr = aii (bz - Z;_:ll ai,pcp> )
mds aun, los valores en la diagonal principal de estas matrices satisfacen que a;; =1y
Qi = 0.

Como se muestra en [22], las representaciones HL-CPWL con particién simplicial pre-
sentadas en este capitulo poseen el nimero minimo y exacto de parametros requeridos para
representar una funcion PWL f en los espacios de funciones presentados. A continuacién
hacemos una comparacién de los parametros requeridos para representar estas funciones
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en el caso de la representacion estandar y la representacion CPWL. Esta comparacién se
hace de la siguiente forma. Suponga (3.16) con m; = k, i € {1,...,n}. En este caso D
tiene k™ hipercubos, cada hipercubo tiene n! simplices y el niimero de vértices es (k + 1)".
Se sigue que:

e Representacién estandar PWL: por cada simplice es necesario almacenar (n + 1)
parametros que definen al vector gradiente y la constante (2.4) de cada regién, asi,
almacenamos n! (n + 1) pardmetros por hipercubo. Entonces, el nimero total de
pardametros es k"n! (n +1) = k™ (n + 1)\

e Representacion HL-CPWL: por el Lema 15 y el Teorema 6 el ntmero total de
pardmetros en esta representacion es (k + 1)".

e Representacion CPWL: El ntimero de parametros es igual al nimero de hiperplanos

de la particién (3.17) més (n + 1) del término afin en la expresion CPWL lo que da
n
2
este tipo de representacion solo puede usarse para representar funciones PWL con
variacién consistente.

un total de pardmetros de kn + (2k — 1) +n+1. Cabe sefialar nuevamente que

Finalmente, desde el punto de vista de aplicabilidad, comparado con los métodos look-
up table, note que ambos métodos almacenan el niimero de parametros dados por los
valores de la funcién f en sus vértices. Ademads, los métodos look-up table necesitan
almacenar (n + 1) indices por simplice para identificar estos valores, lo que da a un total
de k™ (n+ 1)! de indices, a esto hay que sumar los pasos del algoritmo para interpolar
valores intermedios de forma adecuada. Esto contrasta con la representaciéon HL-CPWL
que necesita almacenar y evaluar (k + 1)" funciones v (7, ..., m;).






Capitulo 4

Resultados de este trabajo.

4.1 Generalizacion de la representacion HL-CPWL
con particion simplicial.

En esta seccion se abordara un esquema que permite construir representaciones HL-CPWL
de funciones continuas PWL con particiones basadas en mallas simpliciales mas generales
que las mostradas en el Capitulo 3. Para ello se seguiran los siguientes pasos: primero,
se realizard una descripcién del dominio de las funciones a representar, donde ahora los
hiperplanos estaran determinados por un vector normal a ellos y un vector de desplaza-
miento, también, se vera que el nimero de hiperplanos en la particion es el necesario para
garantizar que cada interseccion sea con degeneracién minima; el segundo paso consiste
en construir un vector de funciones HL-CPWL haciendo uso de la funcién v*) (3.5) y los
hiperplanos en la particién descrita en esta seccién. Ademas, se probara que las funciones
que componen este vector generan el conjunto de funciones PWL con la particion y el
dominio dados; seguido de esto, se describira un algoritmo que permita construir repre-
sentaciones HL-CPWL de las funciones PWL de que se estan tratando; por ultimo se
realizara un analisis de las propiedades computacionales que este esquema de construccion
posee.

4.1.1 Descripcion del dominio.

Sea = ={& :i=1,...,n} una base de R™, donde la j-ésima componente de &; se denota
por &;;, sea M € R"*" una matriz de cambio de base de la base canonica a la base =, de
modo que

511 e 5711
M=o
§1p oo Cnn

Consideremos al espacio de funciones PW Ly, [Dgen] con particién Hp,,,, que se
precisa mas abajo, definida en

o7
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Dgen == {MT:L' +p:x= (a:l a:n) eR",0 <z <myie{l, ...,n}}, (4.1)
donde m; € Z", p € R". Ademds, tenemos que
Mz = ixiéi, (4.2)
por lo que todo punto &’ € Dy, es de la forn:;
x = i ;& + p, (4.3)
i=1

con 0 <x; <my, i €{1,..,n}.

Ejemplo 27. Dados los vectores en R%:

T T T

51:<]— _1> ) 52:(]— 2) ’ p:(_?’ _1) )
y los enteros m; = 2, my = 3, en la Figura 4.1a podemos apreciar, en comparacion con el
esquema de particion ortogonal y uniformemente distribuida visto en el capitulo anterior,
que los vectores &1 v & nos dan la direccién en la que se orienta al dominio de las funciones
PWL a tratar. Ademaés, vemos que el vector p desplaza fuera del origen a Dgey,.

1 X9

3

L1

&

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Vectores &;, & y p del Ejemplo 27. (b) Conjunto Dej. C R? del Ejemplo
27.
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Tenemos entonces que
1 1
Mp,. = (—1 2) :

Dye={Mp z+pia= (01 ),0<n<20<w<3}),

por lo que

de modo que todo punto &’ € Dy (ver Figura 4.1b) es de la forma

' =n1&+ 26 +p, 0< 2 <2, 0< 2y <3

A continuacién, definiremos a la particién Hp,, de tal forma que sus intersecciones
entre hiperplanos tengan la propiedad de degeneraciéon minima y sean del mismo orden
que la dimension del espacio de salida.

Sea S;, i € {1,...,n}, el subespacio de dimensién (n—1) con vector normal a;, generado
por los vectores §;, j € {1,...,n}, i # j, mas atn, los vectores a; pueden ser elegidos tales
que

ale; >0, ie{l,..,n}, (4.4)
alé; =0, ie{l,..,n}, je{l,..,n}, i #3]. '

Los hiperplanos S; se intersectan en 0, de acuerdo a (2.15), para formar una interseccion

de degeneracion minima de n-ésimo orden se necesitan N, | = hiperplanos mas

n
2
intersectandose en 0.

Sea S;j, i€ {l,...,n—1} 1,5 € {i+1,..,n} T, el hiperplano generado por el vector
& + & y los vectores &, k € {1,...,n}, k #1,j. Sea

¢(=> & (4.5)
h=1

tenemos que o¢ € 5, ;, 0 € R. Asi, la intersecciéon de cada una de las N,_; intersecciones

., . 1 . ., ~(n—1 . ., .
con degeneracién minima S@'( j) es una interseccion Sf;nf)l), esta interseccion es una variedad
lineal de dimension 1, por lo que sus puntos z son de la forma

z=0C.
Sea w; j un vector normal a S’i,j» tenemos
wl& #0, wl& #0, i€{l,..,n—1}, je{i+1,..n},
wi; (& + &) =0, ie{l,..,n—1}, jef{i+1,..,n},

w; ;& =0, ic{l,.n—1}, je{i+1,..n},
ke{l,..,n}, ki j.
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Por (2.17), todo vector w; ;, i € {1,....,n— 1}, j € {i+1,...,n}, es de la forma
wij = pij (aio — aja), (4.7)
donde los coeficientes ay, k € {1,...,n} y p;; son escogidos como en (2.21).

Lema 18. Sean w;; un vector como en (4.6) y oy y o; dos vectores como en (4.4), los
cuales cumplen con la relacion (4.7), con coeficientes (2.21), entonces a;al &€; = aja;fréj >
0, para todo i,j € {1,...,n}.

Prueba. Por (4.6) se tiene que

w/; (&i+&)=0. (4.8)

De (4.7) y (4.8) se sigue que
(s —ajaf) (& + &) = 0. (4.9)

Usando (4.4) y (4.9) tenemos

Por (4.4) tenemos que ara! & > 0, k € {1,...,n}, por lo que a; > 0 si y solo sf a; > 0.
Por (2.21) tenemos que a; > 0, entonces a; > 0. Llamaremos a este valor comin por

§:=aalé; >0, Vie{l,..,n}. (4.11)

n

Para representar las funciones que caracterizan a los hiperplanos utilizados en la par-
ticién que se describe en esta seccién de manera compacta, usaremos la siguiente notacion.
Dados los enteros, i, j, q, ki, k; y kg,

a) o " (@) = af (@ — k&, — p),

—(ksky), (4.12)
b) mare?? (@) = ol (@ — k& —p) — of (@ — ki€, — p).
Por lo anterior, la particion Hp,, estd dada por los hiperplanos
xreR": Wé’j‘éﬂf (x) = 0} :
(4.13)

—(ki,kj),
x e R": Waiéi,a].gf(a:) = O} :

donde ¢ € {1,...,n}, k, € {0,....m; — 1}, k; € {0,...,m; — 1}, k; € {0,...,m; — 1}, i €
{1,..n—=1}yje{i+1, .. n}

Ejemplo 28. Continuando con el Ejemplo 27, los hiperplanos generados por los vectores
&1, &y & + & son Sy, Sy, v 512, respectivamente, senialados en la Figura 4.2a, estos a su
vez tienen vectores normales

=2 -1)", a=(1 1) w,=01 -2,
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para los cuales, los coeficientes que cumplen con la relacién (4.7) son
wip = pij(Gon —axon), ai=1,a3=1, po =1
Por lo que la particién Hp,, (ver Figura 4.2b) se forma por los hiperplanos
xR mk (2) =201 — 2, +5=0],
x cR?: alal(az): 201 — 19 +2=0¢,
x cR?: a2a2($):$1+$2+4—0 ,
azeR2:7ra?a’;(w)= r1+x2+1=0¢,
wGRQ:ﬂamQ(az):xl—i—xg—Q—O ,
mERzzﬂalalazw(w) =2, —205+1=0¢,
reR?: 7 ;f,ﬁifzg’w () =21 — 229 +4=07¢,
wER2: 7 0P (x) =12 — 220+ T =0},
zeR: 80P (2) =2 — 22y —2=0
1 To
S
&
S12
1+ &2
| L1
” &
S2
(a) (b)
Figura 4.2: (a) Hiperplanos S, Sy y Si2 generados por los vectores &1, €2y &1 + &o,
respectivamente. (b) Particién Hp,, de Deje.
Por otra parte, dados los simplices
A (v, ....,0. ) +u, uecR" (4.14)

donde
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k
=> &, Vke{0,..,n},
=0

conry € {l,.n—k+1}, r, e {rii+1,...n—k+i},ie{2,..,ntyv, =&, =0,
tenemos el siguiente lema.

Lema 19. Los hiperplanos de la particion Hp,,, y la frontera 0D ye, de D gep, subdividen a
D yen en simplices (4.14).

Prueba. Para probar este lema primero veamos que la particion Hp,  dada por (4.14) con
kg kivk; =0, qe{l,...,n},ie{l,..,n—1}yje{i+1,..,n}yp=0, estd dada por
los hiperplanos

a) yx €R": Waqaq } (4.15)
4.15
b {zeRrr: wg?o?),ajaj (x) = }
y la frontera Dy, de Dy, = {MTm S = (:cl xn) 0<z;<1,i=1, ,n} particio-
nan a Dy, en simplices (4.14) de la forma A (vy,, ..., v;,).

Veremos que cada arista de los simplices (combinacién convexa de dos vértices) resulta
de la interseccion de un conjunto de hiperplanos en la particion Hp, vy 8Dgen
Sea 2" € Dy, de (4.2) 2’ puede ser expresado por 2z’ = Mz, donde cada i-ésimo
elemento de z es 0 < z; < 1, con i € {l,....,n}. Por lo que, si existe una i-ésima

componente de 2z tal que 2; = 1, tenemos que 2’ € 9Dg,,. Ademds, de (4.2) se sigue que

MTZ = i Zzéz
=1

Sea 2’ € Dj,, vy un vector ajcy, con j € {1,...,n}, supongamos que a;c] 2’ = 4, por
(4.16) tenemos que

a;Q; (Z zz&) = ziajajrfl + ..+ znajajrfn = 0. (4.16)
=1
Ademéds, por (4.4), tenemos que aja;rﬁ(i) =0,Vi{l,..,n}, i # j, por lo que (4.16) se
reduce a

Zjajaffj = 5 (417)

Por (4.11) y (4.17), tenemos z;6 = d, por lo que z; = 1. Se sigue que z estd en 9D,
Asi, para todo @ € D}, tal que a;a @ =6, & € ID),.
Sea y un punto en una arista de un simplice A (v,,,...,v,, ), puesto que los puntos en
los bordes pueden ser vistos como una combinacion convexa entre dos vértices del simplice,

tenemos
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k1 ko
y=> (Zsm) +(1—b) (Z@l) ,

con b € [O, 1], kl,kg S {1,...,71}, kl % kQ, T € {1,...,7’L— ]{]1 + 1}, T, € {?"2',1 + 1,...,71—
ki+i}, i € {2,..,n}, r; € {rjo1+1,...n—ke+j}, j € {2,....,n}. Supongamos sin
pérdida de generalidad que kg > ky, asi

k)l k2
v= (e ) on( 3 e).
=0 i=k1+1
Ademds, dado un ajo;, j € {1,...,n}, tenemos por (4.4) y por (4.11) que aja}ry €
{0,(1 —b)4,d}. De aqui se desprenden los siguientes casos.

e Supongamos que ajajry = § para algin j € {1,...,n}, entonces y estd en 0D’
Ademds, supongamos axc] y = 6 para algin h € {1,...,n}, j # h, tenemos apoy —

aja]Ty = 0, por lo que y esta en el hiperplano {:I: e R": W;}:&Oh’?g;%j (x) = 0}, el cual

estd en la particion Hpr .
gen

e Supongamos que ajochy = 0 para algin j € {1,...,n}, entonces y estd en {x € R":

Wé?)o;? (x) = 0}, el cual esta en la particion Hp, . Ademas, supongamos ahajTy =9

para algin h € {1,...,n}, j # h, tenemos apaly — ajajTy =0, por lo que y esta en

el hiperplano {az eR™: w;};go,;?g;‘;j (x) = O}, el cual estd en la particion Hp, .

e Supongamos que ajaJTy = (1 — b) § para un tnico j € {1,...,n}, entonces ayaly €
{0,0}, h € {1,...,n}, j # h, por lo que se cumplen alguno de los dos casos anteriores.
Ademés, si ajofy = (1 —b)d para algin j € {1,...,n} y apajy = (1-0)d, h €
{1,...,n}, j # h, entonces apajy — a;aly = 0, por lo que y estd en el hiperplano

{:1: eR": W;}[&O}j%}%j (x) = 0}, el cual estd en la particion Hp,_ .

!/

gen €11 simplices

Por lo que la particién Hp, v la frontera 0Dy, de Dy, particionan a D
(4.14) de la forma A (v, ..., v,,).

Ahora, veamos que los hiperplanos {:13 e R™: WC(L]ZZM)q’p (x) = O} y {:13 e R": w;é’fz’jﬁ))f’ ()
=0} conqg € {1,.,n},i e {l,.,n—1} y 5 € {i+1,..,n}, k, € {0,....,m; — 1},
k; € {0,...,m; — 1}, k; € {0, ...,m; — 1} y la frontera 0Dy, de Dge, particionan a Dy, en
simplices (4.14).

Seauw=p+ Y . k&, conk; €{0,..,m; — 1}, y la transformacién T, : R* — R",

Tu(x)=x+u =z, (4.18)
la cual traslada los sfmplices A (Vy,, ..., ;) en Dy a Dgen = Dy, + .

Puesto que los hiperplanos a) y b) de (4.15) particionan a D’ en simplices A (v, ..., V., )
en Déen, moviendo estos hiperplanos, estos subdividen a Dge, = ngen + w en simplices

(4.14). Resta ver que estos hiperplanos trasladados estan en la particién Hp,,,.
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e Sea x un punto en un hiperplano a), por (4.18) tenemos que

aga) (z — u) = agar] (z—p Zkél)—O

de (4.4) tenemos que aqer) (2 — k&, —p) = 0, por lo que z € {CC € R": W((zlzg;p (x)

=0} con g e{l,...n}, k, € {0,...,m,; — 1}, el cual es un hiperplano en la particién
Hp,.,-

e Sea x un punto en un hiperplano b), por (4.18) tenemos que

aiaT(z—u)—ajaT(z—u):
aix (z—p 2= q€q> (z—p Dt qéq): ;

de (4.4) tenemos que a;] (2 — ki&§; — p) — a0 (z — k& —p) = 0, por lo que
z € {m eR"™: W;c(,kaljiljp(m) = O} con k; € {0,....,m; —1}, k; € {0,...,m; — 1},
ie{l,...,n—1}yj€{i+1,..,n}, el cual es un hiperplano en la particion Hp

gen *

Por lo que la particién Hp,,, y la frontera 0 Dge, de Dge, particionan a Dy, en simplices
de la forma (4.14).

Ejemplo 29. Continuando con el Ejemplo 28, los simplices resultantes de esta particién

son de la forma u + A(0,&1,& + &) v u + A(0,&,& + &), con u = p + 2221 k&,
k1 € {0,1} v ko € {0, 1,2} (ver Figura 4.2b).

Por razones numéricas que seran vistas en la siguiente subseccién, los vértices de los
simplices que particionan a Dy, seran ordenados en un vector Vp, . de la siguiente manera:
primero, los vértices son separados por clases, cada clase estd dada por el nimero de
vectores base usados en su construcciéon; también, los vértices pertenecientes a una misma
clase r € {0, ...,n} son ordenados en un vector Vg;n como es descrito a continuacion.

£ops 0 - . .,
e Vértices de clase 0 (Vl()gln): vértices sin vectores £ en su construccién, € = p.

[ 1 - .
e Vértices de clase 1 <V1(7g1n): > ki—1 M, Vértices vector & en su construccion:

T = q, &k, + P,
donde k; € {1,...,n — 1} 1. Ademés, para cada k; fijo, tenemos qx, € {1,...,my, } 1.

- —rt1 2
e Vértices de clase 2 < r <n (Vé;in): ( P SR S mkr)

vértices con r vectores &£ en su construccion:
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p=1

donde las tuplas {ki,....k;}, k1 € {l,...,n—r+1} v k; € {kj_1,...n—1r+j},
Vi € {2,...,r} es A ordenado. Ademés, para cada tupla fija de indices {k,..., k. },
qk, € {1,....my,}, 1 € {1,...,r}, es B ordenado.

Asi, Vp,., se forma de la concatenacién de los vectores de vértices de clase r, Vl()r‘)

{0, ..n} 1.

Ejemplo 30. Continuando con el Ejemplo 29, los vértices de la particion Hp,,, en Dy se
ordenan de la siguiente manera:
V(s )T
o Vi (=2 2)", (-1 =3)", (=2 1)", (-1 3)", (0 5)",
e VS (-1 0), (02,1 9 (0 -1 1,23
4.1.2 Conjunto generador del espacio PW Ly,  [Dgen|.
Sea Sy, = {1,7r((1],;’“02,;p,k e{l,...,n}t,jr€{0,...,my — 1}} con 74P como en a) de

(4.12) y la funcién * (-, ..., ) definida en (3.5). Un vector Ap,,, de funciones HL-CPWL
es definido de la siguiente manera: primero, las funciones son separadas por su nivel
de anidacion [ € {0,...,n} en vectores A%Len, ademas, funciones con un mismo nivel de
anidacion son ordenadas como se muestra a continuacion:

e Funciones con nivel de anidacién igual a 0 (Ag;en): la funcién constante 4 (1) = 1.

(1

e Funciones con nivel de anidacién igual a 1 (A’ ): >°F _) my, funciones de la forma:

)
gen
Jky )P
7(1) (Tr‘gk;gl@é)kl > )
con k; € {1,...n} 1. Ademds, para cada k; fijo, tenemos ji, € {0,...,mz, — 1} 1.

. . . s @ . n—I+1 n—I142
e Funciones con nivel de anidacién iguala2 <1 <n (Ap ) it Ty D pgher 1 Tk

S my, | funciones de la forma:
ky=ky_ 141 Tl :

Jky )P Jk; )P
7(1) (,/T(gkf})é)kl 7"'77r(§kf(l)t)kl ) ) (420)

donde las tuplas de indices {k1, ..., ki }, k1 € {1,....n =1+ 1}, k; € {kj_1,...,n — 1+ j},
Vi € {2,...,1} es A ordenada. Ademads, cada tupla fija de indices {ki,..., %k},
gk, € {0,...,my, — 1}, con i € {1,...,n}, es B ordenada.
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Asi, Ap,,, se forma de la concatenacién de los vectores de funciones HL-CPWL con
nivel de anidacién [, A%)gen, {0,...,n}.

Ejemplo 31. Continuando con el Ejemplo 27, los vértices de la particion Hp en D se
ordenan de la siguiente manera:

° A Dyt Y ©)(1).

) ]' b 0 k] k)
o AD) AW (7E0R), 40 (75R), 40 (722, 40 (7R, 40 (7E2).

o AZL @ (mi w0 ), @ (i, w3k ), 7@ (whll, R ), v (L mik )
1), 1), 1), 2),
7 (mﬁ&fz, niR), 1@ (nih, w2,

Como se vio anteriormente, los elementos en Ap,., constan de funciones de valor ab-
soluto anidadas, méas atn, estas son funciones HL-CPWL, por lo que estas se encuentran
definidas dentro de una particién lineal, la cual se precisa en el siguiente lema.

Lema 20. Las funciones HL-CPWL en Ap,,, estin definidas en la particion Hp,,, Yy
ningun otro hiperplano fuera de Hp,,, fue anadido a la particion.

Prueba. Dado el vector Ap,,, de funciones de la forma (4.20), puesto que una funcién
PWL se se define por sus funciones locales afines (2.4) y las cuales cambian cuando se
cruza un hiperplano de su particién, para probar este Lema, veamos que los cambios de
valor de las funciones en Ap, . ocurren solamente al cruzar un hiperplano de la particiéon
Hp,.,. La prueba la realizamos por induccién en el nivel de anidacién de las funciones en
Ap,..-

Sea (1) (ﬁfjﬁf’), con k; € {1,..n} vy j,, € {0,...,m,, — 1} una funcién en Ag),
(jTl)vp )
ar oy | ) -

reduciendo (3.2) tenemos que ™) (msjﬁx)lp) =1 (wffj lozf + |

Dado un € R", tenemos
o () - { @) 5 A 2o
10y 0 si mgrl% (x) < 0.

Por lo que hay un cambio al cruzar {az eR”: WC(L]TI 163: (x) = 0}, el cual es un hiperplano
en la particion Hp,,,.

Supongamos que las funciones HL-CPWL en Ag;en estan definidas en la particién
Hp,.,, es decir que las funciones de la forma

0 ()P G
’y Traklo‘kl AR Trakrrakr ?
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con ky € {1,...n—r+1}, ky € {kp_1,...n—r+h}, Vh € {2,..,1} v jr, € {0,...,my,
—1}, con i € {1,...,n} estan definidas en la particion Hp,,,. Sea

(r+1) (jkl ):p (ji%qu1 ),p
Y Traklf’ékl ) "'77Takr+1akr+1 )

conky € {1,...n—(r+1)+1}, kj € {kj_1,..on—(r+1)+j}, Vje{2,..., r+1)}y

gk, € {0,...,my, — 1}, con i € {1,...,n} una funcién en Agﬂ). Por (3.5) tenemos que
Jky )P Jkypiq )P
D) (740) ,...,wﬁkj;lg)wl) —
( . . . .
) mi st 0 ml? <0 (wl e milil? ).
Jko )P Jkyyq )P . Jko )P Jkyiq )P Jkq )P
20 (i) 0 (el ) < 207
\ c)0 si W,SZ:(&)ICT < 0 para algin g € {1,....k + 1},

de donde se desprenden tres casos.
(i) Supongamos que ocurre b), por hipétesis 1) (wﬁifgi’f, s WC(LZI::JIIQ),GZJ esta definida
en la particion Hp,,,
(ii) Supongamos que ocurre c), tenemos que los cambios ocurren cuando se cruza el
hiperplano {:I: e R™: wgﬁjgl’f (x) = 0}, qg € {1,....,7 + 1} el cual es un hiperplano

en la particion Hp,,, .

(iii) Supongamos que ocurre a) y b) tenemos que

Jky )P r Jky )P Jkyyq )oP
) = (Aa) ,...,ng';;lgw) , (4.21)

por (3.5) tenemos que

ko )P
G)e o) e
, ko )P Jkyy1 )P )
) (W%’g,@ ,...,mkrﬁgml) - : (4.22)
(jkr+1)7p

» ROk q Xy
en la region {a: € R™: mgi:qal’f (x) > O}, Vg € {2,...,7 + 1}, las cuales son funciones

(jkl),P (ZB) B

afines, por (4.21) y (4.22) los cambios de expresién ocurren en {ZL‘ € R" : gy, i,

wﬁi’;‘g)k’f () = 0}, es decir, en {a: eR":ap, o (€ — ji, &k, — P) — akqa}fq (w — Jky&ny

(Jky kg )P . -y
—D) = Tay, oy, ax,en, () = 0, el cual es un hiperplano en la particién Hp,,, .
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Por lo anterior, las funciones PWL en Ap,_, estdn definidas en la particion Hp,,, y
ningun otro hiperplano fue anadido a la particion.
n

Sea Ap,., € R"*! la matriz cuyas filas son obtenidas de la evaluacién de las funciones
Ap,., en los vértices de Vp,,,, es decir,

ADgenl (VDgenl) T ADgenh (VDgenl)
Ay, = : : , (4.23)

ADs (Voun) - A, (Voron))
donde Ap,,,, es la i-ésima funcién en Ap,,, 7 € {1,....h}, y VDyen; €5 €l j-ésimo vértice
en Vp,.., 7 € {1,...,1}.

Lema 21. Ap ,, es una matriz cuadrada.

Prueba. Para esto probaremos que Vp,,, tiene el mismo nimero de elementos que Ap,_, .
Dado un r € {0, ...,n}, por (4.19), los vértices en Vg;n son de la forma

T = quy&ry + -+ Gy &y + P, (4.24)

donde k! € {k/_;+1,..,n—r+i}, i€ {1,..,r}y ay € {1,....,mk;_/}, je {1,..,r}h

Por (4.20), las funciones en A(Dl)gen son de la forma

A (ﬁ(gi,fa)k,f : ,WEZ?QJ) ) (4.25)

donde K} € {k_y +1,..on =1 +i}, i€ {1.,0}yju € {0, s T — 1}, je {1,..,0).

De (4.24) y (4.1.2), Vé’;n tiene el mismo nimero de elementos que A%)gcn, sil=r.Se
sigue que Vp,,, tiene el mismo nimero de elementos que Ap ., asf, Ap_ es una matriz
cuadrada.

[

Las ventajas numéricas de la construccion ordenada de Vp,., v Ap,., pueden verse en
la prueba del siguiente lema.

Lema 22. Ap_ es no singular.

Prueba. Para probar esto veremos que Ap,., es triangular inferior y que sus elementos en

la diagonal principal son diferentes de 0. Sea @ un vértice en VD(T) (como en (4.24)) de la
forma

x = qey&py + ...+ Gy + P,
donde k! € {k;’_l +1,...,n— 7"—}—2'}, ie {1,..,r}y Q€ {1,....,mky}, je {1,..r}. Y

sea ¢ (x) una funcién en A%) (como en (4.1.2)) de la forma
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) (31, P (jki>’p
TV oty oo Tageny |

donde K € {K_, + 1,on—1+i}, i€ {11}y ju € {0,....,mk; _ 1}, je {1,..,0).
Dada la evaluacién de la funcién g (x), esta es un elemento en la diagonal de Ap,,, s
y solo si:

o r =1
o Kkl =kIl,ve{l,. . I}
® gy :,]k{] + ]_, v E {1,,l}

Para simplificar la prueba, las entradas en Ap,., serdn clasificadas, primero, por la
clase r de los vértices en los que es evaluada la funcién g. Ademads, las funciones g se
organizan por su nivel de anidacién para cada clase de vértices fija.

Vértices de clase cero (r = 0): entonces & = p. Supongamos | = 0, tenemos que

7© (1) = 1. Supongamos [ > r, tenemos que wéifl”a)%p (p) = aklva;f; (p— juér, —p) =
CL]%Q{; (_jk;fk;}) = —jk;)ak;a;‘gjé%, por (411) tenemos Wf(ljk?o)‘z) (p) = —3%5 < 0, Yv €

{1, 1} y Vi € {0, oy My, — 1}, por (3.5) tenemos que g (x) = 0.
Vértices de clase uno (r = 1): supongamos [ = r = 1, tenemos los siguientes casos:

Ji! )P .
e Supongamos kj # ki, tenemos ng,fla)k,l (x) = aklla;f,l (p+ awr &y — Jw &, —p) =
, . Iy )P . .
akflaf,l (qkllxskrlx — jkiski% por (44), Se sigue chk;}l)k'l (213) = akflaf,l <—jk/1€kll) = —jkllakll
NV
a;f,lfkfl, por (4.11) tenemos mgi,f}l)k,l (®) = —jrd <0, Vi € {O,...,mk/1 — 1}, por
(3.5) tenemos que g (x) = 0.

e Supongamos ky = ki y g = ji + 1, es decir, que g(x) es un elemento en

(jki)’p (z) =

la diagonal de Ap,,, tenemos Ty G = akllaf,l (p+ Q€ — T _p) =
ag oy (e — i) = ameqy (g + 1) & — Jnéy) = ama, &y, por (4.11)

se sigue Ta, &, () =6, por (3.5) tenemos que g (x) = ¢.
1 1

e Supongamos k) = ki y quv < ji, es decir, que g (x) es un elemento sobre la dia-

()

gonal principal de Ap,,, , tenemos Ty oy (x) = akiafi (p + qrr & — Jr &k — p) =
. . . jk/ P
akgaffl (Qk’;fk’l - ]k’lfk;) = (Qk'; —kal) Qg afflékg, por (4.11) se sigue Wtz(kxl}x)kzl ()

(qey — jr;) 6 <0, por (3.5) tenemos que g (z) = 0.

Supongamos [ > r = 1, de donde se desprenden dos casos:
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(e )P

e Supongamos kl, # kY, Yv € {1,...,1}, tenemos mk, o () = ay, aj, (P + qry&ry—

. 7p
Ju, &k, —P) = Gy, a{, (Qk“fk“ — JK, Ek') por (4.4), se sigue chk/ a)k: () = ak’va;{;

(dx; )P

(—j &) = —Jwan, ak,ﬁk/ por (4.11) tenemos Wak,ak, () = —Jud <0, Vjp €
{O, ey Mgy — 1} por (3.5) se sigue que g (x) = 0.
e Supongamos que existe un vk € {1,...,1} tal que k/, = kY, puesto que [ > r, existe

un v € {1,...,1} tal que K/ # k{, v # v*, tenemos mgii:g)kf (x) = ak;a{,v (p + Q& —

(4 )

Juér, —p) = awaf (g — gk ér), por (4.4), se sigue m,'a, () = o,
(—jw,&r,) = —jk;a%a{;é%, por (4.11) tenemos wgizgkf () = —jid <0, Vji, €

{O, ey Mgy — 1}, por (3.5) se sigue que g (x) = 0.
Vértices de clase r (n > r > 1): supongamos [ = r > 1, tenemos los siguientes casos:

e Supongamos que existe un v € {1,...,1} tal que k] # k!

VX

Yok € {1,...,r}, tenemos

Ji! )P .
que chkz%c)% (517) = akg,afgj (p + Z;l Qk;'Ek;’ - ]k;Ek;, - p) = ak;aﬁ (Zzzl ngffk;'—
. . ! )P . .
jk4]£k;), por (44), se sigue chzzga)% (JJ) = a%aﬂ) <_]k{,€k;) = —jk;a%afgfkg, por

(4.11) tenemos WSZ%); () = —jr, 6 <0, Vi, € {0,...,my;, — 1}, por (3.5) se sigue
que g (x) = 0.

e Supongamos ki, = ki y g = ji +1, Vv € {1, ..., 1}, es decir, que g () es un elemento

(dx; )P

en la diagonal de Ap,.,, tenemos 7o, «,, () = aw, afg P+, Qe &ry — Jr,ry, — p)

(g )

= a%af,v (>, Q& — J, &), por (4.4), se sigue Tay ey, () = ap, af, (qr&ry—

( >’p (Zl:)

jkgﬁk;) = ay, ak, ((jk/ + 1) &, — Ji, 5k,) = ay, ak, &, , por (4.11) tenemos 7rak, ak,
= 0, por (3.5) se sigue que g (x) = 0.

e Supongamos ki, = ki, Vv € {1,...,[} y existe un vx € {1,...,1} tal que qrr, < jir ,
es decir, que g (x) es un elemento sobre la diagonal principal de Ap,.,, tenemos

(xs. )P

Tay, oy, (%) = iy, Oty (P+ X arer — g bry,. — D) = angahy (D07, qrrbrr—

Jr, &k, ), pOr (4.4), se sigue mnggh)f () = aw, oy (o &y — Jw.Eny.) = (@ —

W

. ) . ak, &, por (4.11) tenemos Tay oy () = (qry, —Jr,,) 0 <0, por (3.5)
se sigue que g( )=0.

Sea [ > r, existe un vx € {1,...,l} tal que kI, # k!, Yo € {1,...,r}, tenemos
(dxs,. )P

Tay oy () = aw ol (P+ 2 ey — Ju. b, —P) = aw, i, (3o array — .,
(Jay, )

&), por (4.4), se sigue Ta, ", () = ay af (—jk.&x.) = —Ju.an, o, &, por
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(4.11) tenemos mgkf“/ a)k,p (z) = —jr, 0 <0, Vi, € {0,...,my,, —1}, por (3.5) se sigue que

g(x) =0.
Por lo que que la matriz Ap,,, es diagonal inferior y sus elementos en la diagonal
principal son diferentes de 0, por tanto es no singular.

Ejemplo 32. Continuando con el Ejemplo 31, para el cual Vp

eje

{((—3_ -1).(=2 2). (-1 =3), (=2 1), (=1 3),(0 5). (=1 0),(0 2),(1 4),

YO) A0 (=) A0 (7)) A0 (7)) A© (nhil) A (ni3)
0 0 0 1 2 1 0
7 wélal,wégz) A (x8, 7Y A2 (=l 7)o@ (wili, i)
T
1 2
7@ (2, 7R) 4@ (758,28

tenemos que

eje

I e T T e T e S S e S e S S
S OHY Y WWWDDDOoOOoOOo wo
W W W ODODDODDODOoO o WwWwoo
O 3O W O OH WO Wo oo
S W OO WO WO o oo
W OO WOOoOWo oo oo
SHY O W W W WwoOoOoo o oo
S WO W W OO oo o oo
W OO WODOoOOoODoo o oo
W W W ODDODDDODDOoODOoO o oo
W WO DODDODDODDODDOoOOoO o oo
W OO DODDODODDODDDODOOo oo oo

(%) @ o n—r+1 n—r+2 n .
Sea cp, € R%,con ¢; = it T D o pi1 Mg D —p 1 My ) > @ € 10,0}
(0)

gen e

— 3 0 Qi _ (TL) 3 .
¥ qo = 1, un vector de coeficientes cp,_,, € R2-i=0 9 CDyen = |C CDgen] Asi, funciones

de la forma

g9(®) = cp,. Ap,.., (4.26)

g Dgen — R son funciones HL-CPWL definidas sobre la particion Hp,,,. Ademds, esta es
una representacion general para las funciones PWL en PW Ly, [Dygen] como se establece
en el siguiente teorema.

Teorema 7. Las funciones en Ap,,, generan el espacio PW Ly, . [Dgen).
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Prueba. Dada una funcién f € PW Ly,  [Dgen|, se determinard un vector de coeficientes
Cp,.. tal que f pueda ser expresada como una combinacién lineal de funciones en Ap
como sigue:

f(m) = nger,ADgena Vo € Dgem (427)

como se mencioné anteriormente, toda funcion PWL esta tinicamente determinada por
su valor en los vértices de su particion y por el Lema 20, las funciones en Ap,, estdn
definidas en la particién Hp,,,. Asi, probar esto es equivalente a probar (4.27) para todo
x € Vp,.,. Sea bp,,, un vector para el cual su i-ésima componente es igual a la evaluacién
de f en el i-ésimo vértice en Vp,,, v sea Ap,,, la matriz definida en (4.23), se sigue del
Lema 22 que existe la matriz inversa AB;D, en consecuencia, existe un tnico vector cp,,,
tal que

bggen = cggenATDgen. (4.28)

Se sigue que (4.27) se verifica para esta elecciéon de cp,,,. Asi, f(x) = cggenAD o

V& € Dygep.
[ |

Ejemplo 33. Continuando con el Ejemplo 32, suponga que f es una funcién en el espacio
vectorial lineal PW L Hp,, [Deje] la cual toma los valores dados en la Tabla 4.1.

x fla)| |= f ()
(-3 —1" |1 (-1 0" |0
(-2 —-2)" |4 o 2" |-
(-1 =3)" |0 1 4" |5
(-2 1 |4 o -1)"|-5
(-1 3)" |5 1 n" |2
0 5" 2 2 3" |1

Tabla 4.1: Valores de f en los vértices Vp,, del Ejemplo 33.

Sea bp,,, el vector cuya i-ésima componente es igual a la evaluaciéon de f en el i-ésimo
vértice de Vp

eje?

bp,=(1 40 45 20 -15 -5 2 —1)".

De (4.28), tenemos que
_gp-1 B - 5 .
cpy =Apbo, =(1 1 =5 -3 § -3 5 —§ § -

Asi, la representaciéon HL-CPWL de f es f(x) = cgejeADeje (x). Una grafica de la
funcién f se muestra en la Figura 4.3.
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Figura 4.3: Funcién f del Ejemplo 33 (a) y vista sobre el plano z;xs.

4.1.3 Propiedades computacionales.

En esta subseccion se hace un andlisis analogo al realizado en la Seccién 3.4. Las propieda-
des de esta propuesta son similares a las que presentan las particiones simpliciales ortogo-
nales pues comparten caracteristicas similares, al ser una generalizacion de las mismas.
Veamos que, del Lema 22, la matriz Ap,., es triangular inferior, por lo que los coeficientes
Cp,.. Pueden ser calculados sin la necesidad de invertir la matriz Ap,.,. Sean a;; el i, j-
ésimo elemento de la matriz Ap,.,, ¢ el k-ésimo elemento del vector cp,,, y b el I-ésimo
elemento del vector bp,,,. Entonces, cada coeficiente puede ser obtenido de forma recursiva

1

C1 = ;1517

: (4.29)
¢ = ?11 (bi — 22;11 ai,pcp> ,

donde ay1 =1y a;; =0,i€{2,.., k}.

La representacion H L — C'PW L presentada en este capitulo posee el nimero minimo y
exacto de pardmetros requeridos para representar una funcién PWL f € PW Ly, [Digen)-
Ademas, puesto que las particiones simpliciales vistas pueden verse como funciones en el
hipercubo [0, 1] bajo un isomorfismo, la comparaciéon de pardmetros requeridos en esta
representacion con respecto a las mostradas en capitulos anteriores puede hacerse de la
siguiente manera. Suponga (4.1) con m; =k, i € {1,...,n}. Dy, tiene k™ hipercubos bajo
un isomorfismo, cada uno tiene n! simplices y el niimero de vértices es (k + 1)", De aqui
que:

e Representacion estandar PWL: tiene un nimero total de pardmetros k™ (n + 1)!
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e Representacion CPWL: con un nimero total de parametros kn+ (g) (2k — 1)+n+1.

Ademas que esta solo puede representar funciones que cumplan con la propiedad de
variacién consistente.

e Representaciéon HL-CPWL ortogonal: la cual tiene un nimero total de parametros
(k+1)". Ademds que esta propuesta solo puede representar particiones que forman
mallas ortogonales igualmente distribuidas.

e Representacién HL-CPWL simplicial propuesta en este trabajo: por el Lema 21 y el
Teorema 7, el nimero total de pardmetros es (k + 1)".

Por esto, cabe senalar que: el método propuesto requiere una menor cantidad de
parametros para describir el comportamiento de un funcién lineal a tramos en comparacién
con la representacion estandar; a pesar de tener un mayor nimero de parametros que la
representacion CPWL, este no requiere verificar la propiedad de variacién consistente;
utiliza el mismo numero de pardmetros que la representacion HL-CPWL, sin embargo,
este puede representar funciones PWL sobre particiones méas generales, mas aun, si se
substituyen los vectores £ por vectores candnicos, entonces este esquema de construccién
es el dado en [22], por lo que se considera a este tltimo un caso particular del propuesto
en este capitulo.

Comparando con los métodos look-up table, ambos métodos almacenan el niimero de
parametros dados por la funcion f en los vértices de su particién. Sin embargo, ahora es
posible establecer esquemas que no sean rectangulares en lo que se refiere a la posicion de
los datos almacenados.

Por lo anterior, vemos que esta propuesta conserva las caracteristicas computacionales
del esquema de particion simplicial propuesto en [22], pero posee una mayor versatilidad
respecto a las particiones simpliciales que puede representar.

4.1.4 Algoritmo para la construccion de una representacion HL-
CPWL de funciones f € PW Ly, . [Dgen|-

El algoritmo para la construccién una representacion HL-CPWL de la forma (4.27) de una
funcién f € PW Ly, [Dgen| consta de tres etapas principales las cuales se representan
en la Figura 4.4.

Para este algoritmo, los datos de entrada son los siguientes: Dimensién del espacio n;
vectores &, ...,&2; vector de desplazamiento p y los enteros my, ..., m,, mencionados en

(4.1) y los valores de f en los vértices de su particién. La salida del algoritmo es una
representacién HL-CPWL de la funcién f € PW Ly, | [Dgen] de la forma (4.27).

Obtencién del arreglo de indices.

Este bloque del algoritmo tiene a su entrada la dimensién n del espacio de salida de las
funcion f, y en su salida entrega un arreglo al cual llamaremos Ind de tuplas A ordenadas,
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Inicio

!

Obtencion de arreglo de indices

!

Obtencién de un conjunto generador del espacio PW Ly, [Dgen]

!

Interpolaciéon

!

Fin

-

J

Figura 4.4: Algoritmo para la construccién de una representaciéon HL-CPWL de fun-

ciones f € PW Ly, [Dgen].

ENTRADA: Dimension del espacio n.
SALIDA: Arreglo de arreglos de tuplas A ordenadas.

Inicio;
Ind := arreglo vacio;
for i=1,...,ndo

‘ Ind = Ind, arreglos A ordenados de tuplas r; € {1,...,n}, j € {1, ...,i};

end
return Ind;
Fin;

Tabla 4.2: Obtencion del arreglo de indices.
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es decir, que cada elemento i € Ind serd una tupla de k € {1,...,n} 1 elementos y el orden
de estas tuplas esta dado por la Definicién 14, como se muestra en la Tabla 4.2.

Ejemplo 34. Suponga que a la entrada de la obtencion del arreglo de tuplas tiene n = 3,
entonces la salida serd un arreglo:

Ind=[1],[2],[3],[1,2],[1,3],[2,3],[1,2,3].

En este ejemplo vemos que Ind se forma por siete tuplas, las primeras tres se forman
por un elemento y son A ordenados; las siguientes tres tuplas se forman de dos elementos
y son A ordenados y la ultima tupla se forma de tres elementos. Mas adelante veremos
que estas tuplas de indices estan relacionadas con el nivel de anidacion de las funciones
(4.20) y con la clase de los vértices (4.19).

Para simplificar, diremos que Ind;, es la i-ésima tupla en Ind y Ind;; es el j-ésimo
elemento en la tupla Ind;.

Obtencién de un conjunto generador del espacio PVVLHDgen [Dgen]-

Este bloque del algoritmo tiene a su entrada la dimensién n del espacio de salida de las
funcion PWL f; los vectores &, ...,&, que dan orientacién a la malla que particiona el
espacio de salida de f, es decir, los vectores = de (4.1); el vector de desplazamiento p;
los enteros my, ..., m, que dan el nimero de divisiones en la direccion de los vectores =
de la malla; y el arreglo de indices Ind. A su salida entrega un arreglo representaciones
HL-CPWL de funciones PWL. Este bloque se conduce como se muestra en la Tabla 4.3.

Note que la instruccién dim (Ind) obtiene el nimero de elementos (arreglos) en Ind.
Las variables que se declaran son:

e «, es un arreglo de dimensiéon n, es decir, que el numero de elementos que tiene es
igual a n, de vectores en el espacio de salida de f, este almacena los vectores que
cumplen con la relacién (4.4), asi, ay;, @ € {1,...,n}, se refiere al i-ésimo vector en
a. Para calcular a;, recordemos que este es el vector normal al hiperplano generado
por los vectores §;, j € {1,...,n}, j # i. Llamemos &, h € {1,...,n}, al h-ésimo
elemento de &;, la funcién que caracteriza a este hiperplano puede ser obtenida, de
acuerdo con [26], calculando el determinante

T . e
51,1 s gl,n
gi—l,l s gi—lm )
6i+1,1 v €i+1,n
fn,l ce £n,n

asi, el [-ésimo elemento del vector oy, [ € {1,...,n}, denotado por «;,, se obtiene
calculando el determinante
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ENTRADA: Dimension del espacio n, vectores &1, ..., &,, vector de desplazamiento
p, enteros my, ..., my,, arreglo Ind.

SALIDA: Arreglo de funciones HL-CPWL.

Inicio;

a = arreglo de vectores;

w := arreglo de vectores;

a := arreglo de coeficientes;

S := arreglo de arreglos de funciones;
Calcular el vector a;

A := arreglo vacio de funciones;
ay = 1,

for j=2,...,ndo

Calcular los vectores aj;
Calcular los vectores w;_i;
Calcular los coeficientes a;;

end
fori =1, ..., ndo
for ¢; =1,...,m; do
Calcular los hiperplanos S; ,, = Wé‘fﬁ{il)’p :
end
end
A=A1,;

fori=1,...,dim (Ind) do
A = A, arreglo de funciones

(dim(Ind;))
andi,hlnndm AR Slndi’dim(]ndi)7QIndiydim(Indi)

vy > B ordenado para las

tuplas {q[ndi’l, s And, g1 };
end
return A,
Fin;

?

Tabla 4.3: Obtencion de un conjunto generador del espacio PW L Hpgen [Dygen)-
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51,1 s él,lfl £I,Z+1 s gl,n

;1 =

)

Siciaoooo Simtge1 Sicigr - Cicim <(_1>(l+1)>'

Sivig - Civrimr Sirigm oo Gitim

gn,l s én,l—l gn,l—i-l s fn,n

e w, es un arreglo de dimensién n — 1 de vectores en el espacio de salida de f, este
almacena los vectores que cumplen con la relacién (4.6), asi, w;_1, i € {2,...,n}, se
refiere al (7 — 1)-ésimo vector en w. Sea w;;, j € {1,...,n}, el j-ésimo elemento en
w;, de forma similar a los elementos de los vectores en a, tenemos que este puede
ser obtenido por el determinante

Sii+&a o G T &ii—1 St i - Sintéin
| &1 o §ic1,j-1 §i1,j+1 e Sic1n (3+1)
Wi-1,j = (=1) :
€i+171 e §i+17j—1 €i+1,j+1 e gi—f—l,n
fn,l S fn,j—l gn,j—i-l s gn,n

e a, es un arreglo de dimensién n que almacena los coeficientes que cumplen con la
relacion (4.11), asi, a;, @ € {1, ...,n}, se refiere al i-ésimo elemento en a. Para calcular
a;, 1 € {1,...,n}, primero obtenemos los coeficientes ¢y 1 y cxrr1, k € {1,...,n — 1},
tales que

Wi = Cp 10 + Cp gy 101,

los cuales, por Lema 5, existen. Después, haciendo a; = 1, tenemos que

Ckk+1

Pk = Ck1, Qg4+1 = —
Pk

e S, el cual es un arreglo de dimensién n de arreglos de dimensién m;, i € {1,...,n},
de funciones afines. Donde \S; indica el i-ésimo arreglo de S y S, indica la g;-¢sima
funcion en S;.

e A es un arreglo de elementos, B ordenados, de un arreglo de funciones (@ (/nd:)

(Slndi,l,qmdi PR Slnd'

'L,dim(['ndi) ’qlndi_’dim([ndi)

) para cada elemento de Ind fijo.

Ejemplo 35. Continuando con el Ejemplo 34, supongamos 7 = 5 en el algoritmo de la
Tabla 4.3, es decir, fijamos el arreglo de indices Inds = [1, 3], por lo que dim (Inds) = 2.
Ahora supongamos m; = 2y mg = 3. Entonces
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A=A, 7(2) (51,17 52,1) ,’7(2) (51,1, 52,2) 7’7(2) (51,1, 52,3) ,7(2) (51,2, 52,1) ,7(2) (5’1,27 52,2) )
2 (9,,.8
Y ( 1,25 2,3) )

es decir, que A almacena los valores de su estado anterior y agrega funciones B ordenadas
en cada iteracion de 1.

Interpolacion.

Este bloque del algoritmo tiene a su entrada a n; los vectores &1, ..., &,; al vector p; los
enteros my, ..., m,; el arreglo de indices Ind; y el arreglo de funciones A. A su salida
entrega una representacion HL-CPWL de la funcién f. Este bloque se conduce como se
muestra en la Tabla 4.4.

Las variables que se declaran son:

e V almacena los vértices de la particién de la funcién f, por lo que es un arreglo de
elementos, B ordenados, de un arreglo de vectores p + Zﬁi’ia”d” rnd; ,&1nd;, Para
cada elemento de Ind fijo. Al igual que en el Ejemplo 35, V' almacena los valores de

su estado anterior y agrega vectores B ordenados en cada iteracion de 1.

e A la cual es una matriz, donde cada fila A; se forma de evaluar el arreglo A en el
vector Vj.

e b, es un arreglo el cual almacena los valores de f al evaluarse en los elementos de V.

e ¢ es un arreglo de coeficientes, donde cada k-ésimo elemento ¢, se obtiene usando
(4.29), con a; ; siendo el 7, j-ésimo elemento de A y b; el I-ésimo elemento de b.

F es la funcién en la salida del algoritmo.
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ENTRADA: Dimensién del espacio n, vectores &1, ..., &,, vector de desplazamiento

p, enteros my, ..., m,, arreglo Ind, arreglo de funciones A.
SALIDA: Representaciéon HL-CPWL de f.

Inicio;
V' = arreglo vacio de vectores;
:= matriz;
b := arreglo vacio de valores de f;
¢ := arreglo de coeficientes;
F = funcion;
V=V p;
fori=1,...,dim (Ind) do

V =V, arreglo de vectores p + S %m{dndi)

=1 ind, ,&1nd,, B ordenado para las
tuplas {QIndi,N ceey QIndi,dim(Indi) };
end
fori=1,....dim (V) do
‘ A; = A evaluada en Vj;
end
fori=1,....dim (V) do
‘ b, = Valor de f en V};
end
fori=1,...,dim (V) do
‘ Calcular ¢;;

end
F= Z?Ln(v) cig;
return F;

Fin;

Tabla 4.4: Interpolacion de la funcion.
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4.2 Un método para extender la representacion CPWL
de una a dos dimensiones.

En esta seccion se presenta una extension del procedimiento para calcular los coeficientes
usados en una representacion CPWL de funciones PWL f : R — R, de manera que este
pueda ser aplicado para la construccién de representaciones con un dominio en R?. Esta
propuesta se basa en que una representacion de una funcién PWL con un dominio en
R? puede ser aproximada al reconstruirla por una coleccién de proyecciones paralelas de
funciones PWL con un dominio en R. Los resultados de esta propuesta pueden ser con-
sultados en [27], en donde se verifica su desempeno en tiempo computacional requerido
para la construccion de una representacion, contrastado con el de la representacion simpli-
cial HL-CPWL del Capitulo 3. Esta comparacién revela que el procedimiento propuesto
requiere de menor tiempo de computo, asi como de menor espacio en memoria.

4.2.1 Proyeccién de representaciones CPWL.

Partiendo de la representacion CPWL de funciones PWL dada en (2.23) y como se vio en
el Capitulo 2, se sigue que toda funcién continua PWL g : R — R tiene una representacién
de la forma

g@) =a+br+> el pil (4.30)
=1

donde o es el nimero de puntos de quiebre f;, en el dominio de la funcién, los cuales
particionan al dominio en o + 1 intervalos consecutivos. Ademaés a, b, ¢; € R pueden ser
calculados por (2.37), (2.35) y (2.36), respectivamente, de la siguiente forma:

a=g(0) = >, ¢lBil,
b= J1+;a+1,

¢; = Ll ie{l,.. 0},

(4.31)

donde J; denota la pendiente de g en el i-ésimo intervalo en el dominio de g.
Considere ahora una nube de puntos

{(.Il Zj yl,j) :i:O7"'71 _p7j :OJ"'71 =4 Yij = f((xl Z]))}’

en R%. Para cada i =1, ..., 1 — p consideramos los puntos (z; ¥i;),j =0,...,1 en R? y los
interpolamos por una funcion PWL en la variable z, la cual denominaremos f ((z z)),
usando (4.30) y (4.31). En la Figura 4.5 se han representado estas funciones en el espacio
tridimensional.
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Plano zy

-1 =)

Figura 4.5: Proyecciones Proy(, )2y en el plano zy (Plano de color gris). Funciones

x,1)) (linea espaciada en el espacio zyz). Funciones f ((x,7)) (linea sélida en el espa-
f((@,4)) ( p p y , p
cio zyz).

Las funciones f ( 1 z)) se usaran ahora para definir una funcién de dos variables
f ((x z)) que imite la forma candnica (4.30) de una representacion PWL en una variable.
Los lugares de las constantes a, b, ¢; que figuran en esa expresiéon los ocuparan funciones
PWL A(z),B(z) y C;(z), en la variable z. Asi,

f(= 2)) :A(z)+B(Z)x+iCi (2) & — . (4.32)

Donde, por analogia con (4.31),

B (Z) = Ll(z>+;p_1(Z)7 (433)
C;(z) = 6@ e (1o},

u()=f(( 2)=f((i—1 2)), ie{l,..p—1}. (4.34)
Por tltimo, despejando A (z) de (4.32) y haciendo x = 0, tenemos

A(z)=f((0 2)) - %—i@ (2) |z = fF((0 2)) — i@i () [f (@ 0))], (4.35)

con lo cual, sustituyendo (4.33) y (4.35) en (4.32) queda determinada f ((z z)).
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Ejemplo 36. Considere a D = {(0 0),(0 1),(0 2),(0 3),(1 0),(1 1),(1 2),
(1 3),(2 0,2 1),(2 2),(2 3,3 0),(3 1),(3 2),(3 3)}. Indexemos a es-
tos puntos por su orden de aparicién en la lista precedente (:zcZ zi), i€{l,..,16}. Estos
puntos corresponden al dominio de una funcién f ((:1: z)) y una particién con 4 pun-
tos de quiebre, equidistantes en cada eje. Consideremos a cada par ordenado (acz zi) le
corresponde a un f ((xz zz)) = y;, como se muestra en la Tabla 4.5.

0 11 12 13 14 15 16

l

z
Yi

N = DN
N O|W
S W O =
— = =
— N =
— L |00
N O DN O
N~ N =

1
3
1
1

N O Ol
W O | ot
[l NCRN NI
S W N =
w O W=
— N Wi
S W W=

Tabla 4.5: Puntos en D y su valor correspondiente y; = f ((x;, 2;)).

A partir de estos datos, las funciones f ((0 z)), f ((1 z)), f ((2 z)) v f ((3 z)),
son obtenidas por (4.30) y (4.31) de la siguiente manera

FO0 2)=4—2—|z—2],

f((1 2)=2—2+]z—-1],

F(2 2)=1-]z=1]+]z -2

(B 2)=3-32+1z—1-3] -2,

5|2
donde f ((O z)) se ajusta a los puntos {(O yl) , (1 yg) , (2 yg) , (3 y4)}, f ((1 z))
se ajusta a los puntos {(0 y5) , (1 y6) , (2 y7) , (3 yg)}, f ((2 z)) se ajusta a los pun-
tos {(0 yg) , (1 ym) , (2 yn) , (3 ylg)} y f ((O z)) se ajusta a los puntos {(0 ylg) ,
(1 y1a), (2 %15).(3 we)}

Basados en el esquema de construccién propuesto, las funciones (4.36) pueden ser
utilizadas para determinar por (4.34) a las funciones de las pendientes variables: ¢ (2),
t2(2) v t3(2). Una vez que las funciones de las pendientes variables son obtenidas, el
siguiente paso es determinar los parametros B (z), C; (z) y A(z) usando (4.33) y (4.35).
Finalmente, la funcién f ((x z)) que se ajusta a los puntos de la Tabla 4.5 es obtenida
por (4.32), dando como resultado

(4.36)

e Y T ~—~

W N = O

Flz 2)=(G+2) -G -32) -1+ (G —do)lz =2 —faz+ (5 +32) lv - I
+ (2 - g)\x—2|——|xz—x—z+1|+2]a:z—x—2z+2\——|xz—2x—22+4|






Capitulo 5

Sobre el ajuste a una nube de puntos.

En este capitulo buscamos evaluar el desempeno de nuestro método al usarlo para ajustar
una nube de puntos en el espacio tridimensional por medio de funciones PWL siguiendo
los pasos descritos en el Seccién 4.1 y compararlo con el de funciones PWL definidas en
mallas ortogonales como las vistas en la Seccion 3.3.

En la seccién 5.1 explicamos los patrones de muestreo usados para obtener las nubes
de puntos a partir de la evaluacién de algunas funciones definidas en R?. En la Seccién 5.2
se definen distintas particiones, tanto ortogonales a los ejes 1 y x5 como no ortogonales
a estos, definidas sobre R?. Estas particiones determinan las bases para los espacios
de funciones PWL que nos permitiran encontrar las expresiones correspondientes de las
funciones HL-CPWL que ajusten a la nube de puntos estudiada. El ajuste se realizara por
minimos cuadrados en la Seccion 5.3 y posteriormente se evaluaran los errores obtenidos.

5.1 Nube de puntos.

Para realizar la comparacién usaremos cuatro diferentes nubes de puntos obtenidas al
muestrear, con dos patrones distintos, puntos sobre las graficas de dos funciones dife-
rentes. La primera de estas funciones serd la funcién sen (1) y la segunda funcién serd
sen (% + %), de esta forma el primer par de nubes de puntos se compone de datos de la
forma (:%1, ZTo, sen (931)) y el segundo par de nubes de puntos se compone de datos de la
forma (i:l, To, sen (% + %2))

Las nubes de puntos fueron tomadas evaluando estas funciones en el rectangulo [0, 6] x
[0, 6], ordenando las tuplas de coordenadas (3%1 3%2), en patrones uniformemente espacia-
dos, de la siguiente manera.

e Muestreo a: los valores &; € {0,%,3,..., 28, 8} 1y 2, € {0,2,5,..., 28, 2} 1. Esta

nube de puntos puede verse graficamente en el plano z;x5 en la Figura 5.1a.

12 18 24

e Muestreo b: los Valores T € {0, 1 4,. ,241, 244} T, ademas, si 71 € {0, D o

39 45 15 21 21
entonces Ty € 8,8,. 5% g } T, siz € {4,4, T 4} entonces Ty € {0,4,4,. R
244} 1. Esta nube de puntos puede verse graficamente en el plano zyxs en la Figura

5.1b.

85
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6 6
5'5- . . L) L) L) L) L) L) 5'5-
51 54
a5l e e e e e 45 . . .
4< . . . . . . . 3 4.
3'5- L] L] L] L] L] L] L] L] 35-
X, 34 X, 3 . . .
S TR B IR SR -~
24 . . . . . . . . 24
1'5- L] L] L] L] L] L] L] L] 15- * * *
14 11 * $
os] Tt e e e 05
04—+t O e e e T R
005115225335 4455556 005115225335 4455556
X X

(a) (b)

Figura 5.1: (a) Muestreo a. (b) Muestreo b. Puntos del plano z2z5 donde fueron eva-
luadas las funciones para obtener las nubes de puntos en el espacio de tres dimensiones.
La linea sélida indica la frontera del rectangulo del que fueron tomados estos puntos.

5.2 Funciones continuas PWL a ajustar.

Como se mencioné anteriormente, el ajuste a las nubes de puntos se hard por funciones
continuas PWL con diferentes particiones. Para dar estas particiones, de acuerdo con
(4.1), primero daremos los valores de los vectores =, p y los pardmetros m; y mso para
cada funcion a ajustar.

5.2.1 Particiones del dominio.
Particion H;.

Para la primera particién, a la cual llamaremos H, observemos que, en (4.1), si sustituimos
los vectores = por los vectores canénicos multiplicados por un escalar § y el vector p lo
situamos en el origen de R", entonces, (4.1) es de la forma (3.16), de donde se sigue que
la propuesta de construccion dada en la Seccion 4.1 del Capitulo 4 es una generalizacién
de la dada en [22]. Asi, los vectores = de esta particién seran los vectores candnicos
multiplicados por el escalar 2, p = 0, con m; = 3 y mo = 3. Asi, definimos a

Dy ={(2z1 2x3) € R*:0<2,<3,0< a2y <3},

con particién H; formada por los hiperplanos:
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{x e R?:
{x e R?:
{x e R*:
{reR*:
{reR?:
{x e R?:

211 — 229 — 8 =0}.

221 =0}, {reR?:
2y — 4 =0}, (xR
221 — 8 =0}, {x e R*:
2z — 2z9 = 0}, {xeR*:

201 — 229 +8 =0}, {x €R*:

2x9 = 0},

209 —4 =0},
2I2—8:0},

21 — 229 +4 =0},

21’1—2$2—4:0},

Para una representacion grafica de D, y la particién H; ver Figura 5.2a.

Particion Hs.

Para la segunda particién, a la cual llamaremos Hs, se consideran en (4.1), los vectores y
valores &; = (2 —2)T, & = (2 2)T, p= (—3 S)T, my =3y mo = 3. Asi, definimos a

Dy:={Mz+p:x= (1, 2) €R*0<2 <3,0< 2, <3},

donde

2 2
v-l% )

con particién H, formada por los hiperplanos:

{reR?:
{x e R?:
{x e R%:
{x e R*:

{xeR?:
{reR?:

21’1—2$2+12:0}, {HZER2Z
2r) — 219 +4 =0}, {xeR*:
201 — 21y —4 =0}, {xeR*:

—4dxy +12 =0}, {x e R?:
—4xy + 28 = 0}, {xeR*:

21‘1—{-21’2:0},
211 4 215 — 8 = 0},
211 4 215 — 16 = 0},
—4zs + 20 = 0},
—4zy +4 =0},

Para una representacion grafica de Dy y la particién Hy ver Figura 5.2b.

Particién Hs.

Para la tercera particién, a la cual llamaremos Hj, se consideran en (4.1), los vectores y
valores & = (2 2)T, & = (—2 2)T, p= (3 —3)T, my =3y mo = 3. Asi, definimos a

Dy = {MTzc—i—p:w:(wl x2)€R2,0§$1§3,0§$2§3}7

donde

con particién Hs formada por los hiperplanos:
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{x e R%:
{x e R?:
{x e R*:
{rxeR?:
{xeR?:
{x e R*:

221 + 229 = 0}, {x e R*:
201 + 215 —8 =0}, {xreR*:
221 + 215 — 16 =0}, {x € R*:

4z, — 12 =0}, {xeR*:
dr, +4 =0}, {reR*:
4%1—28:0}

—211 + 229 + 12 = 0},
—211 + 229 +4 =0},
—2$1+2$2—4:0},
4ry — 4 =0},
41 — 20 = 0},

Para una representacion grafica de D3 y la particiéon Hj ver Figura 5.2c.

|
5_
X, |
4-
[
3-
|
2-
|
1-
|
3 2 1.2 3 4 5 6 7 8 9
,1- X
1
,2-
,3-
(a)
9- 9-
81 81
71 71
6 6
51 51
% %
4 4
3 3
2 2
1 1
3 2 1.2 3 4.5 6 7 8 .9 -3 2

Figura 5.2: (a) Particiéon H; de D;. (b) Particién Hy de D,. Particion Hz de Dj3. Para
los tres casos, tanto los hiperplanos de cada particién como la frontera de los conjuntos
que particionan se encuentran senalados por la linea espaciada de color gris. Se senala
también, con una linea de color negro, la frontera del conjunto de donde se toman las

nubes de puntos.
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5.2.2 Conjuntos generadores.
Conjunto generador Ap,.

De acuerdo con la particion H; y la construccion descrita en la Seccion 4.1.2; dado Sy, =
{1 7.‘.(0)7(0 O)T (w) 7.(.(1)7(0 O)T ($) 7T(2)’(0 O)T (m) 7.‘.(0)7(0 O)T (m) 7.[.(1)7(0 O)T (w) 7T(2)7(0 O)T

(@ of e 0T (2 of © 7 o 9T © 7
()}, con

)T

WESMZ)TO)T (z) = 21, WE(?)’(Z)TO () = 225,

1), T 1), T
7T§2) (Z)TO)T (x) =221 — 4, WEO) (Z)TO)T (x) = 229 — 4,
Wg)’(Z)TO) (z) = 2z, = 8, Wg)’(Z)TO) (x) = 25 — 8,

los elementos de una funcién generadora del espacio PW Ly, [D;] se ordenan en el vector
Ap, =

| )
() Wu),(oTo)) ) 7T(2>,<0To>) ~) <W<o>,(oTo>T 0. 0
(o 2) (0 2 (2 0) ’ (0o 2)

2y (0,0 0T _(1)0 0T 9y (0,0 0T (2,0 o 2 (1,0 0T _(0),0 0
7 T o Mo 2T 7 Te 0T To o7 @ Te of Mo o7
2y (1,0 0T _(1)0 0T o (1,0 0T (2,0 0 2 (2,0 0T _(0),0 0T
ry() 7T(2 O)T 9 (0 2)T ’7() 7T(2 O)T 77T(0 2)T 'Y() 7T(2 O)T 77T(0 2)T
2 (2,0 0T _(1),0 0T 2 (2,0 0T _@,0 0™\

7“(% 0T Mo 2T ) 7”(”(2 0T Mo 2T ﬂ

Conjunto generador Ap,.

De acuerdo con la particién Hs y la construccion descrita en la Seccién 4.1.2, dado Sy, =
T . T T T . T
{17 7T(O)»(:i* T3) (z) ’ﬂ(l)a(*3)T3) (z) 71_(2)7(*3 3) (z) 77T(0)»(*3 3) (z) 77T(1)7(*3 3) (),

e -2 ¢ - Mo )T o o 0y
WE?’(;} 3" (a:)}, con
0),(-3 3)" _ 0),(-3 )T _
Ty oyt (x) =221 — 239 + 12, Ty T (x) = 221 + 214,
w((;)’(:z)TS)T () = 2m1 — 229 + 4, WEQI)’(;)ST 28 (x) = 221 + 229 — 8,
w(f)’(jj)f)T (@) = 200 — 2w, =4, 75 V(@) = 21 + 225 — 16,

los elementos de una funcién generadora del espacio PW Ly, [Ds] se ordenan en el vector
ANp, =
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()3 T (1),(-3 3T D (@8 8T D ()-8 8T
[ 7”(”(2 2>T > 7 <(2 ~2)T ) 7”(”(2 27 ) 7U(”@ 2T )
. 1,73 27T @.(3 9T\ (@) (O3 9T _(©O).(-s 97
(7 ) (( zT 7()(”(2 )T T T )
)T )-8 8T

2 (1) ( ) (O) ( 3)
’y( ) (2 72)’1 (2 2)’1 ’Y(
~(2 n.(l)v( 3 S)T (2)7( 3 S)T 2
) (2 -2) ’ (2 2) IY( )

7<z)< @13 3" D 3>T> @) (W(@),(,g 3>T77T(<2>,<—3 3>T)}T.

T 7 T

2 1,—3 3 2 ) 0),(-3 )"
7() 7r(2 _2)T (2 2)T 7()§7T( T y T
(
(
(
(

Notemos en la Figura 5.2b que los hiperplanos {x € R? : —4zy +28 = 0} y {x € R?:
—4x9 —4 = 0} no se intersectan con la regién de donde se tomaron las nubes de pun-
tos. De igual forma, la interseccién de los hiperplanos {x € R? : 27y — 225 + 12 =0} y
{x € R?: 2z, + 225 — 16 = 0} y la interseccién de los hiperplanos {x € R? : 22y — 225 — 4
=0} y {x € R?: 221 + 225 = 0}, se encuentran fuera del conjunto de donde se tomaron

-3 3T
((2)7(72)T "

e 3)T> esté definida en el hiperplano {x € R? : (2z; — 225 + 12) — (221 + 225 — 16)

e 2
T T
= —4z5+ 28 =0} y la funcién fy( ) ( EQ) (_Q)TS) ,WES)’(;;’T ) ) estd definida en el hiper-
plano {x € R?: (2x1 — 215 — 4) — (221 + 213) = —4x3 — 4 = 0}. Por lo que ambas fun-
ciones pueden salir de A’p,, dando como resultado Ap, =

las nubes de puntos. De la prueba del Lema 20 se sigue que la funcién (% <7r

[7(0)“) A (W((S),(:E)Ts)T> ) (W((Ql)’(:z)TS)T) 4 (WSM:;TS)T) ) <7T((S)’(;)3T 3)T>
(i Y (i 7Y i o )

+® (7 ((g) <72)T )T ((21> <2)T 3)T @) éﬂ((;»(z);)’ 8»(;); 3)T§

@ (r E;)’(jj)ﬁ) 8)’(;)‘"} SEAC) w((j)’(j)f) ,w((j)’(;;; )

7@( ((3) (j)Tz) ((;) (2):; 3>T> @) <W§22>,<:2)T3>T77rg>,<;)r; s)TﬂT.

Conjunto generador Ap,.

De acuerdo con la particién Hs y la construccion descrita en la Seccion 4.1.2, dado un
0),(s -3)T (1,6 -3)" @), -3 0),(s -3)T (1,6 -3)"
Sy = {1,70C Y (@), 700 (@), 2P0 (@), 700 (@), 7 (@),

ae -9t (m)}, con

(-2 27

3 —3T 2 T
7T((;)Mz)T K () = 221 + 27 WE?27(5 2)Td) () = =221 + 229 + 12,
42 T LT
ﬂ((Ql)’(z)T 3) (x) = 221 + 229 — 8, Wﬁ)z,(l - (x) = =221 + 225 + 4,
7T((2)’(3 n (x) = 2x1 + 229 — 16, 7r((2 o 9 (x) = —2x1 + 225 — 4,
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los elementos de una funcién generadora del espacio PW Ly, [D3] se ordenan en el vector
ANp, =

2 2 (2 2 -2 2

_ T _ T _ T _ T

D) (g(:)Ts) No (ng:)Ts) ) @) (”ESM;T o E?);(Z)Tg) )
T _ YA T

el ((3) <2)T 0 0 <32)T> e w((f)’f)T ) mfl’(:)f)

) (.G 8T O, 9T\ @ (0.6 -7 (16 9T

7() WEQMQ)T )TJ()Q ( v )T 7() 7T((Z)>(2)T )T’W((JZ( 7 yr

2 1),3 -3 2),(3 -3 2 2),(3 -3 0),(3 -3

7 T o7 e o7 7 Te o7 Tz o7

2 (@6 -7 0.6 9T\ @ (-@.6 97 _@6 -97\]"

7“(”(2 2T e T ) 7”(”(2 2T T T )} '

Notemos en la Figura 5.2b que los hiperplanos {x € R? : 4z, +4 =0} y {x € R?:
4x1 — 28 = 0} no se intersectan con la regién de donde se tomaron las nubes de puntos. De
igual forma, la interseccién de los hiperplanos {x € R? : 2z + 21, = 0} y {x € R? : —21,
+215 — 4 = 0} y la interseccién de los hiperplanos {x € R? : 27, + 27, — 16 =0} y {x €

R?: =21 + 229 + 12 = 0}, se encuentran fuera del conjunto de donde se tomaron las
T
nubes de puntos. De la prueba del Lema 20 se sigue que la funcién ~(?) (W((S)’(E)T - ,
T

712)2’(3 2);3) ) estd definida en el hiperplano {x € R?: (2z; + 215) — (=21 + 235 — 4) =
42, +4 =0} y la funcién ? (W((j)’(z)T _B)T,W((?)Q’(g 2);3)T> estd definida en el hiperplano
{x € R?: (221 + 279 — 16) — (=211 + 215 + 12) = 42y — 28 = 0}. Por lo que ambas fun-
ciones pueden salir de A’p,, dando como resultado Ap, =

[’Y(O)(l) ) MORC 73)T> ) <7T((1),(3 fS)T) ) WE2)7(3T73)T ) (W(O),(3 73)T>

(-2 27

0 (20 27 o (20, 7] e e )
3@ (D6 S e ) e (e e 9
e (Wg),(z)T—s)Tjéi);(S 2);3)T> 4@ (W((j),(z)T—s)T’W((ﬁ)z,(s 2)T3)T)i|T‘

Observemos que Ap, es un vector con 16 elementos, mientras que Ap, y Ap, tienen
14, esto se traduce computacionalmente en un menor uso de memoria para almacenarlos
y en una menor cantidad de procesos al evaluarlas.

5.3 Ajuste por minimos cuadrados.

Sean Xy, h € {1,...,4}, las cuatro nubes de puntos descritas en la Seccién 5.1 donde cada
elemento @; € X, con i € {1,...,q4}, siendo g, el nimero de elementos en X}, es de
la forma (:i““ Tio .i'i’g), ysea Ap,, J € {1,2,3}, una de las tres bases obtenidas en la
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Seccién 5.2.2. La soluciéon del ajuste por minimos cuadrados nos devuelve un vector ¢y, ;,
de la misma dimensién de Ap,, que minimiza el valor de Fj, ; donde

qdh

Bhy = (s = cigho, (1 4:2)))"

=1

(5.1)

En la Tabla 5.1, donde las columnas nos indican las bases con las que se hace el ajuste
a las nubes de puntos y las filas nos indican estas nubes de puntos, la interseccion de fila
y columna nos da los valores de Ej, ;.

Ap, Ap, Ap,

sen (1) Muestreo a | 1.6392293289631 | 3.6367643187529 | 1.2968163700078
Muestreo b | 1.2057495712198 | 3.0368647496623 | 1.2199720946749

sen (2 + 22) | Muestreo a | 1.1465415948070 | 1.0517311284773 | 1.0517311284773
Muestreo b | 0.8529014203304 | 0.7769915915593 | 0.7898330073039

Tabla 5.1: Bases que se ajustan a las nubes de puntos (columnas). Nubes de puntos
obtenidas de las funciones sen (z1) y sen (2 + %) por los muestreos a y b (filas). Va-
lores de £}, ; (interseccién).

En la Tabla 5.1 vemos que el ajuste a la nube de puntos, obtenida evaluando la funcion
sen (1) con el muestreo a, usando la base Ap, es numéricamente mejor que el ajuste por
la base Ap,, el cual a su vez supera el ajuste por la base Ap,, mientras que en la nube de
puntos obtenidas por el muestreo b, el ajuste por la base Ap, es numéricamente mejor a
los ajustes por las bases Ap, v Ap,. Ademas, se puede ver también que para las nubes
de puntos obtenidas de la funcién sen (% + %), tanto del muestro a como el muestreo
b, tenemos que los ajustes obtenidos de Ap, y Ap, son numéricamente mejores a los
obtenidos por Ap,. Con esto podemos afirmar; primero, que se puede dar casos en los que
con una particion simplicial, no ortogonal y usando las propuestas en este trabajo, mejore
el ajuste a una nube de puntos en comparacion con el esquema de construcciéon propuesto
en [22]; y segundo, que el encontrar una malla que mejor ajuste a una nube de puntos
requiere tomar en consideracion al menos dos factores, los cuales son el comportamiento
de la superficie de la cual son tomados los datos y el esquema por el cual son tomados sus
datos.

Para ayudarnos a visualizar de que manera influye la eleccion de una particion al
ajustarse a una nube de puntos obtenida de una superficie veamos la Figura 5.3 y la
Figura 5.4. En ambas podemos corroborar graficamente los resultados de la Tabla 5.1. En
la Figura 5.3 vemos que las funciones continuas PWL obtenidas por el ajuste de la base de
Ap,, las cuales fueron las que presentaron el ajuste mas bajo para este caso, muestra un
comportamiento diferente al que se esperaria de una funcion PWL que pretende ajustarse
a una funcién sen (z1) o a una nube de puntos obtenida de esta. Lo mismo ocurre en
los casos presentados en la Figura 5.4, donde, de acuerdo con la Tabla 5.1, las funciones
continuas PWL obtenidas por Ap,, son las que presentan un menor ajuste. Lo que ambas
casos comparten en comun es que el vector w 9, de sus respectivas particiones es ortogonal
a la direccién del vector en el que ambas funciones presentan mayor cambio, esto puede
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evaluarse, ya que el gradiente de las funciones de donde fueron tomados los datos, y su
inverso aditivo son las direcciones de cambio més réapido, V sen (z7) es siempre un vector
horizontal, y V sen (%1 + %) esta siempre a 45° respecto al eje 1. Dicho de otra manera,
el hiperplano generado por el w;y es paralelo a la direccién de mayor cambio en sus
respectivas funciones, por lo que el ajuste no refleja adecuadamente estos cambios. Lo
cual nos permite establecer un punto de partida para determinar la particién simplicial de
una funcion PWL que mejor se ajuste a una nube de puntos obtenida de una superficie.
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Figura 5.3: (a - ¢) Funcién sen (z1) (color negro) y el ajuste a las nubes de puntos,
muestreo a, por Ap,, Ap,, Ap,, respectivamente (color blanco). (d - f) Nubes de
puntos, muestreo a obtenido de la funcién sen (z1), y ajuste a esta nube de puntos
por Ap,, Ap,, Ap,, respectivamente (color blanco). (g - i) Funcién sen (x;) (color
negro) y el ajuste a las nubes de puntos, muestreo b, por Ap,, Ap,, Ap,, respecti-
vamente (color blanco). (j - 1) Nubes de puntos, muestreo b obtenido de la funcién
sen (1), y ajuste a esta nube de puntos por Ap,, Ap,, Ap,, respectivamente (color
blanco).
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Figura 5.4: (a - ¢) Funcién sen (“’—21 + %) (color negro) y el ajuste a las nubes de pun-

tos, muestreo a, por Ap,, Ap,, Ap,, respectivamente (color blanco). (d - f) Nubes de
puntos, muestreo a obtenido de la funciéon sen (3”—21 + %2), y ajuste a esta nube de pun-
tos por Ap,, Ap,, Ap,, respectivamente (color blanco). (g - i) Funcién sen (% + )
(color negro) y el ajuste a las nubes de puntos, muestreo b, por Ap,, Ap,, Ap,, respec-
tivamente (color blanco). (j - 1) Nubes de puntos, muestreo b obtenido de la funcién
sen (%1 + %), y ajuste a esta nube de puntos por Ap,, Ap,, Ap,, respectivamente
(color blanco).






Discusion.

Conclusiones.

En este trabajo se ha descrito un nuevo método para encontrar expresiones candnicas
de funciones PWL con particiones simpliciales no ortogonales. Este esquema es una ge-
neralizaciéon de la construccién dada en [22], como se mencioné en la Seccién 5.2.1, si
sustituimos la base = en (4.1), por los vectores canénicos, tenemos entonces la particiéon
simplicial propuesta en [22]. Como se vio en la Seccién 4.1.3, se mantuvieron las ventajas
computacionales de la construccion simplicial ortogonal uniformemente espaciada, tales
como el procedimiento de construccién de los vectores que forman una base para el es-
pacio de funciones PWL con particion simplicial, asi como la existencia de una solucién
para hallar el vector de coeficientes ¢ en (4.28) puesto que este esquema de construccién
permite garantizar la existencia de la matriz inversa de A en (4.28). Ademds, se probd
también que la matriz A es triangular inferior, por lo que el célculo de coeficientes en ¢
puede ser obtenido por (4.29) el cual representa un menor esfuerzo computacional que el
utilizado para el cédlculo de la inversion de A. Mas atn, puesto que la construccién aqui
propuesta considera que cada interseccion presenta a lo mas la propiedad de degeneracién
minima, esta tiene el nimero minimo de pardmetros necesarios para la representaciéon
de una funcién continua PWL; tal y como se establece en [20]. En la Seccién 4.1.4, se
brinda un algoritmo que sintetiza el método propuesto y permite la construccién de re-
presentaciones HL-CPWL de funciones PWL con particion simplicial, no necesariamente
ortogonal.

Sobre el ajuste a una nube de puntos, se vio en la Secciéon 5.3 que, para algunos
casos, se puede dar una funcién continua PWL con un esquema de particién simplicial
la cual requiera de un menor nimero de pardmetros de ajuste en comparaciéon con la
propuesta dada en [22], esto se consigue seleccionando una particién del dominio que tome
en consideracion caracteristicas relacionadas al comportamiento de la superficie de la cual
fueron extraidos los datos de la nube de puntos, asi como el patrén (de haberlo) en que
fueron tomados.

En la Seccién 4.2 se vio que una extension de las férmulas (2.35), (2.36) y (2.37), usadas
para la construccién de representaciones CPWL puede ser usada para calcular funciones
con un dominio en R? que interpolen datos en R? que se encuentran alineados sobre una
malla ortogonal espaciada en forma uniforme proyectada en el plano R?, considerando
cada una de las columnas como la proyeccion de una coleccién de representaciones CPWL
de funciones PWL con un dominio en R. Una comparaciéon de esta propuesta contra la
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descrita [22] revela que esta requiere un menor tiempo de cémputo y demanda menor uso
de memoria [27]. Cabe senalar que esta funcién no es una funcion PWL.

En conclusion, fue posible establecer un algoritmo que permite construir representa-
ciones canonicas de funciones PWL con una particién simplicial, no necesariamente orto-
gonal, que se ajusten a una nube de puntos, con el menor nimero posible de pardametros
y haciendo el menor uso de recursos computacionales en comparaciéon a los métodos exis-
tentes en la literatura.

Trabajos futuros.

Dada una nube de puntos en el espacio y su proyecciéon a un plano, es un problema
abierto el determinar una particién simplicial sobre ese plano (lo cual incluye determinar
los vectores de la base, p, los enteros my,ms) que optimice el ajuste a la nube de puntos por
medio de la funcién HL-CPWL cuya construccion se ha descrito en este trabajo. Ademaés,
este problema incluye la estimacién de cotas que permita refinar o engrosar las mallas de
la particion, con la finalidad de optimizar el tiempo de cémputo al obtener una funcién
HL-CPWL que ajuste a la nube de puntos.

La propuesta dada en la Seccién 4.2 para calcular los coeficientes usados en una re-
presentacién CPWL con un dominio en R? ajusta tinicamente datos sobre una malla orto-
gonal uniformemente espaciada, es decir, datos que se encuentran en la interseccién de los
hiperplanos dados en una particién como la propuesta en [22], por lo que, combinar esta
estrategia de construccion con la desarrollada en la Seccién 4.1 para particiones simpliciales
no necesariamente ortogonales, permitiria obtener una funcién la cual ajuste datos sobre
mallas mas flexibles para representaciones CPWL.
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