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Abstract: In this work, we will analyze the chaotic behavior of some models of
birth and death in Banach spaces, specifically we will show that:
a) The semigroups —Cj are related to the Cauchy Abstract Problem.

b) The semigroups —Cj are the solution of an infinite system of ordinary differential
equations generated by these models.

¢) In the development of this interpretation, we seek to gather the hypotheses of a
result given by W. Desch, W. Schappacher and G.F. Webb in his work: Hypercyclic
and Chaotic Semi-groups of linear operators to ensure the phenomenon of chaos.
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Resumen: En este trabajo, analizaremos el comportamiento cadtico de algunos
modelos de nacimiento y muerte en espacios de Banach, concretamente mostrare-
mos que:

a) Los semigrupos—Cj estén relacionados con el Problema Abstracto de Cauchy.
b) Los semigrupos—Cj son solucién de un sistema infinito de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias generados por estos modelos.

¢) En el desarrollo de esta interpretacién, buscamos reunir las hip6tesis de un resul-
tado dado por W. Desch, W. Schappacher y G.F. Webb en su trabajo: Hypercyclic
and Chaotic Semi-groups of linear operator para asegurar el fenémeno del caos.
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2.1. Introduccién

En los tltimos afios fue observado que el comportamiento cadtico puede ocurrir en algunos
sistemas infinitos lineales de tipo cinético. Un ejemplo de este tipo es el proceso de nacimiento y
muerte, donde la parte de muerte (dispersdndose con pérdida de energia), ha sido previamente
reportado (ver [2]). En esta cita los autores generalizan estos primeros resultados para el caso
de coeficientes variables, mostrando que la propiedad de ser caético puede ser en cierto sentido
estable. Por otra parte, la contraparte, proceso de nacimiento no puede ser cadtico. Para ser
cadtico, el sistema debe contener una parte de creacién (8 > « en el modelo), ya que ningtin
sistema conservador (el proceso estandar de nacimiento y muerte) puede ser cadtico en todo el
espacio de Banach.

Siguiendo [12], consideremos un medio inmévil que alberga particulas caracterizadas por un
grado interno de libertad, indexadas por enteros no negativos n = 0,1, 2, ..., y relacionadas con
niveles internos de excitacién energética. Estas particulas chocan violentamente e interactiian
con el medio huésped de la siguiente manera: Tras la colisién, las particulas de nivel de energia
interna n > 1 son absorbidas por el medio a una velocidad a > 0 y emitidas de nuevo como
particulas del nivel de energia interna n—1 a una tasa 8 > «. Las particulas con energia interna
n = 0 se absorben y dejan de existir. El proceso que subyace a esta interaccién puede verse
como una reaccién quimica, un proceso biolégico o como una regla de autémata generalizado.

Las particulas con energia interna n se describen mediante funciones de distribucién de una
particula, fy(t), que satisfacen la ecuacién de rapidez lineal:

f7lL = (Lf)n:_afn+/3fn—1, ’nGNo,

para 3y « constantes

En este capitulo nos centraremos en el proceso biolégico de algunos modelos de Nacimiento
y muerte (amplificacién-deamplificacién) con coeficientes variables.

El proceso de nacimiento y muerte es un fenémeno bien documentado en Cancer (véase
[8, 13, 14]. En estas citas se considera una poblacién de células cancerigenas divididas en
subpoblaciones, y caracterizadas por diferentes niveles de resistencia a medicinas. Debido a un
evento mutacional, cada subpoblacién constituida por estas células adquieren una copia del gen
que hace a éstas resistentes al agente. Las células que pertenecen a la 0—subpoblacién no poseen
copias del gen y son sensitivas a ciertas drogas. Las células de tipo n = 1,2,3,... pertenecen a
la n—subpoblacién y estan caracterizadas a ser mas resistentes conforme se incremente el valor
de n. Cada célula mutada puede transitar (avanzar o retroceder) segiin sobreviva o debilite ante
la presencia de cierta dosis de medicina. Este proceso como se verd posteriormente, origina de
manera natural un sistema infinito de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs).

En este capitulo, realizamos una exposicién detallada sobre el trabajo realizado en [1].
Debemos aclarar que lo tnico nuevo en este trabajo es la forma de organizar y presentar los
principales resultados conocidos (o desconocidos) al respecto. Deseamos que este capitulo motive
o estimule la curiosidad para buscar mas informacién acerca de este fenénemo. De cualquier
forma difundir esta monografia, es una de las tareas principales que los autores se han propuesto
para que el lector encuentre en estas lineas un espacio para que se adentre en su lectura. Para
hacerlo, esta obra la hemos dividido en cuatro secciones como indicamos a continuacién. En la
segunda y tercer seccién, damos algunos preliminares sobre teoria de Semigrupos y Caos que
nos seran de utilidad en el desarrollo de este capitulo. En la cuarta seccién presentamos un
breve resumen del proceso gen amplificacion-deamplificacién con células en proliferacién.

En la seccién cinco nos centramos en reunir las hipdtesis necesarias para aplicar el Teorema
2.3.3, y culminar con dos teoremas que nos permiten realizar conclusiones referentes al fenémeno
gen amplificacién-deamplificacion.

En cada caso damos las definiciones necesarias. Explicamos brevemente, a nuestro entender,
y damos referencias adecuadas para mas informacién. Hemos cuidado escribir de tal modo que
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si no todos, muchos puedan entender lo que contiene este trabajo.

Finalmente, recordar algunas convenciones en la notacién, no estd de méas. Como es usual,
Ry, N,y No = NU{0} denotan el conjunto de los ntimeros reales positivos, enteros positivos y
enteros no negativos respectivamente. Por otra parte, cl(A), B(X, X), £(X) y X* representan
la clausura del conjunto A, la coleccién de las transformaciones lineales acotadas, el espacio de
las transformaciones lineales y el dual de X. De igual manera iR* y (x,y) denotan el conjunto
de los niimeros complejos sin el eje real y el producto interior de cierto espacio. Ademas, el
simbolo M, denota el fin de una demostracion.

2.2. Semigrupos fuertemente continuos

Es muy importante destacar que al estudiar la dindmica discreta de los objetos no basta con
analizar sus propiedades numéricas, es necesario, ademas, conocer sus propiedades cualitativas
o de forma, tales como su estabilidad, o su comportamiento respecto a la cercania o acumulacién
entre éstos o respecto a otros objetos, etc., interviniendo asi una rama de la matematica llamada
Topologia. La parte de la Topologia que estudia las propiedades cualitativas o de forma de los
sistemas dindmicos se llama Topologia dindmica. Desde esta perspectiva, ahora, introducimos
los conceptos de semigrupos fuertemente continuos de operadores lineales acotados en espacios
de Banach, el cual juegan un papel importante en la solucién de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, generados por algunos modelos de nacimiento y muerte. Sugerimos las citas [5, 7] para
una introducién a este topico.

Definicién 1 Sea X un espacio de Banach complejo, separable e infinitamente dimensional.
Una familia T = {Ty|Ty : X — X, donde t € [0,00)} C B(X,X) es un semigrupo fuerte-
mente continuo (SFC), desde ahora semigrupo—Cy de operadores lineales acotados si:

(i) To = I (operador identidad en X ),

(ii) Ts+¢ = TsT: para cada s,t € Ry (propiedad de semigrupo).

(iii) Ym¢—s Trx = Tsx, para cada x € X y s > 0.

La tercera condicién estd asociada a la continuidad de los operadores del semigrupo—Co
respecto a la topologfa fuerte del operador. Si el inciso (iii) de la Definicién 1 es reemplazada
por lim;—,s Ty = Ts, s > 0 respecto a la norma de los operadores asociados a las de X, entonces
decimos que el semigrupo—Cj es uniformemente continuo (SUC). Formalmente

Definicién 2 Sea X un espacio de Banach complejo, separable e infinitamente dimensional.
Una familia T = {T3|T: : X — X, donde ¢t € [0,00)} C B(X,X) es un semigrupo uniforme-
mente continuo (SUC) de operadores lineales acotados si:

(i) To = I (operador identidad en X ),

(i) Tsqe = TsTy para cada s,t € Ry (propiedad de semigrupo).

(lll) limt_,s Tt = Ts.

De aqui en adelante utilizaremos {T%}+>0 en lugar de ésta 7 = {T3|T: : X — X donde t €
[0,00)} C B(X, X) para ahorrarnos espacio y tiempo.

Una pregunta que emerge de manera natural es la siguiente: ;En qué se diferencia los
semigrupos fuertemente continuos y los uniformemente continuos? La respuesta a esta pregunta
se encuentra en la naturaleza del generador infinitesimal A. Precisamente, como veremos en el
Teorema 2.2.8, A es un generador de un semigrupo uniformemente continuo {7 }:>o si y sélo
si A es un operador acotado (i.e., continuo).

Por otra parte, si {1} }+>0 es fuertemente continuo y falla de ser uniformemente continuo,
entonces como lo haremos ver en el Teorema 2.2.6, {T}};>0 tendrd un generador A no necesa-
riamente acotado (densamente definido y con gréfico cerrado). Mas atin, como

lim ||Tix — Tsz|| < lim ||T} — Ts||||z|| = 0.
t—rs t—rs
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Se sigue que, si {1} }1>0 es un (SUC), entonces {7} }¢>0 es un (SFC). Hemos demostrado

Observacidon 2.2.1 La familia de los semigrupos uniformemente continuos estdn contenidos
en la coleccion de los semigrupos fuertemente continuos.

Observacion 2.2.2 Los incisos (1), (it) y (tii) de la Definicion 2, implican que limy, o+ ||Tiyn—
T;|| = 0, para cada t > 0.

Por el Teorema Banach-Steinhaus (ver [9, pdg. 249]), tenemos que la familia {7}};>¢ es
localmente equicontinua, en otras palabras, para cada M > 0 existe ¢ > 0 tal que

||Tix|| < c||z||, para cada te€[0,M] y z€X.
Este hecho implica que, la funcién f : [0,00) X X — X dada por:
ft,x) =Tz, para cada t>0 y z€X

es continua. Ademds, la norma de operador del semigrupo—Cy esta acotada por la funcién
exponencial.

Teorema 2.2.3 Si T, : X — X es un semigrupo—Cy, entonces existen constantes b > 1 y
k >0 tales que ||T3|| < be*, para cada t € [0,00).

Demostracién. Supongamos que 7; : X — X es un semigrupo—Cj, entonces en virtud de la
continuidad fuerte existen n > 0y b > 0 tales que

[|T:]| < b, para cada 0<t<n.

Como ||Tp|| = 1, se sigue que b > 1. Pongamos k = 1~ *logb. Tenemos que k > 0 y, utilizando
repetidamente la propiedad de semigrupo de la Definicién 2, obtenemos que T} = Trytt—mn =
TonTt—mn = (1) " Tt—mny, para mn < t < (m+ 1)n.

De aqui, |[T¢|| = [|(T))™ Ti—mn|| < bb™ = be**. m

Teorema 2.2.4 Si T, : X — X es un semigrupo—Cy, entonces para cada x € X, la funcion
¢z 1 [0,00) = X definida por ¢ (t) = Tix es continua.

Demostracién. Sean ¢ > 0y h € [0,t]. Tenemos que
lim ||Tirpx — Tiz|| = Um ||Te(Thz — x)||
h—0t h—0t
= lm || T[|[[The — ||
h—0t
< lim be™||Tha — z|| = 0.
h—0+t

Similarmente, lim;,_ o+ ||Ti—hz — Tyz|] < 0. =
Dado un semigrupo—Cl, {71} }+>0, uno puede considerar la derivada en 0 como sigue:

1 d+Tt33
Az = lim - (Tyx — Iz) =
v=lim o (Tiw—Io) ===

para aquellas x € X tal que el limite existe. Resulta que (se verd en el Teorema 2.2.6), existe
un subespacio denso de X, a saber

1
D(A) = {z € X : existe lim,_,o+ n (Tyx — Iz)}
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tal que A: D(A) C X — X es un operador lineal con grafico cerrado, i.e.,

lim z, =2 y lim Az, =y,
n—o0 n—o0

implican que Az = y. En la literatura (A, D(A)) suele llamarse generador infinitesimal del
semigrupo—Cy (ver [4, pag. 9]).
El Teorema siguiente se puede consultar en (ver [11, pag. 5])

Teorema 2.2.5 Sz T: es un semigrupo—Co y A es su generador infinitesimal, entonces
(a) limh_,0+ = fH'h s)xds = Tyx, para cada z€ X

(b) fo s)xzds € D(A) y A(fo mds) =Tx—xz, para cada z€X
(¢) Para cada z € D(A), Tix € D(A) y £Tix = ATyo = Ty Ax
(d) Ty — T(s)x = fs T(r)Azdr = f; AT(7)xdr, para cualquier z € D(A).

Teorema 2.2.6 Si A es un generador infinitesimal de un semigrupo—Cy, T, entonces D(A)
es denso en X y A es un operador lineal con grdfico cerrado.

Demostracién. Veremos que, (D(A) = X). Es claro que D(A) C X. Falta Verificar que,
X C D(A). Para ésto, sea x € X. Para cada t € (0, 00), pongamos

1t
T = 7/ Tsxds.
tJo

Por el inciso (b) del Teorema 2.2.5, se tiene que z; € D(A), para cada t > 0, y la parte (a)
del mismo Teorema, implican que

lim ¢ = Tox = [z = x.
t—0t

Asi, X C D(A).

La linealidad de A es evidente. Para ver que, A es un operador con grafico cerrado. Sea
zn € D(A) tal que limy—oo xn = = y limpo0 Az, = y. Por inciso (d) del Teorema 2.2.5,
tenemos que

t
Ti(zn) — xn = Tywy — [xy = Tyxn — Tox, = / T, Az, ds.
0

Se sigue que Ts Az, converge uniformemente a Ty en intervalos acotados. Asi,
t

Tix —x = lim Tixn, — x, = lim TsAxnds = Tsy.

n—0o0 n—o0 0

t
lim DT =T 1/ T.yds.
0

Luego,

t—0+ t t
Por inciso (a) del Teorema 2.2.5, se sigue que v € D(A) y Az =y. B
Posteriormente veremos que, el Teorema 2.2.6 cobra interés en el caos de los semigrupos—Co
el cual es aplicable en sistemas infinitos de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Por otra parte, los semigrupos—Cj guardan una estrecha relacién con el Problema Abstracto
Cauchy (ACP):

%u(t) = Au(t), para t>0

u(0) =z,
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donde x € X es el valor inicial y A es un operador lineal. Si (ACP) tiene una solucién tnica u,
entonces ésta es de la forma Tyz = u(.,z), cont >0y z € X.

Ahora, nos preguntamos, si {Tiz = etAas}tZO es un semigrupo—Cj solucién del Problema
Abstracto de Cauchy. Para dar respuesta a ésto, empecemos anunciando que {7 };>0 tiene las
siguientes propiedades:

Proposicién 2.2.7 a) f; Tidt € B(X, X).
b) Si Us y Ty son Semigrupos Uniformemente Continuos y A es acotado, entonces

b b b
/ [AT, + Uy)dt = A/ Ttdt+/ Uydt.

c) Para cadat > 0, se tiene que lim,_, o+ + ¥ fH'h Tsds = Ty. Es decir, para cada € > 0, existe
6 >0 tal que si |h| < 4§, entonces ||+ HthS*Tt” < €.

Teorema 2.2.8 A € B(X,X) si y sélo si A es el generador infinitesimal de un semigrupo
uniformemente continuo

oo ne

T, = e = E (¢ ') ‘teRT
n.

n=0

Demostracién. Supongamos que A : X — X es un operador lineal acotado. Pongamos

T=et=Y (tA')
n:

n=0

Es claro que Ty = I. La propiedad (ii) de la Definicién 2, se sigue del hecho siguiente.

. SA s+ e A" A’“’“A"’“"’“
"’(“)A:ZW:ZMZ(> ZZ s fk)!

n=0 n=0 k=0 n=0 k=0
oo oo
B Aksk Anfkrtnsz As At
h Z k! Z n—k)!
k=0 n==k ( )

La propiedad (i7i). Dado que,

1 (tA
-1 =30
n=1

[e’s}

A" Al
<> = e
n=1

se sigue que
0< lim ||T; —I|| < lim €M1 —1=0.
t—0t t—0t
Como A es acotado, la serie ZZO:I % converge para cada t > 0 y define, para cada uno
de tales ¢, un operador lineal acotado T.
Supongamos que T; : X — X es un semigrupo uniformemente continuo de operadores

lineales acotados sobre X. Fijemos p > 0 lo suficientemente pequeno, tal que

L[
Hlfp_ / Tsds
0

Pongamos B = I — p~* J¢ Teds. Se sigue que B € B(X,X) y ||B|| < 1, asi tenemos que,
I—B = p ' [/Tuds es invertible y por lo tanto [/ Tids es invertible. Ahora, si 0 < h < p,

entonces o o o
(T, 71)/ T.ds :h’l(/ Tthsf/ Tsds)
0 0 0
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L pt+h P
—h (/ Tsds—/ Tsds)
h 0
P pt+h h P
:h‘l(/ Tsds—i-/ Tsds—/ Tsds—/ Tsds)
h P 0 h
p+h h
:h’1</ Tsdsf/ Tsds).
P 0

1 1 pt+h L h P -1
RN, — 1) = (h’ / Tids —h™ / Tsds> (/ Tsds) . (2.2.1)
P 0 0

Asf, por inciso ¢) de la Propiedad 2.2.7,

pth h P -1
lim A" (Ty — I) = lim (}fl/ Tsdsfhfl/ Tsds>(/ Tsds)
h—07+ h—0+ p 0 0

(T, - 1)(/()p Tsds)_l.

Dado que la convergencia uniforme implica convergencia fuerte, existe lim;, _, o+ %[Thx — z] para
todo z € X. Asi x € D(A).

-1
Concluyendo D(A) = X y A = (Tp — I) (fop Tsds) € B(X,X) por ser B(X,X) un

algebra. m
Ahora, veamos que

Por lo tanto

A

(t+h)A
€ T Ae'z|| = 0.

i
hl—%l‘ h

Claramente (tA)(hA) = (hA)(tA) y Ae'* = e A. Luego,

x—et

t+h)A tA tA _hA tA
(& r—e T

, + Y e e Tr—e fL'i +
M Acel =il Al
~ ﬁ lim [le" (e — 1 — Ah)e|
1.
< g ftm e lle" = 1 = Abla]
Ay g L (A g (BA)”
f 1 —
e 1] i 115 +Z_; =l

A2 N (hA)”
_ tA . _
= |le™[] lm [A[]] - + 573771! [[l]z]] = 0.

Lo anterior es valido para cualquier t € R. Asi, {Tix = e'*x},>0 es el semigrupo—Cy solucién
para el Problema Abstracto Cauchy (ACP) asociado al generador A.

En resumen, el semigrupo—Cl, {7%}+>0, con generador A es a menudo denotado por el sim-
bolo e*. Esta notacién es compatible con la expresada de la matriz exponencial y para funciones
de un operador definido via Anélisis funcional por ejemplo (ver [9], Teorema espectral).
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2.3. Teoria del Caos

Un vinculo entre la teoria del caos y la teoria del operador lineal se establecié cuando se
descubrié que, en un espacio de Banach complejo y separable e infinitamente dimensional la
nocién de transitividad topoldgica es equivalente a la nocién de hiperciclicidad (vea [5]), y
fue estudiada mucho antes que la Teoria del Caos. Varias condiciones suficientes para hiper-
ciclicidad, mezclante y caos de un semigrupo—Cjp son conocidos, algunos de ellos basado en
la correspondiente contraparte discreta (vea [3]). Los conceptos de topoldgicamente transitivo,
puntos periédicos, Hiperciclicidad, transitividad, mezclante, débilmente mezclante y caos tienen
una versién para semigrupos—Cy. Ahora, estableceremos estas definiciones.

Definicién 3 Un semigrupo—Coy, {Tt}i>0, es mezclante, si para cualesquiera dos conjuntos
abiertos, no vacios U,V en X, existe to > 0 tal que T,(U) NV # 0, para cada t > to. En
particular, sit =ty diremos que el semigrupo—Cy es topoldogicamente transitivo en X

Definicién 4 Sea {T:}i>0 un semigrupo—Cy. Al conjunto de los puntos periodicos de T,
Per(T), definimos como:

Per(T)={x € X: existe te€ (0,00) tal que Tiz =z}

El conjunto de puntos periodicos, Per(T), es denso en X significa que, para cada € > 0y cada
x € X, la bola abierta N(z,¢) N Per(T) #

Definicién 5 El semigrupo—Cl, {T};}+>0, definido en un espacio de Banach complejo separable
e infinitamente dimensional X es hiperciclico, si para algin x € X la drbita {Tyxz : t > 0} es
densa en X.

Definicién 6 El Co-semigrupo, {Ti}i>0 es topoldgicamente cadtico en X si se satisface lo
stguiente:

(i) {T:}e>0 es hiperciclico;

(ii) Per(T) es denso en X.

Recordemos que un espacio vectorial, normado y completo se le llama Espacio de Banach.
En lo sucesivo X y Y serdn espacios de Banach sobre un campo K = R o bien K = C.

Definicién 7 Decimos que T : X — Y es una operador lineal si satisface lo siguiente: para
cualesquiera x,y € X y o € K, se tiene que T(ax +y) = oT(x) + T(y).

La coleccién de los operadores lineales T': X — Y con las operaciones usuales de suma y
multiplicacién por escalares, constituye un espacio vectorial, el cual se representard por £(X,Y).
Como es usual L(X)=L(X, X))y B(X,Y)={T € L(X):T es acotado}.

Definicién 8 Sea T € B(X,Y). Decimos que T es invertible si existe S € B(Y, X) tal que para
cada x € X, STx = x y para caday € Y, TSy =y. En este caso diremos que S es el inverso
de T y se denota por S =T~ 1.

Definicién 9 Sea T' € B(X, X). A la serie de potencias

oo
ZT":I+T+T2+...+T”+...,

n=0

en la literatura, es conocida como serie Neumann.
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Proposicién 2.3.1 SiT € B(X,X) y ||T|| < 1, entonces I =T es invertible, donde I : X — X
es el operador identidad.

Demostracién. Sean S C R? y f: S — C una funcién. Si zo € Sy lim._ .,

7’[(2:5520) existe,

denotamos este limite por f/ (z0) y es llamado la derivada de f en zo. Si f,(zo) existe para cada
zo € S, entonces decimos que f es holomorfa (o analitica). Por ejemplo, la funcién f(w) = 2—
es holomorfa en el disco {z € C: |z| < 1}.

Pongamos S,, = ZZ:O TF =T +T+T?+...4T". Tenemos que

(I-T)S,=1-T""",

y como ||T|| < 1, entonces (I —T')limy, o0 Sy = 1. Asi,

lim S, = T = —— = f(D).

n=0

Dado que, cada uno de los términos de la serie es un operador lineal acotado, se sigue que
f(r) = (X, X) y satisface (I —=T)f(T)= f(T)I-T)=1.
Concluyendo I — T es invertible. m

Proposicién 2.3.2 T : Y — X eaiste si y solo si T € B(X,Y) es inyectiva.

Demostracién. Supongamos que T~ ' : Y — X existe y que Tz, = Txa, entonces T~ (Tz;) =
T_l(T:vz) Se sigue que, x1 = x2.

Rec1procamente supongamos que Tx; = Txs 1mphca que r1 = x2. Para cualqu1er yey,
sea =T 'y. Tenernos que x es tnico, ya que si x = T 'y, entonces Tz = T implican que
z=2.0sea T ! existe. m

Definicién 10 Sean z1,...,x, € X vectores. Una combinacion lineal es de la forma: aix1 +
..+ anxy, donde aq, ..., an € K.
Para cualquier U C X con U # 0 el conjunto de combinaciones lineales de vectores de U es
llamado el subespacio generado por los vectores de U y se denota por span U.

Definicién 11 Una funcion f : U — X definida sobre un conjunto abierto U C C es débilmente
holomorfo si la funcidn Fg(\) = (f(N\),d) es holomorfo para cada funcional ¢ € X*

El criterio siguiente es una herramienta principal para probar caos en este trabajo. Para los
detalles referimos al lector (vea [5, Teo.3.1]).

Teorema 2.3.3 Sean X un espacio de Banach complejo separable e infinitamente dimensional
y (A, D(A)) el generador infinitesimal de un semigrupo—Co, {T:}+>0 en X. Supongamos que
existen un subconjunto abierto conexo U C C y una funcion débilmente holomorfa f : U — X
tales que:

(i) UNiR" # 0,

(ii) f(N) € ker(A — A) para cada X € U,

(iii) si para algin ¢ € X* la funcidn Fy(X\) = (f(X), ¢) es idénticamente cero en U, entonces
¢ =0.

Bajo estas hipdtesis, los semigrupos—Co, {Ti}i>0, es cadtico y mezclante.

Teorema 2.3.4 Sean X un espacio de Banach complejo, separable e infinitamente dimensional
y (A, D(A)) el generador infinitesimal de un semigrupo—Co, {T;}+>0 en X. Supongamos que
existe un subconjunto abierto conexo U y una funcién débilmente holomorfa f : U — X tal que:
(i) UnNiR" # 0,
(ii) f(N) € ker(A—A) para cada X € U. Bajo estas hipdtesis los semigrupos—Co, {T; }+>0, es
cadtico y mezclante cuando se restringe al subespacio invariante Xy = cl(span{f(\) : A € U}).
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2.4. Modelos de nacimiento y muerte

Se crefa que, la cantidad de ADN por célula se mantenia constante de una generacién
celular a otra debido a que, durante cada ciclo celular, el contenido de ADN se duplica y
luego en cada divisiéon mitoética de las células, se distribuye de manera uniforme en dos células
hijas. Sin embargo, evidencias experimentales recientes muestran que, para una fracciéon del
ADN, el nimero de copias gen por célula no puede ser constante. He aqui nuestro interes en la
distribucién de los genes que existen en un nimero variable de copias.

El incremento en el nimero de copias gen se conoce como amplificacién génica. La ampli-
ficacién génica puede aumentarse por situaciones que interfieren con la sintesis del ADN, y lo
hacen en algunas células mutantes y tumorales. Un mayor nimero de genes pueden producir
en células tumorales, resistencia a farmacos quimioterapéuticos.

La herencia de los fenotipos celulares conferidos por la amplificacién génica difiere de la
conferida por mutaciones genéticas clasicas de varias maneras. La velocidad a la que aparecen
las células con nuevos fenotipos es muy rapida, los fenotipos son inestables y rapidamente rever-
sibles, subpoblaciones con una amplia gama de fenotipos pueden coexistir, y cada subpoblacién
puede regenerar el rango completo de subpoblacién.

A continuacién, presentamos algunos modelos de nacimiento y muerte que ayudan a com-
prender la herencia de los fenotipos celulares asociados con la variacién en el nimero de copias
gen. Nos centramos en la cinética de los fenémenos méas no en los mecanismos moleculares.
En el modelo se asume que, en cada generaciéon celular, hay un mecanismo probabilistico de
aumentar o disminuir el nimero de copias gen por célula. Se analiza el comportamiento de
estos modelos con el fin de determinar bajo qué condiciones una poblacién de células tendra
una distribucién estable del nimero de copias gen, como se observa experimentalmente.

2.4.1. El desarrollo de resistencia a farmacos en células
cancerosas

Un factor importante que tiene una fuerte influencia en la evolucién de la resistencia a far-
macos de células cancerosas es la amplificacién génica. Este proceso incluye un aumento en el
nimero de genes responsables de codificar una proteina que ayuda a la remocién o la metaboli-
zacién de la droga. Un aumento de la resistencia a los medicamentos por la amplificacién génica
se ha observado en numerosos experimentos de poblaciones de células cultivadas. Ademaés, se
ha establecido que las células tumorales pueden aumentar el nimero de copias de un oncogén
en respuesta a un entorno desfavorable.

Consideremos una poblacién de células cancerigenas estratificada en subpoblaciones de cé-
lulas de diferentes tipos, etiquetadas por los niimeros n = 0,1,2,.... Debido a que el proceso
biolégico considerado es la amplificacién génica, las células de diferentes tipos se identifican con
diferentes nimeros del gen resistentes a los medicamentos y, por lo tanto diferentes niveles de
resistencia. Las células que pertenecen a la 0—ésima subpoblacién no poseen copias del gen y
son sensibles al farmaco.

Debido a un evento mutacional, cada subpoblacién constituida por estas células adquieren
un numero de copias gen que hace a éstas resistentes al agente. Mientras mas copias del gen
existan, las células mds resistente es, con el entendimiento que ésta puede sobrevivir bajo
concentraciones superiores de la droga (ver [8], [13] y [14]). Dado que el ntimero de copias gen
puede ser muy grande en células cancerigenas, es razonable pensar en un modelo con un nimero
infinito de subpoblaciones celulares.

Argumentos empiricos apoyan la hipotesis de que el proceso descrito es subcritico; es decir,
en cada ciclo y en cada nivel, la probabilidad de que la disminucién en el ntimero de genes
sea mayor que la probabilidad de su aumento. La aleatoriedad del proceso de amplificacién es
modelado por un proceso de ramificacién.
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El proceso se caracteriza por dos componentes: el conservativo y proliferativo, este
fenémeno también es conocido como proceso de gen amplificacién-deamplificacién con
células en proliferacion. El componente conservativo, donde el niimero de células es con-
servado, describe la mutaciéon celular, modelado como un proceso de nacimiento y muerte. El
nombre de proceso de nacimiento y muerte viene de la Teoria de la Poblacién, donde n es
interpretado como el tamafio de una poblacién y los posibles eventos son muertes y nacimientos
de individuos.

En la seccién que sigue, haremos un estudio sobre este fenénemo sin considerar la prolife-
racién.

2.4.2. Construccién de los modelos matematicos

Siguiento las citas (ver [8, 13, 14]), considere una poblacién de células cancerigenas divi-
didas en subpoblaciones de diferentes tipos, etiquetadas por los nimeros n = 0,1,2,3,......
y caracterizadas por diferentes niveles de resistencia ante la presencia de agentes. Las células
de tipo 0 pertenecen a la O-subpoblacién y son sensibles a medicinas sintéticas. Las células de
tipon =1,2,3,... pertenecen a la n-subpoblacién y estan caracterizadas a ser mas resistentes
conforme se incremente el valor de n.

Los supuestos a partir de los cuales se comienza a construir el modelo mateméatico son los
siguientes:

Denotemos por X (¢) a una poblacién de células cancerigenas en un tiempo t > 0.

= X(t) se divide en subpoblaciones para analizar el comportamiento de éstas ante la pre-
sencia de un medicamento.

= Cada subpoblacién estd caracterizada a ser mas resistente a las medicinas conforme se
incrementa el valor de n =0,1,....

= Se puede transitar de una subpoblacién a otra de manera consecutiva (avanzar o retro-
ceder), segun sobreviva o debilite en un instante de tiempo ¢ > 0 (razén de cambio).

Para Ng = N U {0}, sea f(t) = {fn(t)}nen, la funcién de distribucién y supongamos que
ésta representa el nimero de células en la n-ésima subpoblacién en un tiempo ¢ > 0.

2.4.3. Modelo de nacimiento

Como X (t) denota una poblacién de células cancerigenas en el tiempo ¢, ésta obedece a un
proceso de Poisson (vea [15]), en un tiempo ¢ > 0 con probabilidad,

PLX(t 4+ At) — X (1) = 1] = (L8O

1
:@Anu—mm+%ﬁAﬁ—m)
= by At + o(At),

donde 1
dAﬂ:—ﬁAf+§@Af—“.

v b, denota la razén de cambio de que una célula mutada en la n—ésima subpoblacién avance
a la (n + 1)—subpoblacién. En otras palabras, dicho modelo obedece a

bn At + o(At), paran > 0.
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bn—1 by

faa fa Tt

Figura 2.1: Componente conservativo (amplificacién o nacimiento).

Si centramos nuestra atencién en la subpoblacién f,, tenemos que existe una porcién que
transita a ella, a saber la que avanza (b,—1fn—1) y la que sale (—by, fr). Asi, el modelo para el
proceso de nacimiento viene dado por

f;l = (Lf)n = —bnfn +bn—1fn—1, para cadan € No.

En otras palabras,

6 = (Lf)() = _b0f07
1=(LE1 = —bifi +bofo,
(2.4.1)
f/ = (Lf)n = _bnfn‘f'bnflfnfl

2.4.4. Modelo de muerte

De manera similar, si d,, representa la razéon de cambio de que una célula mutada en la
n-ésima subpoblacién retroceda a la (n — 1)-subpoblacién, entonces el modelo corresponde a

dn At+o(At), paracadan>1

(asumimos que dy = 0).

fa1 fa fan

dy dni
Figura 2.2: Componente conservativo (deamplificacién o muerte).

Ahora, existe una porciéon (—dn fn) que sale de la la n-ésima subpoblacién y la que llega
(dn+1fn+1). Luego, el modelo para el caso de muerte se expresa como

fro=(LEf)n = —=dnfn + dni1fny1, para cada n € Ny, (2.4.2)
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o equivalentemente

o= (Lo = pBif,
{ = (Lf)l = —Ollfl + 52f27
. (2.4.3)
fao=UEn = —anfa+Bufotr
2.4.5. Modelo de nacimiento y muerte
Combinando el proceso de nacimiento y muerte, obtenemos que, para cada n € Ny,
fo=(Lf)o = —bofo+difi,
fil=(LE)1 = (~bi—di)fi+bofo+daf,
. (2.4.4)
f?lz = (Lf)’ﬂ = (7bn - dn) fn + bnflfnfl + dn+1fn+1
bn—l bn
fn—l fn fn+[
/\n7] dn /\n (i,,-l /\n+l

Figura 2.3: Proceso de gen amplificacién-deamplificacién sin proliferaciéon.

2.5. Resultados previos

El propésito principal de este capitulo, es presentar algunos resultados relacionados con
los modelos dados anteriormente. Veremos que los semigrupos—C juegan un papel importante
para el comportamiento asintético de soluciones para un sistema infinito lineal de ecuaciones
diferenciales ordinarias asociados con la evoluciéon de una poblacién celular discutido por Jacek
Banasiak y Miroslav Lachowicz (véase [2]) y generalizado por Karl-Goswin, Grosse-Erdman y
Alfredo Peris (ver [7]). El entero n como hemos visto puede ser considerado como el nimero de
copias gen resistente a drogas. Suponemos que los coeficientes de este modelo son independientes
del tiempo.

Como es usual, dado 1 < p < oo, denotamos por [P al espacio de sucesiones { f, }n=; tal que
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Yoo o IfnlP < +o0 con la norma

1]l = (Z |fn|P> :
n=0

Se sigue que, X? = [P representan un espacio de Banach separable cuyo espacio dual (X?)* =19,
donde % + é = 1. Como un caso particular, tenemos el espacio X = I' con norma

I, = D Ifal; (25.1)
n=0

para cada f en el cono positivo li ={fecl': para cada n€Ny, f,>0}yX*=1I".
Por otra parte, la familia co = {{fn}nen, : limnsoo fn = 0}, también es un espacio de
Banach separable cuya norma en este caso viene dado por

Iflly, = sup |fal. (2.5.2)

neNg

Denotémoslo por Xo = co.

2.6. Modelo de muerte con coeficientes variables:
primer enfoque

En [12] los autores estudian el proceso de nacimiento y muerte haciendo énfasis para el caso
particular de muerte. Siguiento la misma linea, pero permitiendo coeficientes variables, en el
afo 2001, Jacek Banasiak y Miroslav Lachowicz en [2] generalizan el resultado dado en [12].

Enfatizamos que, la generalizacién se enfoca en permitir que los coeficientes «,, , 8, sean
variables; pero bajo el supuesto que, 0 < a,, < 35, para cualquier n € Ny. Ademas,

(A1) an=a+ a;, con a>0 y lim,,e a;l =0;

Recordemos que, el coeficiente «,, representa la razén de cambio de que, una célula mutada en
la n-ésima subpoblacién retroceda a la (n — 1)-subpoblacién.
Consideremos en el espacio X = [! el sistema de ecuaciones

fr = (LE)n = —anfn + Bnfrti, n € Np. (2.6.1)
o equivalentemente
0= (Lfo = —aofo+Pof,
1= (L) = —oaufi+Bife,
(2.6.2)
f”/l = (Lf)n - _anfn + ﬁnfn+l

Podemos reescribir el sistema (2.6.2) de la siguiente manera:
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de(t)
= L), (2.6.3)
donde
—ap  Po 0

Hemos logrado espresar el operador derivado por su correspondiente representacién matri-
cial.
Enfoquemos nuestra atencién en el operador £; : I' — ' dado por,

L1(fn) = L(f.), paracada f, €l

La ecuacién para sus eigenvectores toma la formas:

Afn = —Qnfn+ Bnfn+1, para cada n € No.

Denotemos por f(\) los eigenvectores correspondientes al eigenvalor ),

f()‘) = (fO()‘)v fl()‘)v .- ')7

donde
s + a;
foN) =1y fu(N)= H *,  para cadan > 1.
i=0 B

En lo que sigue, es reunir las hipdteis del Teorema 2.3.3. Empecemos mostrando la existencia
de un conjunto abierto U C op(L1) tal que U N iR £ 0.

Lema 2.6.1 Sea U ={\ € C: |A+a| < B} yop (L) el espectro puntual del operador L dado
en (2.6.3). Si (A1)-(A2) se satisfacen, entonces U C op (L) y A\ = 0 pertenece al interior de
op(L).

Demostracién. Supongamos que |\ + o < B. Afirmamos que existe un nimero real ¢ > 0
tal que |\ 4+ a] = B — €. En efecto, pongamos ¢ = 8 — (A + «), se sigue que, € > 0 y cumple
que |A+ a] = B — € Por (A1) y (A2), existe ng € N tal que, para cada n > ng, se tiene que
‘ Bn — B |< % Yy

an

Bn

B—e¢
S5—6/2

Jr

‘/\Jra" <1,

B

S‘/\Jra

Bn ’*

an

B
’

ya que 5[377_6;2 < 1ylimysoeo Z—Z = 0. Eligiendo no lo suficientemente grande obtenemos que,

para algin ¢ < 1 y n > ng, se tiene que

fN) et y xeop(L).
Por otra parte, la esfera abierta con centro en A y radio € se encuentra contenido en U
(N(Xje) C U), ya que si z € N(X;e€), entonces

Atan
ﬁ’!l

< q. De aqui ZZO:O [ fr+1(A)| < oo; luego,

lz4+al=z-N+A+a)<|(z-N]|+|A+a)|<e+p—c=8.

El supuesto (A2) da que A = 0 es un punto interior de este circulo. m
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Para estudiar el caos de la solucién, utilizaremos de aqui en adelante el Teorema 2.3.3 con
U={XeC: | +a| <}

Empecemos por tomar una sucesién arbitraria ® = {®p}ren, € I°°, y consideremos la
funcién .
Fr(\) = (@,f())) = ngfk()\), (2.6.4)
k=0

donde la funcién Fg(A) es uniformemente converge al menos en el circulo U y I*° es el dual del
espacio I1.
Aplicando los supuestos (A1), (A2) y reordenando la expresién (2.6.4), obtenemos que

1 o) k—1
A i
TS e [+ a), (2.6.5)
k=0

=0

k=0 =0 Bz
donde . ,
— (O A+« a
bg=D9, Px=———, u= Yy o an = —2.
1) b B B

Nétese que la funcién Fo(u) es andlitica u holomorfa en la vecindad |u| < 1, para cada ® =
{® ren, € 1°°. Asi, la funcién f: U — ' dada por f(A) = (fo(N), fi(A), ...) es débilmente
holomorfa.

Por otra parte, si Fo = 0, entonces ®, = 0, para cada k£ € Ny. En lo que sigue nos
centraremos en la funcién Fg.
Pongamos
0, para cada j > n;
Ajn = 1, con n = j;

Zogil<i2<m<z‘",j§n—1 @iy - .. Gi,_;, para cada j <n.

Aplicando el principio de induccién matematica se demuestra que

n—1 n
[T +a)=>" w45,
=0 Jj=0

y sustituyendo en (2.6.5), obtenemos que la serie

Fo(u) =D 1’ ) @nAsn (2.6.6)
Jj=0 =7

es absolutamente convergente. Hemos logrado expresar Fy como una serie de potencias en la

variable pu = At i

Ahora, procedemos a demostrar que, la Unica solucién acotada del sistema infinito lineal
triangular superior es cero:

Dy 4+ Ag1®P1 4+ AP + ... =
®, + AP + .. =

2.6.
(O3 + ... = ( 67)

cooo

Para hacerlo, denotemos por A : [*® — [*° el operador dado por:

Af = {A4; ;}f , para cada f € [*°.
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Lema 2.6.2 Si existen ¢ < 1 y ko € Ny tales que |ag| < ¢**, para cada k > ko, entonces A
es un operador acotado en [°°.
Demostracién. Sea f(t) = {fi(t), f2(t),..., } € [*°. Se sigue que

Af(t) = {g1(t), g2(t), ..., },

con gn =377, Anifi ¥

|| Afl[oc = sup
neNg

E Anjfi| < |Iflleo sup E |An.j| = [|f][oc sUp Sn, (2.6.8)
— neNg T neNg
j=n j=n
donde
Sn:1+’ E ai+‘ E Wiq Qs | + - ..

1<i<n 0<i1<ia<n+1

..+’ Z Qiy - Qij_y,

0<ig <in<..<ij_p<j—1

+ ...

k+1

Supongamos que para k < ko, |ax] < M¢""", para alguna constante M. Con este supuesto

obtenemos el estimado

SngM’“0<14r Z ¢+t Z qi1+'“+ij’"+...>

1<i<n+1 1<) <in<...<ij_pn<j

Cada potencia ¢° con i > 2 puede aparecer varias veces en la suma de arriba. Sin embargo,
debido a que solamente existe un ntmero finito de combinaciones posibles de sumandos que
satisfacen i1 + ...+ 4, = i, entonces la cantidad de veces que aparezca la potencia ¢° no puede
exceder a P(i), donde P(7) es el nimero total de soluciones que tiene la expresién i1 +. . .+, = i.
De esta manera podemos escribir

Su < i P(i)q',
i=1

asi el cdlculo es independiente de n. Usando resultados de combinatoria (ver [16, pag. 160])

JE
- "V 3 (2.6.9)

P(i) < ————=c¢ , para cada i > 2.
6(: — 1)
Como
., (wﬂ) 0
limsupe\ v3i/ =¢ =1
1—00
y

i 1
s s ’
limsup | —— < lim sup () <1,
i—00 ( 6(2 — 1)) i—00 V12

lim sup (qlP(z))% <g<1.

11— 00

obtenemos que

De esta manera el criterio de Cauchy proporciona la convergencia de cada S, con limite inde-
pendiente de n. Esto demuestra que el operador A es acotado. m
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Lema 2.6.3 Existe una constante ¢ < 1 tal que si |ax| < ¢ para cada k € Ng, entonces el

operador A es un isomorfismo en [*°.

Demostracién. Dividimos .4 como sigue

0 A071 A0,2 AO,S
0 0 Ao Az
A = I+| 0 o0 0 Aas

= T+A,

donde 7 es la matriz identidad infinita. Como en la prueba del Lema 2.6.2, obtenemos que para
cualquier f = (f1, f2,...) €1,

Ml = sup | 32 Anifs| < 1€l sup > An sl = [IFllc sup S0, (2.6.10)
neNg = neNg = n€Ng

donde esta vez tenemos el estimado:

Sy < ( Z q + E AR SR E gt 4 )
1<i<n+1 1<ii<ig<n42 1<i) <ig<...<ij_pn<j

Usando el mismo argumento combinatorio del Lemma 2.6.2, se tiene que S(q) = Z]Oil P’

es una funcién continua y satisface que S’; < S(q) para cualquier n € N. Asi, por (2.6.10), ob-

tenemos que .
[ Af]|oo < S(q)]|f]]oo- (2.6.11)

Ademés, como S(0) = 0, existe go € (0,1) tal que [S(q)] < 1 para 0 < q < qo. Asi, por la
desigualdad (2.6.11) resulta que

1Afl| o < S(@)Ifl]o0 < [IFloc-

Por otra parte, como A # Z, se tiene que ||A|| <1y A=Z+ A =17~ (—A), entonces por
las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2, A™! existe y cumple que

A= (AT =) (AT =D (DA

Resta probar que A es inyectivo y sobreyectivo.
Veamos la inyectividad. Si Af = Ag, entonces A(f — g) = 0. De aqui, f —g = A"'0=0.
A es sobreyectivo, ya que, si g € 1°°, entonces existe f € I°°, a saber (f = A 'g) tal que
Af = g. En resumen A es inyectivo y sobreyectivo, luego A es un isomorfismo. B
Combinando los resultados dados enteriormente, obtenemos el que nos ocupa.

Teorema 2.6.4 Supongamos que las sucesiones {am tneng Y {Bn tnen, satisfacen los supuestos
(A1)-(A2) y la hipdtesis del Lema 2.6.3. Entonces el semigrupo generado por el sistema (2.6.1)
es cadtico en cualquier espacio I’, 1 < p < 0o, y en co.

Demostraciéon. En el Lema 2.6.1, vimos que, op (£1) contiene el circulo abierto |A + a| < 8
con punto interior A = 0. De aqui, op (£1) contiene subconjuntos abiertos:

ViCcCr={AMRA>0}, V_CC_={XRAO0}
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y un intervalo abierto Vj del eje imaginario. De este modo, si F(u) = 0, entonces por (2.6.6),
tenemos que Z:io 7 ZZO:J' @, A; » = 0enuno de estos conjuntos Vi o Vg, el cual es equivalente
a que AP = ZZO:]. ®,,A;,, = 0. Pero, por el Lema 2.6.3, obtuvimos que A es un isomorfismo en
[°°, asi que la tnica solucién acotada es ® = 0. Hemos reunido las hipétesis del Teorema 2.3.3,
luego el semigrupo {71 (t)}+>0 es topolégicamente cadtico en el espacio I*.

Consideremos el mismo problema en los espacios ¢p o [” con 1 < p < +00. Sea L la matriz
de coeficientes asociada al sistema (2.6.2). Se sigue que, para p € {0} U [1,00) el operador
Ly 1P — [P definido por

Lp(fn) = L(fn), fn € "
es acotado y asi, por el Teorema 2.2.8, genera un semigrupo uniformemente continuo {7 (t) }+>o.
Los eigenvectores construidos pertenecen a cada espacio de arriba. Ademds, ¢ = I* y (IP)* =19,

1 1
con — + = =1.Si A® = 0, para cada ® € [Ty 1 < ¢ < +00, entonces & = 0. De aqui, el

p
semigrupo {7} (¢)}+>0 es topolégicamente cadtico en cada uno de estos espacios. Pero, cualquier
elemento de [ es necesariamente acotado, de esta manera la afirmacién se sigue de la solubilidad
unica de AP =0en (™. m

2.7. Modelo de muerte con coeficientes variables:
enfoque general
En esta seccién mostraremos una generalizacién de los supuestos (A1)-(A2), el cual fue

observado por K.G, Grosse-Erdmann y A. Peris en [7, Capitulo 7).
Consideremos en el espacio X = ! el sistema de ecuaciones:

dfn
% = _anfn + ﬂnfn+1, n 2 1
con f, € L'([0,+00)), donde L'([0,400)) denota el espacio de Lebesgue con norma ||f||1 =

I3 1 f|dt.
Si f={fn}nen € X, entonces en X definimos:

Lf={—anfn+ Bnfnti}tnen € X,

f=A{fn}nen € D(L) C X. Denotemos por {7%}:>0 €l semigrupo—Cy solucién del problema de
Cauchy (2.6.1), donde L es un operador lineal densamente definido en X con grafico cerrado.

Proposicién 2.7.1 Sean ay € (0,00) y Bn € R, con n € N, tal que
o :=sup{ax : k € N} < g :=liminf{f : k € N}. (2.7.1)

Entonces el semigrupo—Co solucién para el problema de Cauchy (2.6.1) es cadtico y mezclante.

Demostracién. Sea 5 < u < g Denotemos por N(=%, 1) a la esfera abierta con centro en

=2 y radio p. Pongamos U = N(=&, u1). Se sigue que, U C Cy U NiR # 0.
Los vectores propios de L se expresan como sigue: para cada A € U, se tiene que Lf = Af
o equivalentemente \f, = —au fn + Bnfnt1, con n > 1. De aqui,

n—1
A
fn(A) =9nf1, donde y1:=1 y ~n:= J[gak
k
k=1

Sea A € U y fijemos § € (2u,3). Como B := liminf{Br : k € N}, existe no € N tal que
Brn > 0 para cada n > no. Ademds, —a, € U para toda n € N, ya que, an, € (0,00). Asi,

‘)\—l—an
Bn

, con n>1.

A—S+ 5 +tam
B

2
S‘%‘<1 para cada n > no.

<|
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Luego, f(A) = {fa(N}nero = {mnfilnere € X y LF(N) = Af(A). Afirmacion, f : U — X
es una funcién débilmente holomorfa. En efecto, sea ¢ = {¢n}ney € X* = I°(L([0,))).
Tenemos que

n—

B = (.00 = S el = 3 [ fu =+ > [J+ o),

n>1 n>1 n>2 k=1

donde m = [[° fid1 y 1 = (HZ;I1 é) I fign, n>2.

Por la eleccion de las sucesiones {an }nen ¥ {Bn }nen y U, obtenemos que h es holomorfa en
U, ya que las sumas parciales son un polinomio y la serie es uniformemente convergente en el
compacto U. Pongamos

n—1
0=hN) =m+ > na [JO+ )
n>2 k=1
Sustituyendo A = —a; en la funcién h, obtenemos que, 71 = 0 y podemos descomponer a la
funcién h como un producto
n—1
h(A) = A+ o) (?72 + Znn H()\ + ak)>
n>3 k=2
Sea 0 = h(\). Al sustituir A = —as, en la parte derecha del producto, obtenemos que
Zn>3 Nn :;21 (A+ ax) =0 en U, ddndonos 12 = 0 y podemos descomponer

h(A) = A+ a1)( A+ az2)g(N),

donde g(\) es idénticamente cero en U.

Procediendo inductivamente, obtenemos que, 7, = 0, para cada k € N. Pero, esto implica
que fooo figr = 0, para cada k € Ny fi € L'([0,00)). Esto demuestra que, ¢ = 0. Hemos
reunido las hipdtesis del Teorema 2.3.3. Luego, el semigrupo—Cl es cadtico y mezclante. m

2.8. Proceso de nacimiento con coeficientes variables

En esta seccién vamos a considerar el proceso de nacimiento, vea [12]. Adoptamos los mismos
supuestos sobre las sucesiones {an tnen, ¥ {Bn fnen, como en la seccién anterior.
Las ecuaciones de rapidez de cambio viene expresado como:

fo=(Lfo = —aofo,
fi= (L) = —aifi+ Bofo,
: (2.8.1)
f’r/l = (Lf)n = _a'nfn + ﬁn—lfn—l
Reescribiendo nuevamente el sistema (2.8.1) nos queda:
0 _ prege), (2.8.2)

dt
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donde
—ap 0 0 0 0
Bo —a 0 0 0
0 ﬂl — Q2 0 0
LT = 0 0 B2 —az O

La matrix LT da origen a dos operadores acotados, a saber £ : ¢co — ¢o dado por
£0T(fn) = LT(fn), para cada f, € co
y, para 1 < p < 400, C; : P — [P definido como
LY (fn) = L"(f), para cualquier f, € I*.

Por otra parte, la matrix transpuesta L = (L™)7 define un operador acotado K; : I — I*
definido como:
Ki(fa) = L(fs), paratodo f, €'

y, para p # oo, un operador K, : 19 — [? dado por
1 1
K¢(fn) = L(fn), paracada f, €19,  donde » + 2 =1.

Definamos por {S,(t)}¢>0 el semigrupo—Cy generado por L], p € {0}U{1, 00} (vea Teorema
2.2.8). Recordemos que (vea la Definicién 6), si el semigrupo—Cop no es hiperciclico, entonces
no es topolégicamente caético. De aqui

Teorema 2.8.1 Para cada p € {0}U[1,00), tenemos que, el semigrupo—Co, {Sp(t)}i>0, no es
hiperciclico.

Demostracion. Como los generadores estan acotados, los semigrupos generados por éstos,
son uniformemente continuos. Por lo que, el adjunto del generador origina el adjunto del semi-
grupo. De este modo, para p € [1,00), se tiene que, {S;(t)}i>0 = {T4(t) }e>0, con % + % =1ly
{86 (1) }ez0 = {Tu (D) }i2o0-

Si {Sp(t)}e>0 es hiperciclico, entonces todas las érbitas del semigrupo adjunto serdn no
acotados (véase [5, Teo. 3.3]).

Supongamos que p # 1, entonces por el Teorema 2.6.4, tenemos que {74 (t)}+>0 es cadtico,
en particular, ésta posee Orbitas peridédicas el cual pueden no ser acotado. Luego, para este
primer caso {S,(t)}+>0 no es hiperciclico.

Si p = 1, entonces el semigrupo adjunto {S7(¢) }+>0 actua sobre el espacio [*°. Dado que Ky
es la restriccion de Ko al subespacio invariante cerrado co C I°° (Ko = Koo|e, ), Obtenemos que
{To(t) }+>0 es una restriccion de {Tso(t)i>0}. En el desarrollo de la demostracién del Teorema
2.6.4, vimos que, existe un subespacio no vacio Xo C ¢y (cl(Xo) = I* C ¢p) tal que para cada
z € Xo tenemos que, lim;_, ||To(t)x||cc = 0. Como Xy C ¢y C I°°, obtenemos que, para cada
x € Xo

T ()2l e = [ITo(t)a] oo
Por lo tanto, las trayectorias de {7 (t)}+>0 que empienzan desde X, éstas se aproximan a

cero cuando t es suficientemente grande (¢ — 00). Esto demuestra que {S:1(¢)}+>0 no puede ser
hiperciclico. m



44 Comportamiento caético de algunos modelos de nacimiento y muerte

2.9. Conclusiones

Ahora, mencionamos lo que a nuestro juicio son las conclusiones de este capitulo.

En el trabajo, presentamos una condicién necesaria que garantiza la ocurrencia del caos
topolégico (vea Teorema 2.3.3). Al analizar el comportamiento cadtico de algunos modelos de
nacimiento y muerte, obtuvimos un sistema infinito de ecuaciones diferenciales ordinarias, el
cual puede ser representado por una matriz multiplicada por un vector de funciones (funcién
distribucién). Dicha matriz genera un operador lineal, a saber el operador derivado, cuyo do-
minio y codominio son espacios de Banach separables. Ahora, si los generadores infinitesimales
son acotados, éstos generan semigrupos fuertemente continuos, los cuales dan solucién al siste-
ma (2.6.2). De aqui, los espacios apropiados para dar solucién al sistema son los espacios co,
IP(L?(0,00)), con 1 < p < oo.

En el desarrollo de esa interpretacién, buscamos reunir las hipotesis del Teorema 2.3.3, para
asegurar el fenémeno de caos topologico en el correspondiente espacio de Banach.

Las principales aportaciones de este trabajo, se pueden resumir como sigue:

(i) Los resultados presentados en las cita [1] estdn escritos de manera compacta, esto trae
como consecuencia que sea poco entendible para aquellos lectores que no son especialistas en el
tema. Subsanamos esta problematica escribiendo de tal manera que la lectura esté al alcance
de cualquier persona interesada en esta area.

(i) Los articulos tienen el inconveniente de estar redactados en el idioma inglés. Nos encar-
gamos de realizar su traduccién al espaifiol con el fin de facilitar la lectura a quien leyere.

Por supuesto, plantear algunas preguntas no estd demaés, ya que se da continuidad a este
tema de investigacién:

Pregunta 1: ;Construir modelos de nacimiento y muerte cuando las razones de cambio (o
coeficientes variables) dependen del tiempo?

Pregunta 2: ;Analizar el modelo matemético para el caso de nacimiento y muerte?

Pregunta 3: Implementar el método de andlisis de sensibilidad de parametros al modelo
de nacimiento y muerte con coeficientes constantes.
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